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Pochodne czgstkowe wyzszych rzedow

Niech funkcja f: R" > D — R (D- otwarty) posiada pochodna czastkowa sf

X

w kazdym punkcie

X € D. Jest wiec okreslona funkcja

of of

——:R'DSD>3x —>—(x)
ox; ox;

1 1

o

Jezeli powyzsza funkcja ma pochodng czastkowa po j-tej zmiennej ai{a—}(x) w punkcie x, to
. X

1

nazywamy ja druga pochodng czastkowa funkcji f po zmiennych Xx;,x;, 1 oznaczamy

o f
Ox ;0x;

®) =11, ().

o f
2

Uwaga: Jezeli i = j to bedziemy stosowaé oznaczenie

(x) (pochodna czysta)

o’ f (x) % o’ f

X ochodna mieszana
Ox ;0x; axiaxj( ) @ )

Jezelii# j to

. g orr . 2 . . ,
Tw.(Schwarza) e s92) Jezeli pochodne 6xj(§x : X1 8xié£ - (x) sa ciagle w punkcie X, to sg rowne.

Podobnie definiujemy pochodne czastkowe wyzszych rzedéow. Pochodne mieszane, ktdre rdznig si¢
jedynie kolejnoscig rozniczkowania, jezeli sg ciagle to sg sobie rOwne.

22
= (x,3)#(0,0).

Przyklad Funkcja f(x,y)=< "~ x>+’ jest ciggta w punkcie (0,0) i jej pochodne
0 , (xy)=(00)
czgstkowe sg rowne odpowiednio:
1(0,0): 1immz 1im1=0 , 1(0,0): 1imM= limizo
ox Ax—0 Ax—0 Ax ay A0 Ay A0 Ay
4 2.2 4 4 2.2 4
X +4x7yT - x(x" —4x"y” -
o |2EEEY V) () #00) o |ME TR S ()2 (00)
P (x"+y7) ; o (x"+y7) :
0 ., (xy)=(00) 0 ., (x»)=(00)
Stad
2 o 5 2 A 5

T0,A - 0 . 5 A0 Ax
of (0,0)= limMz lim A); =—1, —f(0,0) = lim & = lim —=1.
Oyox Ay—0 Ay -0 Ay axay Ax—0 Ax A0 Ax

2 (=)t 41022y 45" 2 (=)t 41022y 4y
af:{ SR, (1) % (00) af:{ LD (50) % (0.0)
X1, (6»)=(00) P -1, ()= (00)
Poza punktem (0,0) pochodne mieszane sg sobie rowne (bo sg ciggle) ale nie sg cigglte w punkcie (0,0),
2 2
bo nie istniejg granice ﬂi ﬂw punkcie (0,0).
Oyox  OxOy



Informatyka i Systemy Inteligentne —Analiza — Wyktad 12 — dr Bogdan Cmiel

Rozniczki wyzszych rzedow

Oznaczenia  a=(q,,...,a,) AX=(AX1,..., AX,,) f:0t(a,0) > R

Rézniczkg funkcji f'w punkcie a dla przyrostu AX nazywamy wyrazenie
dfta, ax)=) | S(a) ax,
i=1

Jezeli przy ustalonym ax funkcja d( - ,ax) : Ot(a,0) — R ma rézniczke punkcie a , to nazywamy ja

druga rézniczka funkcji f w punkcie a i oznaczamy d’f (a, AX).

Przyklad. Wyprowadzi¢ wzor na drugg rozniczke funkcji dwoch zmiennych. (zakladamy cigglos¢

pochodnych mieszanych)

A3 (A%, A5 ) =2 (3 5, + (31,3,

1 2%

d*((x,,x,),(Ax,,Ax,)) =

0 0 0 0 .0 0
Z_[L(xl’xz)Axl +i(x1,x2)Ax2]Ax1 +—[i(xl,x2)Axl +L(xl,x2)Ax2]Ax2 =
Ox, Ox, Ox, Ox, Ox, ox,
2
o> f 2, O'f o> f , [0 0
=—(x;,X,)Ax +2————(x,,x,)Ax;Ax, + ——(x,,x,)Ax; =| —Ax, + — Ax
8x12 (o5 5 )Ax; 8x26x1( 15 %3 )Ax, Ax, 8x22 (5%, )Ax; o, 1 or, | S

Druga rézniczka funkcji wielu zmiennych w danym punkcie jest forma kwadratowg przyrostow

2 & o
d f((xl,...,xn),(Axl,...,Axn)—za . (X)Ax,Ax;

i,j=10X ; OX;

Uwagi o zapisie macierzowym drugiej rozniczki.

o'f O ol
ox; (x) Ox,0x, ®) Ax,

d* (%0 %,), (Ax, A, ) = [Ax, o Ax, . S :
aaf (x) a{() A%,
xlﬁxn axn

Wzér na m-ta rézniczke funkcji » zmiennych
d" f = (G A et o A,)" f
Zadanie. Napisa¢ wzor na drugg rozniczke funkcji trzech zmiennych i trzecig rozniczke funkcji

dwoch zmiennych

Wzoér Taylora
Jezeli funkcja f: R" > Ota,d) > x— f(x)e R ma ciggle pochodne czgstkowe do rzedu m w Ot(a, o),

to istnieje O<(0,1) takie , ze dla kazdego x €Ot(a,o) prawdziwy jest wzor

2
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f(x)=f(a)+Ldf(a,x—a)+Ld’ f(a,x—a)+ +omyd” 'fa,x—a)+r,

gdzie 7, =-Ld"f(a+0(x—a),x—a)

Uwaga: punkt ,,posredni”c =a+6(x—a) lezy wewnatrz odcinka o koficachai x

Dow. Parametryzujemy odcinek x(¢f)=a+#(x—a) ;¢€[0,1] i tworzymy funkcje jednej zmiennej
o(t)= f(a+t(x—a)). Mamy wigc rzeczywista funkcje ¢ okreslong na domknietym odcinku

[0,1] spelniajacg zatozenia twierdzenia Taylora dla funkcji jednej zmiennej. Stosujac do niej wzor

Maclaurina otrzymujemy  ¢(1) = ¢(0) + 4 (0)( -0)+.. + "(0) "'+ — " (0" &
I! (m— )' m

<:>(p(l)=(p(0)+%d(p(0,l)+...+ dm! PO+ dm 2(6.])

—1)!
Ale  d*o(t,,t)= o ()t -1) =d f(x(to),x(t+t0)—x(t0)Xt—t0)k
Stad d*p(0,1) =d" f(a,x—a) itd.

Szczegolny przypadek m =2

X —a

F ) = f @y a>+5{ I (a.... f( >} n
. x}’l_aﬂ
O - Of |
| ot ) axon O [x-a,
+5[x1 a,..., X, an] -
' f af X, —Xx
) % =%
| Ox,0x,

Przyklad. Napisa¢ wzor Taylora dla funkcji f{x,y)=¢e"siny w punkcie (0,0) (wzor Maclaurlna) dla m=4.
Odp. e* Siny=y+xy+%x2y—%y3 T,

Zastosowanie rozniczki w teorii bledow

Dana jest funkcja f wielu zmiennych. Wektorowy argument funkcji nie jest znany lecz dysponujemy

jego pomiarem X obarczonym btedem Niech x+Ax oznacza prawdziwa nieznang warto$¢ argumentu a

btad bezwzgledny pomiaru (wektorowego) nie przekracza b (Ax < b nierdéwnos$¢ wektorowa).

. =~ 0
Wowezas | f(x+ %)~ S (9= df (x| = - B,
i1 O
Wyttumaczenie przyblizonego charakteru wzoru , kiedy to przyblizenie jest ,,dobre” i jak postapi¢ gdy przyblizenia nie jest zadowalajace.
Przyklad. Oszacowaé metodg rézniczki zupelnej btad jaki popelniamy obliczajac objetos¢ prostopadtoscianu o
krawedziach 4.1, 3.2, 8.4 zmierzonych odpowiednio z doktadnoscia 0.1, 0.1, 0.2. Odp. (btad bezwzgledny<
8.756)
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Funkcje uwiklane

Przyklad Rozwazmy réwnanie f(x,»)=0 np.x*+y>—1=0 i niech (a,b) spetia f(x,y)=0,
czyli f(a,b)=0
Pytanie: Czy dla dowolnego x e[—1,1] istnieje taki y(x),ze f(x,y(x))=01 y(a)=5b?

Niech (a,b)=(0,1). Wowczas funkcja y(x)=+v1—x? ;-1<x<lI spelnia powyzsze warunki. Ale spetnia

: : . 1-x° xe[-LI]NQ . o 3
je takze funkcja y(x) = \/1—2 re[-LA(R-0)° Doktadajac warunek cigglosci funkcji y(x)
— _x - 9 -

eliminujemy ten przypadek.

Jezeli (a,b)=(1,0), to nie istnieje funkcja y(x) bedgca rozwigzaniem problemu, ale istnieje funkcja x(y)
spetniajgca warunki zadania.

Powod. W punkcie (1,0) nie istnieje styczna Ax+By+C=0 dajaca si¢ rozwikla¢ ze wzgledu na y ale

daje si¢ rozwikta¢ ze wzgledu na x.

Twierdzenie o funkcji uwiklanej Jezeli

e funkcja flx,y) ma ciagle pochodne czastkowe Zl i Zl w otoczeniu punktu (x¢,)0)
x oy

. 0
o S0 i Lixyyy) 0
Oy
to
1. dla kazdej dostatecznie malej liczby £>0 istnieje taka liczba 6>0 , Ze kazdej warto$ci x z
przedziatu (x,-J, x¢+0) odpowiada doktadnie jedno rozwigzanie y(x) réwnania f{x,y)=0 nalezace
do przedziatu (yo-¢, yote)

2. funkcja y(x) jest ciggla w przedziale (x¢-J, xo+J) i ma w nim cigglg pochodng wyrazong wzorem

, ay
y (x)=—5———, gdzie y=y(x)
&> (%)

0
Dowadd (szkic) Bez straty ogdlnosci zatozmy, ze ai(xo, ) > 0( w przeciwnym przypadku mozna
Y
zastapi¢ rownanie  f(x,y) = 0réwnowaznym rownaniem: — f(x,y)=0. Z twierdzenia o

0
lokalnym zachowaniu znaku funkcji ciagtej al(x, y) wnioskujemy, ze istnieje kwadrat

K={(xpy)|lx=x,<n, |y=y,I<n} w ktorym gi(x,y) >0. Niech & <n.Pochodna
y
o

a—(xo ,¥) > 0funkcji jednej zmiennej f(x,,y)jest dodatnia, wiec w przedziale(y, —&,y, —€),
y

funkcja f(x,,y)jest rosnaca. Skoro f(x,,y,)=0, to f(x,,y,—€)<0 a f(x,,y,+&)>0

4



Informatyka i Systemy Inteligentne —Analiza — Wyktad 12 — dr Bogdan Cmiel

(rysunek). Funkcje f(x,y,—¢) if(x,y,+¢) sa ciagle w punkcie x, istniej wigc otoczenie
(x, —J,x, + 0) w ktérym obie zachowuja ten sam znak co w punkcie x,. Mamy wiec
f(x,y,—8)<01 f(x,y,+&)>0dla xe(x,—-0,x,+0).Niech x, € (x, —J,x, +0).
Ciagla i rosnaca funkcja f'(x,, y) przybiera na koncach przedziatu [y, — ¢, y, + €] warto$ci roznych
znakow, wigc istnieje doktadnie jeden punkt y(x,)taki, z f(x,, y(x,)) =0, co konczy dowod
istnienia funkcji uwiktanej y(x). Prosty dowod ciggloscei i rozniczkowalnos¢ funkcji y(x) mozna
znalez¢ ( Leja F. Rachunek rozniczkowy i catkowy)

trtttrrrrrr A+

X, =6 X, Xy +0

Przyklad. Wykorzystujac wzor Taylora znajdz przyblizenie funkcji uwiktanej y = y(x)
wielomianem stopnia trzeciego w otoczeniu punktu (x,,,) = (1,0). Funkcja uwiktana zadana jest

rownaniem cos(xy)—x—-2y =0.

W otoczeniu punktu (x,,y,) = (1,0) sa spetnione zatozenia tw. o funkcji uwiktanej wigc rOwnanie

cos(xy) —x — 2y =0 okresla w tym otoczeniu funkcje y = y(x), przy czym y(1) =0.
)=y + 22 -+ 22 (=1 + 52 (x = 1) +7,

Kolejne pochodne funkcji y(x) w punkcie x, =1 wyliczamy rézniczkujac rownanie 1
(1) cosfxy(x)]-x—-2y(x) =0,

1 otrzymujemy

2 =sinfxy()][y(x) +xp'(x)] -1-2y"(x) =0,

a stad dlax =1 uwzgledniajagc ze y(1) =0 otrzymujemy )'(l) = —%.

Roézniczkujac rownanie 2 otrzymujemy

(3)  —cosLy(N)ILy(x) +xp'(x)]* = sin[xy(0)][2y' (x) + xp" (x)] = 2" (x) = 0
astad dlax =1 uwzgledniajac ze y(1)=01i y'(1)=—3 otrzymujemy y''(1) = —%.

Rézniczkujac réwnanie 3 otrzymujemy
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@) sin[xy(0)][y(x) + 3" ()]’ = 3eos[xp()][y(x) + 1" ()][2)' (x) + 0" (1)] ’

—sin[xy(x)][3y" (x) + "' (x)] = 2y""(x) = 0

1 27

astad dlax =1 uwzgledniajac ze y(1)=0, y'(1) =—3,»"(1) = —1 otrzymujemy »""'(1) = -2

Ostatecznie  y(x)=—1(x-1)-Lt(x-1)> -2 (x-1)’+r,

Ekstrema lokalne funkcji rzeczywistych

Def. Funkcja f: X > D — R (ae D - otwarty, X —przestrzen metryczna) ma w punkcie a

e minimum lokalne << 3, .p Vo J(X)2 f(a)
e minimum lokalne wtasciwe < T, 4)cp Vycoiiayxea S (X) > f(@).

Def.Funkcja f: X > D — R (a€ D - otwarty, X — przestrzen metryczna) ma w punkcie a

e maksimum lokalne < 3, cp Viconw S (X) < f(a)

e minimum lokalne wtasciwe < 3, 2)cp Vicorayxea S (X) < f(a).

Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum )

Jezeli funkcja f: X D D — R ma w punkcie a € D ekstremum lokalne i istnieje w punkcie a

of

pochodna czgstkowa sl(a) (i=1,..,n),to a—(a) =0dlai=1,..,n.
X, .

1 1

Dowéd. dla minimum

N >0 dlat>0
fla+te)—f(a) _ a ii(a) istnieje. Stqdz(a) =0.
t <0 dlaz<0 o, ox,

1

Tw. (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Jezeli f:R'>D>x— f(x)e R
e jest klasy C LZ) (tzn. ma drugie pochodne czastkowe ciggte w D)

0
. l(a) =0, i=1,...,n
o,
o d’fla, AX) > 0 (<0), VAX#0
to fma w punkcie a minimum (maksimum) lokalne wlasciwe
Dowéd. Z wzoru Taylora doktadnie jak dla funkcji jednej zmiennej mamy
f(x) - f(a)=5d 2f(a+0(x—a),x—a)>0 VAx=0, gdy d*f(a,Ax) > 0, gdyz z ciaglosci pochodnych rzedu
drugiego, dla ustalonych przyrostow druga rézniczka jest funkcjg ciagla w a, wigc z twierdzenia o
lokalnym zachowaniu znaku d”f(a,x—x°) i d>f(a+6(x —a),x —a) maja ten sam znak dla VAx=0
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Uzupelnienia z algebry

Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem R liczb rzeczywistych. Formg dwuliniowg nad

nazywamy funkcje Q:V xV — R spelniajacg warunki:
OV, + V5, W) = 0(v, W) + O(v,, W) Q(Av,w) = A0(V, W)
Q(wal + Wz) = Q(Vawl) + Q(V,Wz) Q(V,AW) = AQ(V,W)

dla dowolnych wektorow v,,v,,w,, W, i dowolnej liczby rzeczywistej A .

X N
Niech B = {e,,...,e,} bedzie bazg przestrzeni V. Niech x=| : |i y=| : | oznaczaja wspotrzedne

X Y

n n
wektorow v i W w bazie B tzn.v = Zx,.e,. 1wW= Zyl.ej.
i=1 j=1

n n
Wowczas Q(V,W) = ZQ(ei,e DXy, = Zaﬁxl. Y, » czyli warto$¢ formy dwuliniowej dla dowolne;
i,j=1 i,j=1
pary wektorow jest jednoznacznie wyznaczona przez jej warto$ci na parach wektorow bazowych
a; =0(e;.e;);ij=1,...,n, ktore tworzag symetryczna (a, = a,;) macierz kwadratowa

all e al

A:[aij]:

n

nl ”. ann
Przy ustalonej bazie B przestrzeni ' mozemy traktowac forme dwuliniowg jako funkcje
O :R"xR" = R okreslong w przestrzeni wspotrzednych wzorem
o(x,y) =D a,xy,,
i,j=1
ktory mozna takze zapisac jako
O(x,y) = x' Ay lub O(x,y) = (Ax,y)
gdzie <,> oznacza klasyczny iloczyn skalarny w R".
Przyjmujac w szczegolnosci X =y otrzymujemy z formy dwuliniowej tzw. forme kwadratowa

n zmiennych rzeczywistych x,,...,x, ,czyli funkcje

@R 3x > (x) = 0(X,X) = (..., X,) = Zag/xix_‘ przy Czym a;= d;;
i,j=1
Oczywiscie forma kwadratowa ma przy ustalonej bazie przestrzeni /" ma doktadnie jedna

reprezentacj¢ macierzowsa X) =X AX =(AX,X), gdzie A jest macierza symetryczna.
4
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Przyklad. Forma kwadratowa 3 zmiennych

3
_ _ 2 2 2 _
P(x,X,,X;) = zaijxixj =ay X + Ay X + Ay +200,X0%, +20,,X,X; + 20,,X,X, =
il

ay, dyp di || X5
=[x, X, X5 Ay Ay ay | X, |

. Ay iy | X

Forme¢ kwadratowg @ nazywamy

e nieujemng - gdy VxeR" ¢o(x)>0
e niedodatnig - gdy VxeR" o(x)<0
e dodatnig - gdy VxeR" x#0 : ¢(x)>0
e ujemna - gdy VxeR" x#0 : ¢(x)<0

e dodatnio okreslona gdy 3c>0 VxeR" : ¢(x) Zc"x”2

e ujemnie okreslong gdy dc>0 VxeR" : ¢(x)< —c||x||2

e nieokreslong - gdy 3xeR" ¢p(x)>0 i JyeR" o«y) <0
Uwaga. W przypadku definiowania form kwadratowych na nieskonczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej unormowanej nalezy odroznia¢ pojgcia.
dodatnio$¢ formy i dodatnia okreslono$¢ formy
ujemnos¢ formy i ujemna okreslono$¢ formy
W przypadku przestrzeni skonczenie wymiarowych pojecia te pokrywaja sig. Jest to konsekwencja

zwartosci sfery jednostkowej w przestrzeni skonczenie wymiarowe;.

ay 4 a4y,
. .. . . . . . Ay Ay o 4y,
Def. Minorami wiodacymi (odpowiednich stopni) macierzy | . . _ | nazywamy
anl anZ T ann
a4 Ay
a, a a, a a
. [ 11 12 21 22 2
nastgpujace wyznaczniki D, = a,,, D, = s D, = : !
ay dp :
anl an2 al’lﬂ

Twierdzenie. (kryterium Sylvestera).
Forma kwadratowa ¢(x)=x"' Ax jest dodatnia (dodatnio okre$lona) <> D>0 i=1,...,n.
Forma kwadratowa ¢(x)=x"' Ax jest ujemna (ujemnie okreslona) < (-1YD>0 i=1,...,n.

Jezeli wszystkie minory wiodgce D; sa rozne od 0 i zmieniajg si¢ inaczej niz w powyzszych

przypadkach , to forma jest nicokreslona.



