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EKSTREMA FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

Przyklad Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y,z)=x+
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W punkcie P; macierz drugiej rozniczki ma posta¢ |—-2 3 —2|. Z kryterium Sylwestera
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(obliczamy minory) (+,+,+) = w P, jest minimum lokalne wlasciwe f . = f(F)=4
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Ekstrema funkcji uwiklanych

Przyklad (wprowadzajacy) Zbada¢ ekstrema funkcji uwiklanej y = y(x) okreslonej rownaniem

f(x,y)=0.
Zaktadamy regularno$¢ funkcji f tak, aby wyliczone ponizej pochodne miaty sens, czyli, ze sg
spelnione zalozenia twierdzenia o funkcji uwiktane;.
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y(x) ma ekstremum w punkcie x < (z WK) y'(x) =0<

Otrzymalismy wigc WK istnienia ekstremum funkcji uwiktanej
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of
a =0 Rozwiazujemy pierwszy uktad i dostajemy punkty krytyczne P,
WK | £(x,1) =0 dla ktérych sprawdzamy ostatni warunek.
0
A #0
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Badanie rodzaju ekstremum moze przebiega¢ za pomoca badania znaku y'(x) w otoczeniu punktu

krytycznego P lub badania znaku y"(x). Pierwszy sposob jest nieco klopotliwy. Nawet badanie
znaku formy kwadratowej wymagalo specjalnego narzgdzia — kryterium Sylvestera ( sg tez inne).

Roézniczkujac ponownie otrzymamy

T T ywm=0 [

Ox Oy
2L.2L y'(x>+(§xaf; +Z;{ y<x>Jy )+ y@=0
;fz 5 L iy zf(y(x>) +Z =0
w punktach krytycznych y'(x) = 0 wiec
y'(x)= 6/ tylko w punkcie krytycznym
oy

¥"(P) > 0= y(x) maw punkcie x, minimum lokalne wiasciwe y(x;) =y,

Przykladowe zadania z funkcji uwiklanych

1. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanej y(x) okreslonej réwnaniem
a) x°-2xy+2y+2x+1=0.
b) x’e-y*+1=0.

2. W dostatecznie matym otoczeniu punktu (1,),) narysowa¢ wykres funkcji uwiktanej y(x)

okreslonej rownaniem x’Iny-ylnx = 0.

Ekstrema warunkowe

Np.: f:R*SE—>R E — otwarty
g:R°>E—>R ciagta

Oznaczmy E, = {(x, v)eE:g(x,y)= 0}
iniech (x,,y,) € E,, czyli E, —niepusty.

Rozpatrzmy funkcje f'obcigta do £, :
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Ekstremum funkcji f obcigtej do £, nazywa¢ bedziemy ekstremum warunkowym funkcji f pod

warunkiem g(x,y) =0

Def. Funkcja f ma w punkcie (x,,y,) maksimum lokalne warunkowe wlasciwe

© 500 Y emresiorong, 6 < [ (X0, 0)
Jak znalez¢ ekstremum warunkowe? (wprowadzenie do metody Lagrange’a)

Zaktadajac, ze rownanie g(x,y)=0 okresla funkcje uwiktang y(x) problem sprowadza si¢ do
szukania ekstremum funkcji jednej zmiennej ¢@(x) = f(x, y(x)). Zaktadajac regularno$é¢

z WK istnienia ekstremum otrzymujemy ¢'(x) =0 < Gf g —y'(x)=0,
X
og Og
azwarunku g(x,y(x))=0 /—o = +5 ¥'(x) = 0 obliczamy y'(x). Stad otrzymujemy
ox
of og of O
iﬁ—iﬁ_o@ 9'(x)=0
WK:<0x 0y 0Oy Ox
g(x, y(x)) =0
Mozna zauwazy¢, ze rownanie pierwsze WK jest wynikiem rugowania parametru A z nastepujgcego
0 0
af +A a—g =0
uktadu réwnan: 8; ax , gdzie
9 11% 20
o
Lewe strony sg pochodnymi czgstkowymi funkcji L(x, y,4) = f(x,y) + Ag(x, )
a_,
Ox
WK jest wiec < oL =0
£l
oL _,
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Badanie sprowadza si¢ do badania funkcji Lagrange’a L(x,y,A) z mnoznikiem Lagrange’a A .
Metode t¢ mozna uogo6lni¢ dla funkcji wielu zmiennych.

Metoda mnoznikéw Lagrange’a szukanie ekstremum funkcji f{x,y) pod warunkiem g(x,y)=0

f:R*>SE—>R
g:R°D>E—>R
Ey={(x,y)e E: g(x,y) =0}

Algorytm: Tworzymy funkcje Lagrange’a
L(x,y;4) = f(x, ) + Ag(x, y)
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Warunek konieczny: P 0 = P(x;,y;,4)
y
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Warunek wystarczajacy. Traktujac mnoznik A jako parametr, wyznaczy¢ w punktach krytycznych

drugg rozniczke d 2L(()cl. Vi A, (Ax, Ay) przy czym przyrosty (Ax,Ay) spetniajg rownanie
8_g(xiayz'3ﬂ'i)Ax +a_g(xi’yi;li)Ay =0
ox oy

Wyznaczajac jeden z przyrostow (np. Ay jako funkcje drugiego przyrostu Ax ) badamy okreslonosé
d”L((x,2),Ax).

Przyklad Znalez¢ ekstrema f(x,y)=xy przy warunku g(x,y)=x+y—-1=0
e [ metoda rozwiklywania ograniczen:
gx,y)=0= y=1-x
f(x) = f(x]-x)=x(1—-x)=x—x> /7 ma w punkcie x, = % maksimum lokalne, wiec f ma w
bt
e [l metoda Lagrange’a:
L(x,y,A) = f(x,y) + A8 (x, p) = xy + Alx + x =1)

punkcie (4,%) ma maksimum lokalne warunkowe

ALy eyri=0
ox
wik: L_0 ox+i=0 =(L,1-1)=p
y
6_L:0 Sx+y-1=0
o4
) 0 1TAx
WW: d?L((x, y, 1)(Ax, Ay)) = [Ax, Ay
1 0fAy
d 2L( T3~ DI(AX, Ay)) =2AxAy -(forma nieokre$lona)

Nalezy skrgpowac przyrosty Z—g(xl. Vi3 A AX + g—g(x,. , Vi3 4)Ay =0 czyli mamy
X y

Ax+Ay=0
Wstawiamy uzyskang zalezno$¢ do drugiej r6zniczki d ZL((%,%;—%),(Ax,—Ax)z —2(Ax)* otrzymujac
form¢ kwadratowa (przyrostu Ax) ujemnie okreslona. Wobec tego f ma w punkcie (3,3
maksimum lokalne warunkowe.
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Ekstrema globalne.

f:R"DE—>R
Def:  Funkcjafmaw x° € E maksimum globalne wlasciwe & V __, f(x) < f(x°).

x#x°

Jezeli funkcja jest ciggla na zbiorze zwartym F, to z tw. Weierstrassa wynika, ze istniejg w zbiorze F
punkty, w ktorych funkcja osiaga ekstrema globalne (kres gorny i kres dolny zbioru swoich wartosci)

Algorytm poszukiwania ekstremow globalnych:

1. poszukujemy punktow krytycznych w int £ (wnetrze):
- punkty, w ktorych zerujg si¢ pochodne czgstkowe
- punkty, w ktorych pochodne czastkowe nie istniejg
2. ,przeszukiwanie brzegu g(x)= 0" (szukamy punktow ekstremalnych funkcji przy warunku

g(x)=0)

W krokach 1 i 2 znajdujemy punkty krytyczne, w ktorych funkcja moze mie¢ ekstrema globalne.
Jezeli w wyniku tych poszukiwan otrzymamy skonczong ilo$¢ punktéw, to wyznaczamy wartos¢
funkcji w tych punktach i wybieramy najwigkszg i najmniejszg warto$c.

Uwaga. Nie ma powodu, aby w punktach krytycznych sprawdza¢, czy funkcja ma w tych punktach
ekstrema lokalne czy warunkowe- nie stosujemy wigc WW dla ekstreméw lokalnych czy
warunkowych, wystarczy ze skonczonej listy wybra¢ warto$¢ najwiekszg i najmniejsza.

Przyklad. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza ) warto$é funkcji flxy)=x"H-xytx+y w trojkacie

domknigtym ograniczonym przez proste x=0, y=0, x+)+3=0.
Odp. Max = f{-3,0)=f(0,-3)=6 Min=f{-1,-1)=-1



