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CALKI PODWOJNE I POTROJNE
x(¢
Niech r:[a, f]3t —>r(t) = { ((t))} eR? bedzie ciggla funkcja wektorowa.
y

Def. Zbior K = {r(t):te[a, ﬁ]} nazywamy krzywa plaska, a funkcj¢ r nazywamy parametryzacija
krzywej ptaskiej. (inaczej -krzywa, to ciagly obraz odcinka)

Jesli dodatkowo zatozymy, zZe r jest roznowarto$ciowa, to K nazywamy tukiem zwyklym.
Jesli parametryzacja r jest rézniczkowalna w sposob ciagly (czyli x(¢), y(t) e C[la, 5)) oraz

Vtela, ] r'(t)#0, to K nazywamy lukiem gladkim.

Def. Luk regularny, to luk zwykty i gtadki.
Krzywa regularna, to krzywa dajaca si¢ podzieli¢ na skoniczong ilo$¢ tukoéw regularnych.
Krzywa zamknieta, to krzywa, dla ktorej r(a) =r(f).

Def. Obszar plaski D € R*, to otwarty i spoéjny podzbior plaszczyzny.
Brzeg obszaru, to zbior jego punktéw skupienia nie nalezgcych do obszaru.
Obszar domknigty, to obszar z brzegiem.
Obszar wielokatny, to obszar ograniczony skonczong liczbg tamanych.
Pole obszaru wielokgtnego — intuicja (suma po6l trojkatéw na ktdére mozna podzieli¢ wielokat)

Pole (miara Jordana) obszaru plaskiego
D —obszar domkniety i ograniczony

A —wielokat zawarty w obszarze (A D)
B — wielokat nakrywajacy obszar (B D D)

‘A‘ —pole wielokata A B
‘B‘ — pole wielokata B
4 <[B
Istniejg wigc kresy: |D* = sup |A| i ‘D*‘z inf|B|
AcD, A wielokai B> D:B wielokat
Def. Jezeli ‘D* = ‘D* , to obszar D nazywamy mierzalnym w sensie Jordana, a |D|= D, =‘D*

nazywamy jego miarg Jordana, czyli polem.
Dowodzi si¢, ze prawdziwe sa nastepujace warunki

Tw.(WKW mierzalnosci) Obszar ptaski i ograniczony jest mierzalny w sensie Jordana < brzeg da si¢
pokry¢ wielokatami o dowolnie malym (sumarycznym) polu. Inaczej, brzeg musi by¢ zawarty w
wielokacie o dowolnie matym polu.

Tw.(WW mierzalno$ci). Jezeli obszar D jest ograniczony i jego brzeg jest sumg skonczonej ilo$ci

krzywych ciaglych postaci y = f(x) lub x = g(»), to D jest mierzalny w sensie Jordana.

Tw.(WW mierzalnosci).Jezeli obszar D jest ograniczony skonczong liczbg zamknigtych krzywych
regularnych, to jest mierzalny w sensie Jordana.
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Calka podwdjna

Niech: D € R* bedzie plaskim ograniczonym obszarem domknietym o brzegu bedacym krzywa
zamknieta o polu zero (czyli mozna jg nakry¢ wielokatem o dowolnie matym polu)

Dzielimy obszar D skonczong iloscig krzywych o polu zero
na obszary F,...,P, o rozlacznych wnetrzach uzyskujac

podziat P={P,,...,P,} D=PU..UP,

n

i#j=>mtPNintP, =J

Przez |R| oznacza¢ bedziemy pole obszaru P, .

Srednica zbioru 4 c X (X-przestrzen unormowana) nazywamy: d(A)= sup ||x - y|| =sup p(x,y).
x,yeA x,yed

Srednica podzialu P nazywamy liczbe d(P)= maxd(F,).

1<i<n

Niech f:R?> o D —> R’ Wybierajac w kazdym zbiorze P, punkt (&,,7,) € P, tworzymy sume

Def. Liczbe rzeczywista [ nazywamy catka podwojna funkcji f po obszarze D gdy

v 35>0VPV(§,.,;7,),:1 ., dP) <= Zf(fiaﬂiﬂpi =
i=1

>0 <& i oznaczamy

ar )
I={[fCey)dP = [[ £ (x,y)dxdy = d(légozf(;’”i)'|3|

Def. (iypu teinego) Liczbe rzeczywista I nazywamy catka podwojng funkcji f/ po obszarze D jezeli dla
kazdego normalnego ciggu podzialéw P, ciag odpowiadajacych sum catkowych o, zbiega

n

do I niezaleznie od wyboru punktéw ,,posrednich”.
Podobnie jak w przypadku pojedynczej calki Riemanna mozna zdefiniowa¢ sumy Darboux gorng
S(f,P)i dolng s(f,P) oraz ich kresy — calki gorna i dolna. Pojecia te pozwalajg tatwo wykazac

nastepujgce warunki catkowalnosci:

WKW fjest catkowalna na D&Ve>03P: S(f,P)—-s(f,P)<¢

WK  Jezeli funkcja okreslona na ograniczonym obszarze jest catkowalna, to jest ograniczona.
WW  Jezeli funkcja jest ciagta w D, to jest calkowalna.

WW  Jezeli funkcja jest ograniczona na D i ma nieciggtosci na skonczonej liczbie krzywych o polu
zero, to funkcja ta jest catkowalna na D.

Wiasnosci calki
1. Jezeli funkcja jest calkowalna na D i zmienimy ja dowolnie z zachowaniem ograniczonosci

wzdluz krzywej o polu réwnym zero, to otrzymana funkcja jest takze catkowalna i catki obu
funkcji sg réwne.
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2. Jezeli obszar D podzielmy krzywa o polu zero na obszary D, i D, , to funkcja jest catkowalna na

D<funkcja ta jest catkowalnana D, i D, oraz

[[ e, yyaxdy = [[ £ (x, y)dedy+ [[ £ Cx, y)dxdy.
D D, D,

3. Jezeli funkcja f jest calkowalna na D i keR, to funkcja (kf) tez jest calkowalna na D i
[ #f e.y)dxdy = k[ f (x. y)dxdy
D D

4. Jezeli funkcje f i g sa catkowalne na D, to f+g tez jest calkowalna na D i
[[(rCey) + g, ) dxdy = [[ fx )xdy + [[ g, y)ddy .
D D D

5. Jezeli funkcje f i g sa calkowalne na D, i f(x,y)<g(x,y) na D, to wowczas
[[ £ G yydxdy < [[ g, y)ddy .

D D
6. Jezeli funkcja f jest calkowalna na D, to ‘ f ‘ tez jest catkowalna na D i

[[ 7 G yyaxay < [[|.f e p)|axay.

b

7. Jezeli funkcja f jest catkowalna na D, i m < f(x,y) <M, to m‘D‘ < ”f(x, y)dxdy < M‘D
D

1
czyli istnieje u = ﬂ” f(x, y)dxdy - warto$¢ $rednia funkcji fna zbiorze D.
D
8. Jezeli funkcja f jest ciggla na D (zwartym i spéjnym), to 3. . : u= f(&*,77%) - czyli istnieje

punkt, w ktorym f przyjmuje warto$¢ srednia, czyli ” f(x,y)dxdy = f (f*,n*)‘D‘ .
D

OBLICZANIE CALEK PODWOJNYCH

Tw.(o zamianie catki podwdjnej na iterowang — wariant dla prostokata) Jezeli

o f:la,b]x[c,d]—> R jest catkowalna oraz

d
¢ Vg istuicie 1(x)= [ f(x,p)dy,

b[d
to funkcja /(x) e R([a,b]) 1 J.J. f(x,y)dxdy = J.{J. f(x, y)dy}dx (calka iterowana - catka z calki).

[a,b]x[c,d] a

Dowod. Z zatozonej catkowalnosci funkcji f na prostokacie P wynika, ze mozemy podzieli¢ prostokat P na nm
prostokatow dzielagc przedzial [a,b] na n przedziatdow a przedzial [c,d] na m przedziatéw tak, aby sumy

gorna i dolna roéznily si¢ dowolnie mato. Wowczas dla dowolnego & €[x;_,x;] mamy

d m Vi
1(&) = J [, y)dy = z J f(&;,y)dy . Z twierdzenia o wartosci $redniej dla catki Riemanna mamy

I ya

Vi m m
myAy, < .[f(.fi,y)dysMU-ij,jzl,...,m. Wobec tego Y my Ay, <I(£)<D M Ay, .

Vi J=1 J=1

Mnozac kazda z tych nierownosci przez Ax; i sumujac po i otrzymujemy
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n m n d n m
2 myAx Ay < 3 U[ S p)dvIAx, <YM Ax Ay,
i=1 j=1 i=l ¢ i=1 j=1

Gdy $rednica podziatu zmierza do 0, to skrajne sumy zmierzaja do .[ J- f(x,y)dxdy a $rodkowa do
P

b d
[1] re.p)dyia

c

Uogolnienie
Niech D ={(x,y):a<x<b, p(x) <y <w(x), ¢, — ciagle} bedzie trapezem krzywoliniowym

Def. Obszar normalny wzgledem osi OX, to obszar, ktérego rzut na o$ OX jest przedzialem [a,b] i

kazdy przekrdj prosta x=x, , xo< [a,b] jest przedziatem [ ¢(x), y(x)]

Tw.(w wersji dla obszaru normalnego) Jezeli

e [ :D — R jest catkowalna na D oraz
w(x)
¢ Vo istnicie 1(x)= [ £(x, )y,

o(x)

b|w(x)
to funkcja /(x) € R([a,b]) 1 ”f(x,y)dxdy = I[ J.f(x, y)dy]dx .

al p(x)

Dow. Obszar D mozna nakry¢ prostokatem P (bo D — ograniczony) P o> D

f(x,y) (x,y)eD

f*(x’y):{o (x,y)eP\D

J. J. f(x,y)dxdy = J. J. f*(x,y)dxdy ..., (bo mozna podzieli¢ obszar P na 3 obszary, przy czym w
D P

dwoch z nich funkcja £ jest zerem i stosujemy poprzednie twierdzenie:

b o) y(x) d 5o
:J{ If*(x,y)dy+ .[f*(x,y)der J.f*(x,y)dy}dx = J-{ J‘f(x,y)dy}dx

o(x) w(x) al| ¢(x)

Przyklad. Zmieni¢ kolejno$¢ catkowania



Informatyka i Systemy Inteligentne —Analiza — Wyklad 14 — dr Bogdan Cmiel

3 x
j{j S, y)dy}dx =[]/ (x.y)dxdy =
oL x D
F%;ff = [[ £ Ceoyddxdy + [[ £, v)dxdy = .
_. .Dg = : y=2x—>x=1y

: 21 412
| o =J- J.f(x,y)dx dy+J- J.f(x,y)dx dy

1] 2 a2 0 % 2 JE

Jezeli obszar nie jest normalny, to dzielimy go na skonczong liczbe obszarow normalnych i dodajemy

calki.
Zmiana zmiennych w calce podwojnej

. x = x(u,v) :
Funkcja wektorowa: T = (u,v) € A — otwarty, spojny.
y=y(u,v)

W

Zatozmy, ze T jest rozniczkowalna w A (czyli istniejg ciagle pochodne czastkowe w A)

ox Ox
s | & E
jakobian: J = 2N L ge du v | Lo w A
o(u,v) Py
ou Ov

Przy powyzszych zalozeniach mozna dowies¢, ze T przeksztalca obszar na obszar i luk zwykly na

luk zwykly.

Niech A, D bedg domknigtymi obszarami regularnymi (dajace si¢ podzieli¢ na skonczong

ilo$¢ obszarow normalnych).
x =x(u,v) _
= odwzorowuje obszar regularny A na obszar regularny D.
y=yu,v)
Ponadto f: D — R - ciagla (wigc ograniczona z ograniczonosci obszaru)

Tw. Jezeli 1° T jestklasy C' w obszarze nakrywajacym A

2° T:intA — D jest roznowarto$ciowa (7 nie musi by¢ réznowarto$ciowa na
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brzegu A)
3° J:M;to w intA
o(u,v)

4° f:D — R jest ciagla na D (wiec takze ograniczona)

to: ”f(x y)dxdy = ”f x(u,v), y(u, V)* 8§ )’)) udv
Transformacja biegunowa
Plzy)
r T X=rcos¢e 0<r<
P \y=rsing 0<p<2r

ax a_x

_0xy) _ or  0p| |cosp —rsing , L,
B = = J#0 dlar#0

a(,, ?) Q 6_y sing  reosg rcos"@+rsm-@=r ( ar )

or O

S

Przyklad Obliczy¢ objetos¢ bryty wycietej walcem z kuli
=Ry (x-5H+y' =(5)’

Y

¥

V1= [] £ y)dedy

=

Walec: x> + y°

Kula: x* +y* +z> <R’

Bryta

Vivaniego:

={(x,y,2):x,yeD, 0<z< f(x,p)}

- gorna

potowka
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V:2”\/mdxdy= TSP gy ”\/ﬁrdrd(ﬂ—
i y=rsing e

0<r<R cos @

Rcosfpjl (D=%R3 j‘(l_‘siHS (D‘)d(0=

-z
2

J=r

ifcfwﬁ rdr}dgp 2 ﬂ )

(x—m) [e's] u2

1 - 2 u =" 1 e
Jak obliczy¢ zbiezng catke niewlasciwg [ = I e % dx= 7 b= I e 2du?
2r o dx =

L P me e Y (u=rcosp| fde
1 —mme 2a’u.[)\/ge de—Jj;!‘ge 2 _{v—rsin¢}_~[27z .([e 2 rdr
w0 rz © L
—.([e 2rdr—{t—?}—.([e dt =1

(X m)

Stqdlzj ezdu—l VmVYo>0.

1
[ ‘f

Podobnie I'($) = J‘t%_leftdt ={t=x"}= ZJ‘e"zdx=2g =z
0 0

gdyz
I’ = ]O de‘ Vdy = ” 00 dxdy = J.d(pJ‘ rdr=%]fe’2rdr=%Te”du=%,
0 0 [0,00)° 0 0

astad [ = Ie_xzdx :g'
0

Calki potrojne
Miara Jordana -objetos¢-obszaru przestrzennego) V<R’

Podobnie jak dla obszaru ptaskiego definiujemy obszar wieloscienny — obszar ograniczony skonczona
liczba ptaszczyzn i powtarzamy poprzednia konstrukcje.

Tw. (WKW mierzalnosci objetosciowej) Obszar przestrzenny V' R’ jest mierzalny w sensie Jordana
& brzeg da si¢ pokry¢ skonczong iloscia wieloscianow o dowolnie matej (sumarycznej)
objetosci.
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Tw.( WW mierzalnos$ci objetosciowej) Jezeli VeR® jest ograniczony skonczong liczba powierzchni
z=f(x,y), y=g(x,z) W x=h(y,z), (f,g,h—ciagle okre§lone na zbiorze
ograniczonym), to V jest mierzalny.

Tw.( WW mierzalnos$ci objetosciowej) Jezeli VR® jest ograniczony skonczong liczbg powierzchni
gtadkich o réwnaniach
x(u,v)
S:r(u,v)=|yu,v) (u,v) € D —obszar domkniety i ograniczony i rzad (r'(u, v)) =rzad

z(u,v)
ou ov
o o , . . .
2 21 =2, bez punktéw wielokrotnych, to ¥ jest mierzalny.
ou ov
oz oz
ou ov

Niech f:R’ >V — R bedzie funkcjg okre§lona na ograniczonym obszarze domknietym 7 o
brzegu miary Jordana 0, (czyli na obszarze majacym obje¢tos¢). Podobnie jak w konstrukeji catki
podwdjnej dzielimy obszar V' powierzchniami o objgtosci 0 na obszary V,...,V, uzyskujac podziat P

oraz tworzymy analogiczng sume catkowa:

> f(Eny) V| ijej granicg o ile istnicje

i=1
W uproszczeniu: HJ‘ f(x,y,z)dxdydz= };moz [ .m0
v Vi1

WK i WW catkowalnosci oraz wlasnosci catki potrojnej sg analogiczne do przypadku catki podwdjne;j

(zastepujac: krzywa — powierzchnia, zbior ptaski — zb. przestrzenny)

Zamiana calki potrdjnej na iterowang
Tw: (wersja A dla prostopadtoscianu V =[a,b]x[c,d]x[e, f]) . Jezeli
e f:V — R jestcatkowalnana V
* Voqun 1(x)= ” f(x,y,z)dydz istnieje,

[e.d]x[e,[]

to 1(x) € R((a,b]) j j j f(x, v, 2)dxdvdz J' [ ﬂ f(x, y,z)dydz]dx
[e.d

dxe.f]

a

Tw. (wersja B dla prostopadtoscianu V' =[a,b]x[c,d]x[e, f])). Jezeli
e f:V — R jestcalkowalnana V'

f
o Y(x,y)e[a,b]x[c,d] I(x, y)=j f(x,y,2)dz istnicje,

to I(x,y) jest catkowalna na [a,b]x[c,d] 1 Jﬂf(x v, z)dxdydz = ” D‘f(x y,z)dz}dxdy.

[a,bIx[c,d]
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Uogolnienie powyzszych twierdzen.

V' — obszar jak w definicji catki potrojnej (ograniczony powierzchniami o mierze 0)
T — prostopadtoscian nakrywajacy V (V < T)

f(x,»,2) dla (x,y,z)eV
f *(x,,2)=

0 dla (x,y,z)eT\V
Z whasnosci catki otrzymujemy réwnosé j j I f(x,y,z)dxdydz = j j I f*(x,y,z)dxdydz .

v T

Oznaczmy: P, ={(y,z):(x, y,z) €V} - przekrdj obszaru plaszczyzna prostopadta do osi X .
Tw. (wersja A dla obszaru zawartego miedzy ptaszczyznami x =a i x =b). Jezeli

e f:V — R jestcatkowalnana
o Voqus 1(0)= j j f(x, ,2)dydz istnieje, to I1(x) € R(a,b]) i
PX

b

I 7 Coy2yavavz= | [j [ ey, Z)dydz}dx .

a

D ={(x,y):3, :(x,y,z) € V} - rzut obszaru przestrzennego ' na plaszczyzng XY.
P, =1z:(x,y,z) €V} - przekroj obszaru V prosta rownolegta do osi Z wystawiong w punkcie (x,y)

Tw. (wersja B dla ogdlnego obszaru). Jezeli
e f:V — R jest catkowalnana V/

* Vi I(x,y)= If(X, v,z)dz istnigje,

P(x,y)

to 1(x,y) jest catkowalnana D i j j f(x, v, 2)dxdydz = j j j F(x, v, z)dz |dxdy .
14

D R

a<x<b

Np. V:y@(x) Sy <y(x) o,y, A, B —ciagle
A(x,y)<z<B(x,y)

b [w()| B(x,»)
[[] 7oy savaz = [ | { ;f<x,y,z>4dy N

a (@) 4A(x.y)

Zamiana zmiennych w calce potrojnej

Tw. Jezeli
x=x(u,v,w)
1° transformacja T =4 y = y(u, v, w) jest klasy C' w obszarze obejmujacym
z=2z(u,v,w)

2° T:intQ —V jest roznowarto$ciowa (7 nie musi byé réznowarto$ciowa na brzegu €2)
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o o or
ou Ov Oow
o 0D | o o

o(u,v,w) |Ou Ov oOw
0z 0z Oz

R
4° f:V — R - ciagla (wigc ograniczona)
to UI f(x,y,2)dxdydz = ny (e, v, w), y(u, v, w), 2(u, v, w)# ngyZ)

u,v,w

#0 w int Q

dudvdw

Wspolrzedne walcowe i sferyczne

A Z

(7, @, z) - wspbirzedne walcowe

Pxyz)
X =7rcosQ
y=rsing
¥ z=z
J=r

(7, @,0) - wspotrzedne sferyczne

 P(zy,2) x=rcosfcosp 0<r<oo
y=rcosfsing 0<¢@<2r
—rsin®
. Z=rSsin —%SHS%
J =r’cosé

Zastosowania calek

Objetosé obszaru |V |= j j j dxdydz
V

e Masa bryty o ggstosci p(x,y,z) m= J- J. I p(x,y,z)dxdydz
V

e Momenty statyczne i wspotrzgdne srodka masy
MS,,

m

itd.

np. MS,, =”J.z p(x,y,z)dxdydz , z. =
V

e Momenty bezwtadnosci  np. [, = j J-J-(x2 +27%) p(x, vy, z)dxdydz
V

e iwiele innych

10



