Hydrodynamika - rownanie Naviera-Stokesa
przepiyw Poiseuille’a

Rownanie Naviera-Stokesa dla pltynu niescisliwego o(r,t) =const.
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tutaj G(F,t), p(F,t)

Przeplyw Poiseuille’a — przeplyw ustalony i laminarny w walcowej

rurze
' r g*(r t)=0
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l ;’ G(r,0,z) = (u,(r,0,2),u,(r,0,2),u,(r,0,2))

w tym przypadku u (r,0,z)=0, u,(r,08,z) =0, u(r,8,z) =u,(r)

warunki brzegowe: u,(a)=0, u,(0)<x



Réwnanie N-S we wspoélrzednych cylindrycznych (Clark str. 618):

Cylindrical coordinates (r, 6, z):
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Whnioski: 1. Rownanie dla wspotrzednej z. 2. Gdy g =0 to 8_2 jest stata.

0
Witedy ?5[r5 u,(r)]— P O,  zwarunkami brzegowymi u (a)=0, u,(0)<oo

Rozwigzanie:  u,(r) = 4£(|’2 —a’) - TABLICA
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Rownanie Navier-Stokesa

przeptyw nad plyta
przeptyw petzajacy

dolna scianka w ¢ = 0 rozpoczyna ruch ze stala predkoscia Uy, 4.
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nastepuje przekaz pedu poziomego w kierunku do niego prostopadtym — istota lepkosci




Transfer lepki

Predkosé ptynu ma tylko sktadowa ,,pozioma” u, = u = u(y,t).
Predkosé zmienia sie w czasie, a wiec przeplyw jest nieustalony.
Réwnanie przeplywu jest proste — poniewaz cisnienie w calej objetosci
jest stale dp/dx = 0 izr. Naviera-Stokesa dostajemy

ou % u
— =y

Ot Dy2’

gdzie v = pu/p to tzw. kinematyczny wspélczynnik lepkosci.

Warunki brzegowe to

0 t <0

Wy =0=9 U, t>0

Rownanie to mozna rozwiazac¢ metoda transformaty Laplace’a,
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u(y,t) = U,,aserfc



Funkcja btedu
(error function)
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erf(z) = ﬁl et dt.
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dopeinienie funkcji btedu
(complementary error function)
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Plyny nielepkie i rownanie Eulera

Plyn nielepki (,sucha woda”) opisuje réwnanie N-S, w ktorym
ktadziemy p = 0.

ou
(17) ey +plu - V)u=—-VP+ pg.

Jest to tzw. rownanie Eulera (juz pierwszego rzedu, ale w dalszym
ciggu nieliniowe). 7 tego tez powodu, w réwnaniu tym pojawia sie
dodatkowy problem: nie ma w nim miejsca na warunek braku poslizgu
(zerowanie sie predkosci na nieruchomych sciankach) — kontury
graniczne obszaru przeplywu sa takze liniami pradu.

Przeplyw potencjalny albo bezwirowy to taki, w ktérym wirowosé

(rotacja wektora predkosci) jest rowna zeru:
(18) w=V Xu=0.

Bezwirowe przeplywy to takie, w ktorych czasteczki plynu
poruszajace sie wzdluz linii pradu nie doznaja obrotéw. Twierdzenie
Kelvina o zachowaniu (bez)wirowosci w przypadku plynu nielepkiego:
przeplyw (np. oplyw sfery), ktéry zaczal sie jako bezwirowy (gdzies
daleko ) nozostaie hbezwirowvm takze 1 iei beznodrednim sasiedztwie:

Tablica



Przeptyw cieczy z (niezaburzona) predkoscig U nad

dtuga i ptaska ptyta

Laminarna warstwa graniczna

Y warstwa graniczna

0.99uo

uznajemy umownie warstwe¢ graniczng za obszar, w ktorym predkos¢ cieczy Ux < 0.99 ug

Warstwa graniczna narasta w dodatnim kierunku osi Oz, a je]
nachylenie powoduje, ze wytwarza sie pewna, rozna od zera, skladowa
predkosci w kierunku pionowym (osi Oy).

Tablica



Prawo Darcy’ego — przeplyw przez osrodki porowate

Henri Darcy, francuski inzynier-hydrolog. W polowie 19. wieku

nadzorowal prace zwiqgzane z zaopatrzeniem w wode miasta Dijon,

stolicy francuskiej Burgundaii.

Prawo wywodzi sie z bardzo prostych zalozen, dotyczacych

mechanizmu przeplywu plynu przez osrodek porowaty — transport

plynu odbywa sie poprzez caly uklad nieregularnych 1 powykrecanych

w rozne strony kanalikow.
Predkos¢ przeplywu jest bardzo mala. Zwykle sa to predkosci
rzedu kilku centymetréw /dzien — chyba, ze znajdujemy sie w
bezposrednim sasiedztwie zrodla (lub upustu), kiedy taka
predkosé¢ moze by¢ rzedu 1m/dzien. Ten fakt uprawnia nas do
polozenia pochodnej sledcezej predkosci (,,lewa” strona réwn. N-S)
rownej zeru.

@ Calkowita sita dzialajaca na element objetosci plynu sklada sie z:

egrawitacji, sit cinienia (zwykle bez ciSnienia zewnetrznego. np.

atmosferycznego) 1 sil tarcia lepkiego 1 jest réwna zeru:

pg — VP + fiircie lepkie — 0.



skala wapienna

szkielet luzne czastki
(np . skata wapienna) (np . piasek, gleba)
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Interpretacja potencjalu O(r) k — przepuszczalnose
osrodka porowatego

A [k] = m?

powierzchnia gruntu

Prawo Darcy’ego U(F) =—«V®(r), gdzie x =

LR AR SIS S e poziom wody gruntowej

oy =P g o P@)

—~ - r=—-—++4+z=h+z
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poziom
wody
gruntowej
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poziom odniesienia
(dowolnie wybrany)

d(r) to poziom wody gruntowej, czyli jest to wysokos¢, na jakiej ustala
sie poziom wody, w otwarte] pionowej rurze, liczony wzgledem
(dowolnie wybranego — wszystko jest pod znakiem gradientu!)
poziomu odniesienia.



Zastosowanie Prawa Darcy’ego

dP/dX czujniki cisnienia
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srednia predkos¢ przeptywu =
miedzy ziarnami (np. piasku)
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Przeplyw przez porowata kolumne.
dP(x) .
u=-x————==const. = P — maleje liniowo z x

dx



Przepltywy turbulentne

W duzym skrocie: Turbulencje powstaja dla duzych wartosci liczby

Reynoldsa (Re = 2000);

Charakterystyczne cechy przeplywéw turbulentnych to

o Losowy charakter — wartosé parametru (np. predkosci) w danej
chwili (danych chwilach) czasu nie pozwala nic powiedzieé¢ o jego
wartosci po uplywie czasu, chociaz pewne prognostyki dotyczace
wartosci usrednionych sa mozliwe.

o Trojwymiarowosé — dwuwymiarowe przeplywy turbulentne po
prostu nie istnieja.

o Hierarchia wiréw o mniejszych/wickszych rozmiarach — istnieja
jednak pewne korelacje pomiedzy predkosciami w réznych
punktach (obszarach) przeptywu w danym momencie (pewna
powtarzalnosé schematu turbulencji).

Modelowanie numeryczne zjawisk turbulencji wskazuje na pewna
inherentna sktonnosé do samoorganizacji.

o Kaskada (transferu) energii — energia jest przekazywana od
struktur (wiréw) o wiekszej skali do struktur mniejszych.

o Dyfuzja (ciepla, masy i pedu) — por. rysunek, na ktorym pokazana
jest dyfuzja barwnika w przeplywie laminarnym i turbulentnym.



- przeplyw laminarny
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profil Sredniej ‘_x
predkosci

Ksztaltowanie sie przeplywu laminarnego i turbulentnego w kolumnie
o gladkie) powierzchni wewnetrznej.



przeptyw laminarny

przeptyw turbulentny

i i

Dyfuzja barwnika w przeplywie laminarnym i turbulentnym.



Lokalne prawo zachowania pedu dla plynu nielepkiego — TABLICA



Fluktuacja predkosci w danym punkcie ptynu

1 Sredniowanie Reynoldsa

4. - U, (F,t) = G, (F,1) + U/(F. 1), q(r,ﬂ:%tf u,(F,7)dz

ff\\ Mu{(?,t)
G(rt) {----- ' va -----------------
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Turbulentna warstwa graniczna

U

—— . oplyw laminarny (mala Re)
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laminarna warstwa graniczna
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—ptaska plyta

Jednorodny przeplyw nad plaska plyta.
Tak bylo dla przeplywu laminarnego — dla wiekszych predkosci

(albo/i x-ow) dochodz imy do sytuacji, w ktérych warstwa graniczna
staje sie turbulentna.

oplyw turbulentny (duza Re) turbulentna

Y
A Rex<2'105

laminarna

warstwa graniczna
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warstwa graniczna
obszar
przejsciowy
Rex > 3-10°
P and pod-warstwa lepka

2-10° < Rey < 3-10°

ptaska ptyta

Turbulentne warstwy graniczne sa bar-
dziej ,skuteczne” jezeli chodzi o trans-
port (ciepla, pedu, masy): dlatego tez
graniczne warstwy turbulentne sa grub-
sze od laminarnych.



