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Rozdziat 1

Dzialania na wektorach

1.1. Skalary i wektory

Wielkoéci catkowicie okreslone przez jedna liczbe nazywamy skalarami, sa
nimi na przyktad: masa, gestoé¢, temperatura, potencjal, energia. Inne wiel-
kosci wymagaja do pelnego okreslenia podania wartoéci, kierunku i zwrotu.
Nazywamy je wektorami i oznaczamy pogrubionymi literami lub litera ze
strzatka, np. a, F albo @, F. Obrazem geometrycznym wektora jest odcinek

skierowany o poczatku w punkcie A i kon-

cu w punkcie B (zob. rys. 1). Dlugos¢ 7 ]
odcinka AB jest proporcjonalna do war- ;/’B

toéci reprezentowanej wielkosci fizycznej. -

Diugosé (modul) wektora @ oznaczamy

|@| lub krécej a. Oto przyktady wektoréw: Rys. 1

7 — polozenie (przesuniecie), ¥ — pred-

koéé, @ — przyspieszenie, F — sita,  — ped, E - natgzenie pola elektrycz-
nego, B - indukcja magnetyczna. Dwa wektory @ oraz b sa réwne, jezeli maja
réwne dlugosci, taki sam kierunek i zgodne zwroty (zob. rys. 2a). Wektory
rézniace sig tylko zwrotem (zob. rys. 2b) nazywamy wektorami przeciwnymi

i zapisujemy @ = —b.

a b a 5

Rys. 2a Rys. 2b

W fizyce wazny jest punkt przylozenia wektora. Sita dzialajaca na bryle
sztywna moze spowodowac jej ruch postgpowy lub obrotowy.
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1.2. Dodawanie i odejmowanie wektoréw

Sume wektoréw mozna znalezé metodq rownolegloboku. Z jednego punktu
wykreslamy wektory a i b, jak na rysunku 3a. W réwnolegloboku zbudo-
wanym na tych wektorach poszukiwana suma jest przekatna wychodzaca ze
wspolnego punktu

E=a+b. (1.1)

Z rysunku widaé, ze dodawanie wektoréw jest przemienne

+bh=b+ (1.2)
5 a+b a+b /
b
a z
Rys. 3a Rys. 3b

Wektory mozna tez dodawaé metodq wieloboku (zob. rys. 3b). Z dowolnego
punktu wykreslamy wektor @, z kofica wektora @ — wektor 5. Wektor ¢, ¢, kto-
rego poczatek pokrywa sie z poczatkiem wektora @, koniec za$ - z koricem
wektora b, nazywamy suma wektoréw @ i b. Podobnie tworzymy sume n
wektorow. Z kofica pierwszego wektora wykre§lamy drugi wektor, z koiica
drugiego wektora — wektor trzeci itd. Wektor wypadkowy, taczacy poczatek
pierwszego wektora z koricem ostatniego, nazywamy suma danych n wekto-
réw. Jezeli koniec ostatniego wektora pokrywa sie z poczatkiem pierwszego,
to ten wektor wypadkowy nazywamy
wektorem zerowym i oznaczamy sym-
bolem 0. Dla kazdego wektora @ jest
spelniona zaleznosé

i+0=a. (1.3)
-5 25 ot -
Odejmowanie wektora b od wektora
@ definiujemy jako dodawanie wektora
Rys. 4 przeciwnego —b do wektora a:
d@-b=a+(-b). (1.4)

Na rysunku 4 widzimy, ze réznice dwu wektoréw a i b mozna przedstawié,
podobnie jak sume wektoréw, jako przekatna réwnolegtoboku zbudowanego
z tych wektoréw; wektor réznicy ma swéj poczatek w koricu wektora, ktéry
odejmujemy, a koniec — w koficu wektora, od ktérego odejmujemy.

1.3. Rzut wektora na os I. Skltadowe wektora

Niech wektor @ tworzy z osia | kat a, jak na rysunku 5. Prostopadle do osi,
wykreslone z poczatku i kofica wektora @, przetna ja w punktach M i N.

- £
&'+5’§
i 7 rzut;d : rmtﬂ?é '
ll} acosa N = mn7(6'+l;‘)
Rys. 5§ Rys. 6

Wektor MN nazywamy rzutem prostokatnym wektora @ na dana o$ [ iozna-
czamy go

rzutr6=MN=acosa-ﬁ, (1.5)

gdzie a oznacza dlugosé wektora @, za§ @ — wektor jednostkowy wzdiuz
osi I. Wyrazenie a cos @ nazywamy miara rzutu wektora @ ma ono wartos¢
dodatnia dla 0 < @ < /2, zero dla a=n/2 i warto$¢ ujemna dla nf2< a<
7. Zauwazmy, ze rzut sumy wektoréw jest réwny sumie rzutow (zob. rys. 6)

-

rzutp (@ 4+ b) = rzutpa + rzutl-g. (1.6)

Wezmy dwie proste prostopadle przecinajace si¢ w punkcie O i wektory 7
oraz j o dlugoéci jednostkowej, lezace na osiach Oz i Oy, jak na rysunku 7.
Niech na plaszczyznie Ozy wektor @ ma poczatek w punkcie O itworzy kat o
z osig Oz i kat (3 z osia Oy. Katy te nazywamy kqtami kierunkowymi wektora
@, a ich cosinusy — cosinusami kierunkowymi. Miary rzutéw wektora @ na
osie Oz i Oy nazywamy skladowym: wektora @ wzdluz tych osi i oznaczamy

az i ay, czyli
a; =acosa, ay=acosf =asina. (1.7)
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Zauwazmy (zob. rys. 7), ze

1) wektor @ ma dlugosé r T a
a=,/a + a?; -
a ia,
2) cosinusy kierunkowe sa réwne 7 3 a
a 7 X

cosa=%, c05ﬂ=7y;
Rys. 7
3) wektor @ jest suma rzutéw a,i oraz ay]-", czyli
d@=azi+ ayf lub @ =[a,,aq,)
Wektor @ lezacy na plaszczyinie okreslimy podajac jego dtugosé a i na przy-

kiad jeden cosinus kierunkowy lub jego skladowe a, a,.

W' przestrzeni tréjwymiarowej wprowadzamy prawoskretny prostokatny

ukiad wspétrzednych Ozyz. Na osiach tego ukladu umieszczamy wektory
jednostkowe (wersory) 7, 7, k (zob. rys. 8). Wéw-
czas wektor mozna zapisa¢ w postaci

d=azi+ ayf+ a.k = (az,ay,a.]. (1.8)

>y

Wektor @ ma diugosé

% a=4/a +a? + a?; (1.9)

Rys. 8 tworzy on z osiami Oz, Oy, Oz odpowiednio

katy a, B3, 7, a cosinusy kierunkowe s3 réwne
a; a a
cosa = — =X = 2
P cos 3 L 08T = = (1.10)

Zauwazmy, ze
cos?a + cos? § + cos?y = 1.
Dwa wektory s3 réwne tylko wtedy, gdy ich odpowiednie sktadowe sa réwne:
i=b & a; = bz, ay = by, a, = b,. (1.11)

Jesli kazda sktadowa pomnozymy przez stala C, to ze wzoru (1.2) otrzy-
mamy wektor o dlugosci Ca, tzn. )

Cad = [Ca;,Cay,Ca,). (1.12)

Skladowe sumy (réznicy) wektoréw sa réwne sumie (rdznicy) sktadowych.
Dla dwu wektoréw mamy

@+b=[a;+b;, a,+by,a; £b,). (1.13)

Przyklady
1. Wektor @ = [3,4, 5] ma poczatek w punkcie M(—2,2,5). Znalez¢ wspél-
rzedne jego konca.

Rozwigzanie. Oznaczmy koniec wektora przez N. Wiadomo, ze sktadowe
wektora obliczamy odejmujac od wspéirzednej korica wektora wspéirzedna
jego poczatku: a; = zx —z s, podobnie jest dla wspétrzednych y i 2. Wspét-
rzedne punktu N wynosza wiec:

zy=3+4+(-2)=1, yn=4+2=6, 2xv=5+5=10.
2. Znalezé dlugoéé i cosinusy kierunkowe wektora @ o sktadowych a, = 2,
ay = -3, a; = 6.
Rozwigzanie. Otrzymujemy

a=/22+(-3)2+62=T;

3
, cosf ='-—-7’, cosy =

e L)
N o

cosa =

1.4. Iloczyn skalarny wektoréw

Iloczynem skalarnym wektoréw a i b nazywamy iloczyn dtugoéci tych wek-
toréw i cosinusa mniejszego kata ¢ zawartego miedzy nimi

@-b=abcosp, 0<p<m. (1.14)
Kropka jest czesto uzywanym znakiem skalarnego mnozenia wektoréw. Ilo-
czyn skalarny wektoréw jest liczbg.
Mnozenie skalarne jest przemienne, tzn.

@-b==b-a, (1.15)
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oraz rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.

i-(b+é)=a-b+a-c (1.16)

T-{=;~f=k?-/€=l, (1.17)

- - -

=j-k=k-i=0. (1.18)

bt |

Wobec tego iloczyn skalarny wektoréw @ i b, gdzie
a@=az+ ayf+ aZE,
b=b.i+b,]+b,k,

mozna réwniez zapisaé za pomocy sktadowych

a-b (a1 + ayf+ a,E) - (bet + byf+ b,E) =

= azbz + ayby + a,b,. (1.19)

Zauwazmy, ze @ - b = 0, jezeli wektory sa prostopadle (p = nt/2), a wiec
warunek prostopadiosci dwéch wektoréw ma postac

azb: + ayb, + a,b, = 0. (1.20)

Jezeli obydwa wektory iloczynu s3 jednakowe, to za pomoca iloczynu ska-
larnego

mozna obliczy¢ modut wektora |d], czyli jego dlugosé
|&'|=a=v&'-d‘.—. a§+a§+a§. (1.21)
Ze wzoru (1.14) otrzymujemy

g azb, +a,b + ab,
= et . (1.22)

ab \/a§+a3+a§-\/b§+b§+b3

ET

cosp =

Jak wic.ia.é, Jesli znamy sktadowe wektoréw @ i b, mozemy obliczy¢ cosinus
kata miedzy wektorami.

Przyklady

1. Dwa wektory wychodzace z poczatku uktadu wspéirzednych maja korice
odpowiednio w punktach A(3,0,4) i B(2,2,1). Znalez¢ cosinus kata o za-
wartego miedzy nimi.

Rozwigzanie. Poniewai OA = [3,0,4] i OB =[2,2,1], to OA =5 oraz
OB = 3. Zgodnie ze wzorem (1.22) mamy

3:240-2+4-1
5-3

cosa = _°2-
3 —3.

2. Wyznaczyé kat miedzy wektorami @ i b, wiedzac, ze

.y -

@+ b = |a@ - b].
Rozwigzanie. Podnosimy obie strony do kwadratu i otrzymujemy
a®+2i-b+b%=a? —2&'-5+b2,

skad mamy 4a- b = 0, co oznacza, e kat miedzy wektorami jest réwny 7/2.

3. Jaka wlasnos¢ maja wektory a i b, jezeli dla dowolnych wartosci a i 3
wektory ad + 8b i (@ — ab sa prostopadle wzgledem siebie?

Rozwigzanie. Wektory sa prostopadle wzgledem siebie, jezeli
(ad + Bb) - (Bd — ab) = 0.
Po wymnozeniu otrzymujemy
af(@ -5%) + (B2 -a)ia-b=0.
Réwnosé ta ma by¢ spelniona dla dowolnych wartosci a i 8, a to jest mo-
zliwe, jezeli ’
=562 a-b=0.

Pierwsza réwno$¢ oznacza, ze wektory @ i b maja réwne diugosci, druga zas,
ze sa prostopadle wzgledem siebie.
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4. Dane sy trzy wektory: @ = [3,y,2], b= (1,3,2], ¢=[2,-4,-1].

a) Wyzna.gzyé wartosci y i z, dla ktérych wektor @ jest prostopadly do
wektoréw b i ¢.

b) Jaki kat tworza ze soba wektory @—b i @+ ?

Rozwigzanie.
a) Z warunku prostopadtosici wynika, ze

@-b=0 i a-¢=0,

zatem

3+3y+2z=0,

6-4y— z=0.
Rozwiazujac ten uklad réwnan, otrzymujemy

y=3, z=-6.
b) Zgodnie ze wzorem (1.13)

a-b =(2,0,-8, a+b = [4,6,-4],

a cosinus kata miedzy wektorami wynosi

(@-b)-(@+b)  8+32 _10
|a-b||a+b| +68-v68 17

cosa =

5. Znalezé rzut sity F = 27 — 7+ 2k na kierunek wektora P = 1+ 27 - 2k.
Rozwigzanie. Rzut wektora F na kierunek opisany wektorem P jest réowny
rzutpf = (F - @),

gdzie @ oznacza wektor jednostkowy w kierunku wektora P, czyli

P
=5
Skoro dtugosé wektora P wynosi P = V124224 (=2)2=23 to
1. 2. 2.

u=§1+§]—§k.

Iloczyn wektorowy 17

Iloczyn skalarny ma wartosé

~ > 2 ain ol 22 25 2.5 24 4 4. o 4
I OO Y L I i W 8 A - S SR
u(z]+2)(31+313) glik= ) J =g 3
a rzut wektora F' na kierunek P jest réwny
rzuth—= —g?— §f+ gE

1.5. Iloczyn wektorowy

loczynem wektorowym dwéch wektoréw @ i b nazywamy taki wektor ¢,
ktory jest prostopadly do wektoréw a i b, tworzy z nimi uktad prawoskretny
i ma dlugos¢

¢ = absin g,

gdzie ¢ oznacza kat mniejszy z dwéch katéw zawartych miedzy tymi wekto-
rami. Mnozenie wektorowe czesto oznaczamy wstawiajac X miedzy mnozone
wektory. Jedli ¢=a x b, to

|@ x b = absin ¢. (1.23)
Mnozenie wektorowe nie jest przemienne, gdyz
@xb=-bxa, (1.24)
ale jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.
ix(b+é)=dxb+axec (1.25)

Z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze iloczyny wektorowe wektoréw
jednostkowych ¢, 7, k maja nastepujace wlasnosci:

ixi=jxj=kxk=0,
ixj=-jxi=k, jxk=-kxj=1, kxi=-ixk=j. (1.26)
Korzystajac z wlasnosci (1.26), otrzymujemy

@xb = (az1+ay]+ a.k) x (bz1 + byJ + b.k) =
(ayb, — azb,)i + (a:bz — azb.)j + (azby — ayb)k =

a: ay
b: by,

-

k.

a, a,

b, b,




-
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Do zapisu iloczynu wektorowego wykorzystane zostaly wyznaczniki drugiego
stopnia, ktdre liczymy nastepujaco:

a b

¢ d = ad — be.

lloczyn wektorowy @ x b mozna zapisac krécej za pomoca wyznacznika stop-
nia trzeciego

- - -

I 7 F
@xb=|a; a, aq,|. (1.27)
b b by

W fizyce czesto wystepuje moment pedu oraz
- moment sity. Momentem wektora @ wzgledem
punktu O (zob. rys. 9) nazywamy iloczyn wek-
torowy promienia wodzacego 7 i wektora @, co

o zapisujemy

~

Rys. 9 momp @ = 7 X . (1.28)
Wobec tego
|momo @| = rasin £(,@) = rasina.
W ostatnim zapisie wykorzystano réwnosci katéw £(7,d@) = n — a oraz

sinuséw sin(7 — a) = sin a.

Przyklady

1. Obliczy¢ iloczyn wektorowy wektoréw @ = (2, -1,1],6 = 1,0, 1] dwoma
sposobami: a._) l_sorﬁzysta.jqc z wlasnosci iloczynu wektorowego wektoréw jed-
nostkowych 1, 7, k (1.26) oraz b) za pomoca wyznacznika (1.27).

Rozwigzanie.

a)

b)
i ]k
ixb=|2 -1 1|=(-1-1-1-00{+(1-1-2-1)7+
1 0 1

+(2-0=(-1)-1)k=—i-7+Fk.

2. Punkt o masie m porusza sie z predkoscia ¥ po okregu o promieniu r.
Znalez¢ moment pedu i moment sity wzgledem $rodka okregu.

Rozwigzanie. Poniewaz predkosé jest
styczna do toru ruchu, zatem moment
pedu punktu wzgledem $rodka okregu

momp (m#) = Fx mi =L

lezy na osi OO’ (zob. rys. 10), a jego
warto$¢ otrzymujemy prosto ze wzoru
L = rmuv. Sita dosrodkowa F dziala-
jaca na ten punkt tworzy z promieniem
wodzacym punktq- kat a = =, a wiec Rys. 10
moment sity 7 x F jest réwny 0.

3. Znalezé¢ sume dwéch wektoréw réwnoleglych @i b, odlegtych od siebie o [.

Rozwigzanie. Wektory a
ib maja zgodne zwroty,
a wiec dlugos¢ wektora ¢
jest réwna sumie diugosci

wektoréw @ i b, czyli 1

]y
oy

c=a+b.

Punkt przylozenia O wek-

tora ¢ jest taki, ze
< Rys. 11
momop @ + momp b = 0. ’

Wobec tego az = b(l—=z), czyli = = bl/(a+b). Punkt przylozenia wektora
¢ znajduje si¢ w odlegtosci bl/(a + b) od wektora @. Rysunek 11 przedsta-
wia sume dwéch wektoréw réwnoleglych @ i b odleglych o I i jednoczesnie
roztozenie wektora ¢ na dwa wektory réwnolegle @ i b odlegte od siebie o [.
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Iloczyn mieszany

4. Na réwni pochylej o kacie nachylenia
o lezy pudetko o ciezarze Q. Rozlozyé §
na sile prostopadta N i site réwnolegla F
do powierzchni réwni.

Rozwigzanie. 7 kofica wektora Q pro- "\ - N
wadzimy réwnolegle do zadanych kierun- '\‘ Q
kéw. Z rysunku 12 widaé, ze \

N=Qcosa, F =Qsina. Rys. 12

Zapamietajmy: aby roztozy¢ wektor ¢ na dwa zadane kierﬁnki, budujemy
rownoleglobok, rysujac z kofica wektora & réwnolegle do tych kierunkéw,
Jak na rysunku 13. Rysunek ten moze y zinterpretowaé na dwa sposoby:

1) w wyniku dodania wektoréw @ i b otrzy-
mujemy wektor &

a+b=yq,

2) wektor ¢ zostal roztozony na dwa wektory
sktadowe @ i b, tzn.

Rys. 13

=a+b.

1.6. Iloczyn mieszany

Rozwaimy réwnolegloscian wyznaczony przez trzy wektory @, b, ¢ wycho-
dzace z jednego wierzchotka (zob. rys. 14) i tworzace uklad prawoskretny.
Wektor @ x b jest prostopadly do pod-
stawy, a jego modul jest réwny polu po-
wierzchni podstawy. Mnozac pole pod-
stawy przez wysoko$¢ ccos, otrzymu-
Jemy objetos¢ réwnolegtoscianu

..................
-~ ]
vl -~
Pl 4 -~

-

V=(axb)-c=c-(axb). (1.29)

Jezeli wekiory @, b, & tworza uktad lewo-
Rys. 14 skretny, to objetos¢ jest réwna wartosci
bezwzgledej iloczynu (@ x b) - ¢.

Iloczyn (1.29) nazywamy iloczynem mieszanym. Kazda Sciane réwnolegl(?:
$cianu mozemy uwazal za podstawe, wiec jego objeto§é mozna wyrazié
trzema sposobami:

-

ixb-é=bxé-d=é&xa-b.

W ostatnim zapisie zostaly pominiete nawiasy, poniewaz zawsze naJpxe.rw
wykonujemy mnozenie wektorowe, a potem skalarne. lloczyn mieszany mozna

réwniez zapisaé za pomoca wyznacznika

a; ay a,
@-bxc=|b, b, b, |, (1.30)
c;- cy cz

co latwo sprawdzié, rozpisujac lewa i prawa strone réwnosci.

Przyklad

W krysztale soli kuchennej (NaCl) najmniejszy element powtarzajacy si¢
w przestrzeni jest wyznaczony przez wektory @ = [l,l,-!], b = [-1,1,1],
¢=[l,-1,1], gdzie | = 3-1071° m. Obliczyé objetosé tego elementu, zwa-

nego prosta komoérka elementarna.
Rozwigzanie.
L
V=a-bxé=|-1 1 1|=4”=1,08-10""m>
I -1 1

Zadania

1. Sprawdzi¢ analitycznie i geometrycznie tozsamosc

-

a+5(5-a)=3@+h)
2. Z dworca jednoczesnie wyjechal autobus i pociag. Autol':\us jedz%e w kie-
runku péinocnym ze srednia predkoscia 60 km/h,‘p.oaqg w lflerfmku
wschodnim — z predkoscia 80 km/h. Z jaka predkoscia oddalaja si¢ od

siebie te pojazdy?
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10.

11.

12.

13.

- Wektor o dtugosci réwnej 10 jednostek tworzy z osiami z i y katy réwne

odpowiednio 7/3 i n/4, a z osig z tworzy kat v < n/2. Wyznaczy¢
skladowe tego wektora i kat, Jaki tworzy z osia z, oraz wektor 5 razy
krétszy. ‘

. Jakie sktadowe ma wektor @, ktérego modut wynosi 6, jezeli tworzy

z osiami z i y uktadu wspélrzednych katy a = 4 = arccos(—%)? Ile
wynosi kat miedzy wektorem @ i osig z?

- Wyznaczyé miare rzutu wektora @ = (2,2,4] na wektor b = [-1,2,1]

oraz skladowa wektora & = [4,0,3] wzdtuz wektora d = (0,4,-3].

. Wykazaé, ze tréjkat o wierzchotkach A(-2,0), B(0,2), C(1,1) jest

prostokatny.

. Dane sa wektory c'i__: 27 + 37 i 5_: 27. Narysowaé te wektory,

\:'e.ktb_pr przeciwny —b oraz sume @+ b. Obliczy¢ kat miedzy wektorami
aib.

- Mamy dwa wektory: @ = [-2, 2, 1]ib=[2,-2, 1]. Obliczy¢ kat miedzy

wektorami oraz ich cosinusy kierunkowe.

- Jaki warunek musza spetnia¢ wspélrzedne punktu P(z,y, 2), aby wek-

tor laczacy pgczqtek uktadu O z punktem A(2, 3, —5) byt prostopadty
do wektora AP.

W.yz‘niczyc’ wartos¢ A, dla ktérej wektor @ + Ab Jest prostopadly do ¢,
Jezeli@=[-3,1,3],b=[1,-3,4], ¢ = (5,3,-2].

Poda¢ wspélrzedne wierzchotkéw szeScianu, ktdrego jeden wierzcholek -

zn.a.jduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych, a krawedzie o dtugosci
? thdnostek sa rownolegle do osi uktadu wsp6lrzednych. Obliczy¢ kat,
Jaki tworza przekatne szescianu.

Obliczy¢ a i b, wiedzac, ze wektor [a,b,1] jest prostopadly zaréwno do
wektora (5,2, 3], jak i do wektora [3, 4, 1].

Samolot leci w kierunku péinocno-zachodnim z predkoscia 7 wazgle-
dfam powietrza. Wiatr wicje ze stala predkoscia #; w kierunku zachod-
n'xm..Podaé odlegtos¢, ktéra pokonuje ten samolot nad powierzchnig
zieml w czasie ¢ oraz ustali¢ kierunek, w ktérym porusza sie samolot.

14.

15.

16.
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18.
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20.
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25.

26.

27.

Zagléwka poptyneta 2 km w kierunku potudniowym i 3 km w kierunku
péinocno-wschodnim. Jak daleko znajduje sie ta tédka od punktu star-
towego? W ktérym kierunku musi ptynaé, by wréci¢ do przystani?

Obliczy¢ dlugosé wektora @ = p — ¢, wiedzac, ze p i ¢ sa wektorami
prostopadtymi o dtugosci [.

Wyznaczyé kat miedzy wektorami @ i b, wiedzac, ze |d@| = |b] =
=|a-b|=1.

Obliczy¢ warto$é sumy &'-5+5-é’+&'-c", jezeli wiadomo, ze a+b+e=0,
a dtugosé¢ kazdego z wektoréw @, b, ¢ wynosi 1.

Udowodni¢, ze przekatne rombu sa do siebie prostopadte.

W ukladzie prawoskretnym zyz znajduja sie dwa wektory: wgktor a
zgodny z kierunkiem osi y, réwny 10 jednostkom, oraz wektor b o dlu-

gosci réwnej 10 jednostkom, lezacy w pla.szczyz’_.nje zy i tworzacy kat
nt/3 z osia z. Wyznaczy¢ iloczyny: skalarny @- b i wektorowy @ X b.

Na pewne cialo dzialaja w plaszczyznie poziomej dwie sity o wartosci
Fy =4 Ni F, = 3 N, tworzace kat 27t/3. Obliczy¢ wartos¢ i kierunek
sity wypadkowe;j.

Sprawdzié, czy wektor @ x Ejest prostopadtly do a.

Sprawdzi¢ tozsamo$é @ x (b x €) = b(@- &) — &(a- b).

Policzy¢ iloczyn wektorowy wektoréw @ = [rsinwt, 0,7 coswt] oraz
b = [-rcoswt,0,rsinwt]. Czy iloczyn ten zmienia si¢ w czasie?
Dane sa punkty A(0,1,0), B(2,-1,2), C(2,1,3). Poda¢ moment wek-
tora AB wzgledem punktu C.

Obliczy¢ objetosé réwnolegloicianu zbudowanego na wektorach [1,1,0],
[0,1,1] i [1,0,1]. Jednostka jest 1 metr.

Obliczyé objeto$é réwnolegloscianu, majac dane wspétrzedne czterech
wierzchotkéw A(0,0,0), B(8,3,1), C(1,2,0), D(3,2,1). Wspéirzedne
zostaly podane w centymetrach. )

Na wézek o masie 500 kg, poruszajacy sie po idealnie gtadkich szynach,
dziata sita 200 N pod katem /3 do szyn. Wyznaczy¢ przyspieszenie
wozka oraz site reakcji podloza na wézek, jezeli przyspieszenie ziemskie
g =10 m/s?.
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28.

29.

30.

31.

32.

Wrak samochodu o masie 1000 kg wciagany jest za pomoca dzwigu
z szybkoscia 2 m/s na szczyt nasypu nachylonego pod katem 7/6 do
poziomu. Jakie jest naprezenie liny dzwigu, jezeli sila tarcia jest réwna
500 N, a lina taczaca dZwig z samochodem jest réwnolegta do podtoza?

Ojciec jest pig¢ razy ciezszy od syna. Gdzie nalezy umiesci¢ podpérke
O, aby deske o dlugosci [ mozna bylo wykorzystaé jako hustawke, jesli
obydwaj usiada na koficach deski?

Upartego osta pcha dwéch chlopcéw, dzialajac sitami F; = 60 N oraz
F; = 80 N. Kierunki sit s3 wzajemnie prostopadtle, a wypadkowa sit
jest skierowana w kierunku potnocnym. Wyznaczyé wartosé sity wy-
padkowej i kierunki sit.

Dwaj wio§larze powinni przeplynaé przez rzeke z punktu A do punktu
B, lezacego dokladnie naprzeciw A na drugim brzegu rzeki. Jeden
z nich skierowat 16dke wzdtuz odcinka AB i osiaggnal brzeg w punkcie
C' (lezacym w pewnej odlegloéci od punktu B w dét rzeki), a nastep-
nie do punktu B poruszal si¢ wzdluz brzegu rzeki pod prad. Drugi
wioslarz skierowal 16dke tak, ze osiagnal drugi brzeg akurat w punk-
cie B. Ktéry z nich i w ile razy krétszym czasie pierwszy doplynal
do punktu B, jezeli szybkos¢ t6dki wzgledem wody w obydwu przy-
padkach jest jednakowa i wynosi v = 2 m/s, a szybkoéé pradu w rzece
vp=1,2m/s?

Wagon kolejki gérskiej o masie m = 500 kg jest zawieszony na dwéch
linach odchylonych od pionu o katy m/6 i n/3. Wyznaczy¢ naprezenia
lin, w przypadku gdy wagon jest nieruchomy.
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Rozdziatl 2

Rdézniczkowanie funkcii

2.1. Definicja pochodnej

Pochodna funkcji y = f(z) w punkcie z nazywamy granice, do ktérfej fiqiy
stosunek przyrostu funkcji Ay do odpowiedniego przyrostu zmiennej nieza-
leznej Az, jezeli przyrost zmiennej niezaleznej dazy do zerd, czyli

Ay_ 1 f(z + Az) - f(z) 2.1
A:~OE—Al¥20 Az ’ (21)

Jezeli granica taka nie istnieje, to funkcja w tym punkcie nie ma pochodnej.
Pochodna funkcji y = f(z) oznaczamy symbolami

d d :
Vo =) g @) i

Pierwsze dwa symbole wprowadzil Lagrange, trzeci i czwarty — Leibniz,
ostatni — Newton, do oznaczenia pochodnej wzgledem czasu. Geometrycz-
nie pochodna funkcji ¥y = f(z) w danym !
punkcie réwna sie tangensowi kata a, 4 /
jaki tworzy styczna do wykresu w tym ;
punkcie z dodatnim zwrotem osi Oz Ay y= i) P
(zob. rys. 15). Funkcje majaca pochodna
w kazdym punkcie przedzialu nazywamy
rézniczkowalna w przedziale. Znajdowa-
nie pochodnej nazywamy rézniczkowa-
niem funkcji.

Rys. 15



