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Dyskretne transformaty obrazu

1 Dwuwymiarowa Szybka Transformata Fouriera

Dwuwymiarowa transformata Fouriera (FFT2) stuzy przej$ciu z domeny przestrzeni do
domeny czestosci. W tym przypadku czestotliwosé (czestosé) mozemy definiowaé w formie
dwoch czestotliwosci ortogonalnych (czestotliwo$é pozioma i pionowa) lub jako czestotli-
wos¢ wypadkows rozumiang jako odleglosé od srodka obrazu transformaty (po przesu-
nieciu widma ku srodkowi).

Dwuwymiarowa Szybka Transformata Fouriera obrazu I dana jest wzorem:

Nz—1 [Nz—1 1 )

kz=0 Lkz=0

Odwrotna transformata Fouriera dla Fpprq. F jest dana wzorem:

I(kz, k) = BF - Nil [Nle F(nz,nx) - exp <2mnxk:£>] - exp <27mnzk:z) (2)

nz=0 Lnx=0 Nz Nz

gdzie O, - BF = ﬁ Najczesciej B, = 11 Bp = ﬁ i=+/—1.

Transformacje te wykonywane sg poleceniem: F=fft2(I) oraz I=ifft2(F) odpowied-
nio dla prostej i odwrotnej transformaty.

FFT2 wykonywana jest dwuetapowo. Najpierw dokonywany jest szereg transformat
jednowymiarowych (np. w wierszach), a nastepnie dla ortogonalnego wymiaru wykony-
wane sg transformaty na wynikach otrzymanych w poprzednim kroku. Z tego powodu
ponizsze polecenia MatLLABa sa rownowazne:
fEt2(D)==fft (££t(I).’).7%;

2 Widma FFT2

Dla dwuwymiarowej FF'T, podobnie jak dla FFT 1D mozemy policzy¢ widma amplitu-
dowe (WA) i fazowe (WF). Dane sa one wzorami:

WA(m,n) = \/Im(F(m, n))? + Re(F(m,n))? (3)

(4)

Do policzenia ich shuza polecenia MatL ABa:
WA=abs (F) oraz WF=angle(F).

Poniewaz energia F skupiona jest na brzegach (sktadowa zero-czestotliwosciowa), nie-
zbedne jest przesuniecie jej do centrum. Stuzy do tego para polecen: FS=fftshift (F)
oraz F=ifftshift (FS).

Uwaga! Polecenia te sg wykonywane tylko i wylgcznie na wynikach transformaty oraz nie
sa symetryczne, tzn. ponizsze polecenia nie sa rownowazne:
fftshift(fftshift(F)) # ifftshift(fftshift(F))
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3 Filtracja w domenie czestotliwosci

Glownym zastosowaniem FFT2 jest filtracja obrazéw. Polega to na zamianie kosztownej
obliczeniowo operacji splotu na znacznie bardziej szybsze mnozenie widm. Podobnie jak
w przypadku filtracji sygnatéw jednowymiarowych, mozemy podzieli¢ filtry na:

e dolnoprzepustowe - przepuszczajace dolne czestotliwosci, reprezentowane na ogol
poprzez trend na obrazie (np. stopniowe zmiany jasnosci tta);

e gérnoprzepustowe - przepuszczajace wysokie czestotliwosci, reprezentujace na ogdt
krawedzie, szum i inne krétkookresowe zmiany jasnosci na obrazie;

e pasmoprzepustowe i pasmowycieciowe - przepuszczajace lub wycinajace pewien
przedzial czestotliwosci;

e wycieciowe - eliminujace pojedyncza czestotliwo$é z obrazu (np. efekt pochodzacy
od sieci elektrycznej).

Filtracja obrazu I przy uzyciu filtra M dana jest wzorem:
FF = if ft2((WA(). « WA(M)]| - W FUFWEQD))y (5)

Wynika z tego rozmiar maski filtru musi by¢ taki sam jak obrazu. Istnieja dwie metody
projektowania filtru: bezposrednio w 2D oraz poprzez rozszerzenie filtrow 1D w 2D.

3.1 Projektowanie filtrow 2D

Idealny, zerofazowy filtr dolnoprzeprzepustowy ma postaé centralnie potozonego okregu
(o wartosciach 1), gdzie dtugo$¢ promienia kola okresla pasmo przepuszczania.
Innym przyktadem filtru 2D jest dolnoprzepustowy filtr Butterwortha opisany wzo-

1
H(.2) = 725, 2) /Do) ©)

D(z,z) = \/(x — Na/2)? + (z — Nz/2)2, (7)

gdzie Dy odpowiada za czestotliwosé odciecia, n jest rzedem filtru i odpowiada za krzy-
wizne zbocza filtru, a [Nz, Nz| - rozmiar obrazu.

4 Dyskretna Transformacja Cosinusowa (DCT)

Transformacja ta ma zastosowanie przede wszystkim do kompresji obrazéow jpg oraz do
konwersji mpeg. Para transformat cosinusowych dana jest wzorami:

M—-1N-1

m2m+1)p 7w(2n+1)q
B(p,q) = opay z_: z_: Apncos o T N (8)
m=0 n=0
M—-1N—-1
m2m+1)p  w(2n+1)q
A = B 9
(m,n) pz% qz% ptg Bpgcos —— - ——cos—— (9)

gdzie:
0<p<M-1,0<g<N-1
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O<m<M-1,0<n<N-1

dla ¢g=0
dla qg+#0

B

1
= T ey 0]
NGl p#0
Do implementacji DCT stuzy polecenie dct2(obraz, m, n), a do transformacji odwrot-
nej idct2(obraz, m, n). Jezeli [m,n|<size(obraz), obraz A jest przycinany.

4.1 Kompresja JPEG 92

Kompresja JPEG’92 (ang. Joint Photographic Experts Group) oparta jest o transformacje
DCT2 wykonywana w oknach o rozmiarze 8x8. Istota procesu jest kwantyfikacja wynikow
transformaty oraz pézniejsze kodowanie. Proces kompresji wyglada nastepujaco:

1. Konwersja RGB do YCbCr potaczona z przesunieciem sredniej do 0.0:

Y =029 -R+0.587-G+0.114- B
Cr =128 —0.168736 - R — 0.331264 - G + 0.53 - B (10)
Cb=128+0.5- R —0.418688 - G — 0.081312 - B

W MatLABie istnieje polecenie konwertujace rgb2ycber (). Wymagane jest tylko
pOZniejsze, reczne przesuniecie Sredniej.
2. Downsampling (redukcja danych)

e 4:4:4 - Brak downsamplingu
e 4:2:2 - Redukcja poziomych sktadowych Cb i Cr o potowe
e 4:2:0 - Redukcja poziomych i pionowych sktadowych barwy o potowe.
3. Wykonywanie DCT2 w oknach 8x8.
4. Kwantyfikacja wynikéw przy wykorzystaniu tablic kodowania Qy i Q¢. Polega ona

na podzieleniu kazdego bloku przez tablice i zaokragleniu do najblizszej liczby cal-
kowitej. Dopiero od tego punktu algorytm jest stratny.

16 11 10 16 24 40 51 61 17 18 24 47 99 99 99 99

12 12 14 19 26 58 60 55 18 21 26 66 99 99 99 99

14 13 16 24 40 57 69 56 24 26 56 99 99 99 99 99

_ 14 17 22 29 51 87 80 62 | 47 69 99 99 99 99 99 99

Qv = 18 22 37 56 68 109 103 77 Qc = 99 99 99 99 99 99 99 99
24 35 55 64 81 104 113 92 99 99 99 99 99 99 99 99

49 64 78 87 103 121 120 101 99 99 99 99 99 99 99 99

72 92 95 98 112 100 103 99 99 99 99 99 99 99 99 99

5. Zamiana tablicy na ciag liczbowy. Wykorzystywana jest Sciezka zygzakowa, by jak
najwiecej zer bylo kolo siebie (ﬁg.

6. Kompresja. Stosowany jest najczesciej algorytm Huffmana, choé¢ stosowane tez mo-
ze by¢ kodowanie arytmetyczne (bardziej efektywna kompresja, ale kosztowniejsza
obliczeniowo).

5 Transformacja Radona

Transformacja Radona podaje ilo§é pikseli obrazu binarnego o wartosci logicznej prawda
w rzucie na prostg umieszczong pod katem theta wzgledem obrazu. Transformacja ta
dana jest wzorem:

Ry(2') = / f(x' cosO — 3/ sinf, 2" sin + 3 cos §)dy (11)

—0o0
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Rysunek 1: Sciezka stosowana w kompresji JPG.Zrodlo http://en.wikipedia. org/wiki/Zigzag

' | | cosf sinf T
y | | —sinf cosé y

Do transformacji Radona sthuzy polecenie [R,xp]=radon(obraz, theta), gdzie R - wynik
transformacji Radona pod katem theta (kiedy theta - wektor, R - macierz) xp - wektor
zawierajacy wspoélrzedne katowe odnoszace sie do macierzy R

gdzie:

Rg(“f’)

Geometry of the Radon Transform

Rysunek 2: Idea Transformacji Radona(Zrodlo: MATLAB help: Radon transform::description of)

Do transformacji odwrotnej stuzy polecenie iradon(R, theta, parametry). Do pa-
rametréow zaliczamy:

metoda interpolacji: ‘nearest’, 'linear’, ’spline’

metoda filtracji: 'Ram-Lak’, ’Shepp-Logan’, ’Cosine’, '"Hamming’, "Hann’
wspolezynnik skali osi czestotliwosci: 0-1, domySlnie 1;

rozmiar wyjéciowy: domyslnie: n = 2 - floor(size(R,1)/(2 * 1/(2)))

Odwrotna Transformata Radona, w wesji monochromatycznej, jest stosowana w to-
mografii medycznej do inwersji danych pomiarowych.
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6 Transformacja Hougha

Standardowa Transformacja Hougha (w pakiecie MatLAB dostepna jest tylko dla obrazow
logicznych), wykorzystuje parametryczna postaé prostej:

o=z -cos(f) + y - sin(0) (12)

Na fig[3| przedstawiono interpretacje geometryczna postaci parametrycznej prostej. War-
tos¢ r jest najkrotsza odlegtoscia dowolnego punktu prostej od srodka uktadu wspoétrzed-
nych (czyli dtugoscia linii prostopadtej do prostej przechodzacej przez punkt (0,0)), a kat
0 jest katem pomiedzy dodatnia potosiag OX, a linig r.

OX

oy

Rysunek 3: Interpretacja geometryczna parametrycznej postaci prostej

Dzieki temu mozemy kazdemu punktowi przypisa¢ pewnsg funkcje sinusoidalng. Li-
nia jest reprezentowana jako punkt przeciecia sinusoid pochodzacych od punktow leza-
cych na owej linii. Do implementacji Transformacji Hougha stuzy polecenie: [H, theta,
rho]l=hough(BW, parametry). Do parametréow zaliczamy:

e 'ThetaResolution’ - Liczba rzeczywista z przedziatu 0-90, okreélajaca odleglosé po-
miedzy kolejnymi katami 6, domy$lnie 1;
e 'RhoResolution’ - liczba z przedziatu: 0 — norm(size(BW')). Domy$lnie 1.

Funkcjami powiazanymi z transformacja Hougha sa:

e peaks = houghpeaks(H, numpeaks, parametry) - shuzy ona do lokalizacji punk-
téw przecieé sinusoid na obrazie;

e houghlines(BW, theta, rho, peaks) - stuzy do detekcji linii prostych na obrazie
logicznym.

7 Transformata Gabora

Inna transformata czasowo-czestotliwosciowa jest transformata Gabora. Ma ona zastoso-
wanie gtéwnie do detekcji tekstur na obrazach. Polega ona na splocie zbioru kierunkowych
masek (tzw. bank filtrow) z obrazem. Maska filtru ma postac zespolona i stanowi ztozenie
dwoch elementow: sinusoidalnej fali nosnej 2D o okreslonej dtugosci fali A i orientacji 0
oraz dwuwymiarowej funkcji Gaussa o zadanym odchyleniu o, wspotczynniku eliptyczno-

ci 7.
7 $’2 + ’72 . y/2 !
G(IL’, Y, )\7 97 wa g, 7) = €xp <_ 20_2 ) - €Xp (Z (27T>\ + 1/’)) (13)
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gdzie
/ fr— . . 1
{ ' =x-cosf+y-sinf (14)

y = —x-sinf +y-cosb
W programie MatLLAB transformacje Gabora wykonuje sic w dwdch krokach:

1. Tworzymy bank filtréw g korzystajac z polecenia:
g = gabor(dtugosé fali, katy, ’SpatialFrequencyBand’, 1.0,
’SpatialAspectRatio’, 0.5);
Dtugosé fali podaje w pikselach/okres, natomiast katy (orientacje filtrow) w stop-
niach. Ilogé filtrow w banku jest iloczynem ilosci dtugodci fal i ilogci orientacji. Dwa
ostatnie parametry sa opcjonalne i podane z wartosciami domyslnymi. Odpowiada-
ja one za czestotliwo$é fali nosnej (sinusoidalnej) i za rozciagniecie funkeji Gaussa
(stosunek dlugosci osi prostopadtlej do kata orientacji do dtugosci osi zgodnej z ka-
tem orientacji).

2. Filtrujac obraz korzystajac z polecenia:
Magn = imgaborfilt(obraz, bank filtroéw) ;
W wyniku filtracji dostajemy zbiér obrazéow odpowiadajacy kazdemu z filtréw do-
stepnemu w banku (najpierw dla pierwszej orientacji wszystkie dtugosci fali, potem
dla kazdej kolejnej orientacji odpowiadajace im dtugosci).
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