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Szereg i transformata Fouriera

1 Szereg Fouriera

Szeregiem Fouriera nazywamy rozwiniecie funkeji x(t) dla ¢t €< a,a+7T > w nastepujacy

x(t) = % + i [an - cos (T) + by, - sin (T)] (1)

n=1

szereg:

dla nastepujacych wspotczynnikow:

2 a+T
w== / 2(t)dt (2a)
2 [(otT 2nmt
an = T/a x(t) - cos (?) dt (2b)
92 ra+T 2nrt
by, = f/a x(t) - sin (2?) dt (2¢)

Dla liczb zespolonych szereg ten zdefiniowany jest nastepujaco:

o) =3 en-oxp (2 3

n=1

gdzie:

1 [otT 2inmt
Cn = T~/a x(t) exp < Z;W > dt (4)

UWAGA:

dla funkeji parzystej [x(t) = x(-t)|, w przedziale symetrycznym, wszystkie wspotczynniki
b, sa réwne zero;

dla funkcji nieparzystej [x(t) = -x(-t)|, w przedziale symetrycznym, wszystkie wspolczyn-
niki ag : a, sa r6wne zero.

2 Transformata Fouriera

Para transformat Fouriera dana jest wzorami:

F(w) = / T (et (5)

—00

x(t) = % /_O:O F(w)e™'dw (6)

Spektrum Transformaty Fouriera mozna przedstawi¢ w postaci biegunowej uzywajac wid-
ma amplitudowego |F(w)| i fazowego ¢(w):

F(w) =|F(w)|- (7)

|F(w)] = \/Re(F(w))? + Im(F(w))? = \/F(w) - F*(w) (8)
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¢(w) = atan <Im(F(w)))

9
Re(F()) ¥
Para dyskretnych transformat Fouriera (DFT) dana jest wzorami:
N—1 .
—2mik
X[k =" z[n] exp( m ”> (10)
n=0 N
1= 2mik
o] = = 57 XK exp( m ”) (11)
N P N

W przypadku tej transformaty spotykany jest rowniez zapis, gdzie mnozenie przez czynnik
% z réwn wystepuje w prostej DFT (r(’)wn zamiast w odwrotnej DFT.

2.1 Wiasnosci transformaty Fouriera

1. Liniowosé:

Flaf(t) + 8f(1)] = aF (w) + BF(w)

(12)
2. Twierdzenie o podobienstwie:

1
o \a (13)
3. Twierdzenia o przesunieciu:
Flf(t —a)] = e ™“*F(w) (14a)
FIf(#)e™!] = F(w - a) (14b)
4. Twierdzenie o modulacji:
1
F[f(t) - cos(at)] = §[F(w—a) + F(w+ a)] (15)
5. Twierdzenia o rézniczkowaniu:
Ff" ()] = (iw)"F(w) (16a)
Fl(=it)" f(t)] = F"(w) (16b)
6. Twierdzenie o catkowaniu:
t 1
F [ /_ ) f(t)dt} = F) (17)
7. Twierdzenie Parsevala:
| iswpd = [ PP (18)
8. Twierdzenie o wzajemnosci Rayleigha:
/ F(D)g(t)dt = / Fw)G(w)dw (19)

9. Twierdzenie o splocie:
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2.2 Polecenia w pakiecie MatLAB

Prosta i odwrotna szybka transformata Fouriera: fft(x) oraz ifft(X)

Prosta i odwrotna szybka transformata Fouriera 2D: £ft2(x) oraz ifft2(X)

widmo amplitudowe i fazowe: abs (X) oraz angle (X)

czes$é rzeczywista i urojona widma: real(X) oraz imag(X)

sprzezenie liczby zespolonej: conj(z)

jednostka urojona: 1i, i, j

wygtadzenie widma fazowego: unwrap (angle (X))

przesuniecie zerowej czestotliwosci do sSrodka widma: £ftshift (X) oraz ifftshift (X)

najmniejsza potega liczby 2 wieksza lub réwna x: nextpow2(x)

3 Zadania - Szereg
Policz analitycznie oraz w pakiecie MatLAB (Fg = 100H z) szereg Fouriera dla nastepu-
jacych funkeji:

1. sygnaltu prostokatnego o szerokosci 1, amp.= 1, srodku t=0 i czasie trwania |t|<1;

2sin(0.5n7)
nm

ODP : z(t) = % + 2_:1 ( -cos(mt)> (21)

2. sygnalu trojkatnego o szerokosci 2, amp.= 1, srodku dla t=0 i czasie trwania |t|<2

ODP (t) 0.5 + i { 4 (1 n7r> nﬁt] (22>
cz(t) = — ———(1—cos— | - cos —
2 — n2m2 2 2

(t) = 0 dlate< —m,0)
)t dlate<0,m> "’

— | (-1)" -1 —1)n+t
ODP : x(t) = Z + nZ::l (’)’L)Qﬂ' cos(nt) + (72 sin(nt)] (23)
4. z(t) =t* dlat €< —m, 7 >
ODP a(t) = = 443" {(—1)” cos(nt)} (24)
. - 3 n=1 n?
[ dla te(2,4)
5 2(t) { 1+05-sgn(t)-t2 dla  |t|<2
e 18 o2nm 12 . 2nw 4 onm\ . nmut
ODP : z(t) = 1—1—7; <n37r3 (cos —_ = 1) g3 Sl —5— — ——cos 3) ‘sin ——
(25)
6. dla sygnatu widocznego na rys.1.
ODP : z(t) =2 i [1_(_1)71 sin(nm‘/)} (26)
' nm
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Rysunek 1: Sygnal okresowy, prostokatny

7. x(t) = sgn(2t)-prostokat(srodek=0, szer.=4, amp.=3) dla |t| <4
ODP : x(t) = i b (1 — cos mr) sin nrt (27)
' - oo 2 4

8. x(t) = sgn(2t)-trojkat(tw=0, szer.=4, amp.=2) dla |t| < 4

9.
(1) = H(t+2) - (t+2) dla te(—4,2) dzie H(t) = 1 dla t>0
) -4 dla te(24) 7 Y0 dla t<0
(28)

4 Zadania - Transformata

1. Policz transformate Fouriera (analitycznie (a,b) oraz w MatLABie (a-d) dla
Fs = 100H z) dla nastepujacych sygnatow:

(a) Sygnal prostokatny (amplituda 1, szerokosé¢ 2, srodek 0)
dlate< —m,m >

(b) Sygnat trojkatny (amplituda 1, szerokosé 2, srodek 0)
dlate< —5,5 >

(c¢) Sygnal harmoniczny (amplituda 1, okres 1)
dlat e< —4m, 47 >

(d) Sygnal Gaussowski ($rednia 0, odchylenie 1)
dlate< —5,5>

2. Policz dyskretna transformate Fouriera dla wektorow (dla uproszczenia przyjmij,
ze pierwszy element ma indeks zero, tj. x[0]=1)
x=[10-21].
x = [1+1, 2-1, 3, i
x=[111100];x=[1234].

3. Udowodnij réwnos¢ widm amplitudowych dla dwéch sygnatéw prostokatnych o tej
samej szerokosci i amplitudzie, rézniacych sie potozeniem czesci niezerowe].
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