strona 1/2

Egzamin z przedmiotu ALGEBRA WYZSZA
WFiIS, informatyka stosowana, I rok - 3 termin - 19 lutego 2025r.

Lacznie mozna otrzymac¢ 100 punktow. Aby otrzymaé z egzaminu ocene pozytywng, nalezy uzyska¢ nie mniej niz 50
punktow. Mozna uzywaé kalkulatora prostego. Powodzenial

Czes$é zadaniowa

Zadania z tej czeSci nalezy rozwigzaé na wlasnych kartkach. Kazda kartke nalezy czytelnie podpisa¢ imieniem i nazwiskiem
oraz numerem grupy ¢wiczeniowej.

Zadanie 1. (37 pkt) Dane jest odwzorowanie ¢ : R3[x] — Ra[x] takie, Ze

Vp € R3[z] w(p) =q, gdzie q(z)=z-p"(x)+ (1-2z) p'(z).

a) (5 pkt) Uzasadnij, zZe odwzorowanie ¢ jest liniowe.

b) (7 pkt) Wyznacz jgdro odwzorowania ¢, podaj jego baze i okresl wymiar.

c) (2 pkt) Okresl wymiar obrazu .

d) (3 pkt) Czy ¢ jest monomorfizmem / epimorfizmem? Odpowiedz uzasadnij.

e) (5 pkt) Wyznacz macierz ¢ w bazie B = (1,z, 22, 23).

f) (8 pkt) Wyznacz widmo operatora ¢ i uzasadnij, ze ¢ jest diagonalizowalny.
Wyznacz jedng (dowolnie wybrang) podprzestrzen wtasng odpowiadajacq niezerowej wartosci wtasnej i podaj jej baze
oraz WYmiar.
Podaj otrzymang w wyniku diagonalizacji macierz diagonalng D.

f) (7 pkt) Zapisz macierz A" = M,(C,C) operatora liniowego ¢ w bazie C.

C=(c1=1+z,c0=-22,c3=—a+2* cs=1+ax+2°)

Zadanie 2. (21 pkt) W przestrzeni C(]0,1],R) funkcji ciagltych na przedziale [0, 1] rozpatrujemy iloczyn skalarny

1
<f7g>=/0 f(x)g(z)dz.

a) (2 pkt) Oblicz dlugosé wektora p = sinz.

b) (10 pkt) Dana jest podprzestrzen liniowa U = lin{1, x, 2?}. Czy podana baza przestrzeni U jest ortogonalna?
Odpowied? uzasadnij. Jesli nie, metodg Grama-Schmidta dokonaj ortogonalizacji tejze bazy.

¢) (9 pkt) Niech C = (c1, ca,c3) bedzie znaleziong w poprzednim podpunkcie bazq ortogonalng przestrzeni U.
Niech Q = lin{cy, ca}. Wyznacz rzut ortogonalny wektora v = €* na podprzestrzen Q.

Czesé testowa

W kazdym z zadan nalezy rozstrzygnaé, czy podane stwierdzenia sa prawdziwe, czy falszywe.
Odpowiedzi nalezy zapisa¢ na karcie odpowiedzi, wpisujac we wlasciwym polu odpowiednio P (prawda) lub F (falsz).
Btedne oznaczenie nalezy skresli¢ znakiem X i obok podaé wlasciwe.

Za cze$é testows egzaminu mozna otrzymaé maksymalnie 42 punkty.

Za kazda prawidlowa odpowiedZ otrzymasz 2 punkty, a za odpowiedZ bledna lub brak odpowiedzi 0 punktéw.

Jedli w danym zadaniu wszystkie trzy stwierdzenia ocenisz poprawnie, otrzymasz za to zadanie dodatkowy 1 punkt.
Brudnopis z tej czesci nie bedzie oceniany. Nie nalezy oddawaé go po zakonczonym egzaminie.

Karte odpowiedzi nalezy czytelnie podpisaé¢ imieniem i nazwiskiem oraz numerem grupy ¢wiczeniowej i oddaé¢ po zakoni-
czonym egzaminie.

Verte &
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Zadanie 3.
(1+iv3)7
a) arg W S (g,ﬂ')

b) Rownanie 2* + 522 — 36 = 0 ma doktadnie dwa rozwigzania rzeczywiste.

¢) Niech A C C bedzie zbiorem rozwiqzar réwnania z3 = 8 + 2i. Wowcezas Vz € A Im(z) # 0.
Zadanie 4.

a) (Rs[z],+) jest grupa abelowq.

b) Rozwazmy przestrzen liniowq funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej (A, +,R, ), gdzie A ={f : R — R}.
Zbior C(R) funkcji ciggltych w R stanowi podprzestrzeni liniowq przestrzeni (A, +,R,-).

¢) Niech o bedzie dziataniem w zbiorze R danym wzorem x oy = x¥. Dziatanie o jest tgczne.
Zadanie 5.
a) Niech i, 0, bedq dowolnymi wektorami w przestrzeni R®. Wowcezas (@ x ¥) o = i o (¥ x ).

b) Niech my oraz 7o to dwie dowolne plaszczyzny. Niech A bedzie punktem nalezgeym do w1, zas A’ rzutem prostokatnym

punktu A na plaszczyzne mo. Wowcezas |AA'| jest odlegtosciq pltaszczyzny m od plaszezyzny mo.
c) Zbior {(z,y,z) € R¥: 152 =¥ = 2} jest podprzestrzeniq liniowg przestrzeni R3.
Zadanie 6.
a) Jesli A € Ms(R) jest trajkatna gorna i ortogonalna, to wowczas A jest diagonalna.
b) Jesli A € M5(R) oraz AT = — A, to wowczas A jest osobliwa.
c) Jesli A= AY to wowczas A =1 lub A= —1I.
Zadanie 7.
a) Niech ¢ : R” — R bedzie odwzorowaniem liniowym. Mozliwe jest, by dim Kerp = 1.

b) Niech Z = {A € M3(R) : r(A) = 1}. Zbior Z jest podprzestrzenig liniowq przestrzeni M3(R).

p 1 2 T 0
¢) Dla dowolnego p € R uktad réwnar | 3 1 1 y | = | 0 | jest uktadem oznaczonym.
1 4 p z 0

Zadanie 8.
a) Nie istnieje macierz A € My(R) taka, e A +1 = 0.
b) Rzqd macierzy diagonalizowalnej jest réwny liczbie jej niezerowych wartosci wtasnych (liczqc z krotnosciamsi).

c) Jesli ¢ jest endomorfizmem, to wowczas ztozenie p o @ rowniez jest endomorfizmem.
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KARTA ODPOWIEDZI do czesci testowej

Imie i NAZWISKO  .ooeeeri e

Numer grupy ¢wiCZENIOWE]  ..ocoveeiiiimiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeieeeeeeieiiann

Odpowiedzi umie$é w ponizszej tabeli, wpisujac odpowiednio P (prawda) lub F (falsz).

Test Zadanie 3 | Zadanie 4 | Zadanie 5 ‘ Zadanie 6 ‘ Zadanie 7 ‘ Zadanie 8

Punkty

SUMA PUNKTOW Z CZESCI TESTOWEJ:  .....ccoocoiiivii

DLA EGZAMINATORA:

’ ZALICZENIE | EGZAMIN | OCENA KONCOWA ‘
’ Punkty ‘ Ocena H zad.1 ‘ zad.2 ‘ czesé testowa ‘ Suma punktow ‘ Ocena H Punkty ‘ Ocena ‘




