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Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne L
o - Q(WCO"

. . . 2h1eT ko
1.1  Zbiory i relacje L2y - y ,@/cﬂf'f[;: 3
. LgLE
Definicja 1.1.1. Parg uporzgdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a}, {a,b}} podzbioréw >
bi b}. _ o
zbioru {a, b} a\\o‘J ’Zolalc’m '
Twierdzenie 1.1.2. Dwie pary (a,b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a = »
c N b=d. {l)' \45
oA~

Mozemy zdefiniowaé¢ n-ke uporzadkowana:
(a1, az,a3) == ((a1, az), as)

((11, as, as, CL4) = ((ah ag, a3)a CL4>

(alu ag,...,0n-1, an) = ((ala g, . .. 7an—1>7 an)

Mozna uzasadnic, ze
(a1,a9,...a,) = (b1,ba, ..., b,) & Vie{1,2,...,n} a; = b;.
Definicja 1.1.3. Iloczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbioér
Ax B:={(a,b): a€ ANbe B}.

Analogicznie definiujemy
Ay x Ag x ... x Ay = {(a1,a2,...a,) 1 a1 € Ay Nag € Ay N... Na, € A,}.
Oznaczamy A? = A x A oraz AT=AXxAx ... xA

n—razy

Przykiad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B2

i) A={3,4,5}, B={5,7}
Ax B=1{(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5),(5,7) }
B x A=1{(5,3),(5,4),(5,5),(7,3),(7,4),(7,5)}
'B b bi"/B = {(57 5)? (57 7)7 (77 5)7 (7?7)}
ii) przedzialy A= (0,1) CR, B=(1,2) CR

AxB={(z,y): 0<z<1Al<y<?2}
BxA={(z,y):1<z<2AN0<y<l1}
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i) A=B =R
AxB=DBx A= A?= B?
Oznaczamy R*? =R x R = {(z,y) : =,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Definicja 1.1.5. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kazdy podzbior R C AxB
nazywamy dwuarqumentowq relacjg w iloczynie kartezjaniskim A x B. Gdy A = B,
to mowimy o dwuargumentowej relacji w zbiorze A.

Dla (z,y) € A X_B piszemy 2Ry < (z,y) € R.
/ —_— —
Przyklad 1.1.6. i) Relacja réwnosci = w zbiorze N (yv=om
ii) Relacja < w zbiorze N (lub Z, Q, R)

iii) Relacja inkluzji C w zbiorze potegowym P(A) = {B: B C A}

iv) Relacja podzielnosci | w zbiorze N, tj. m|n < Ik € N n=mk
Definicja 1.1.7. Niech R C A x A bedzie relacja w zbiorze A. Relacje R nazywamy

@wmtnq, jezeli Vx e A xRz, ;?c%/eksau na_ R s
= ‘ . IR “‘@L <a)
ii) przeciwzwrotng, jezeli Ve e A ~ (zRx),

/(11-1) ymetryczng, jezeli Vr,y € A xRy = yRuz, N = a=¢t L b=a
iv) przeciwsymetryczng, jezeli Vz,y € A xRy =~ (yRz), R, < a <b =D~ (6 < a)
V) antysymetryczng, jezeli Vz,y € A (xRy A yRx) = = =y, achAbsa = Az~

brzechodniq, jezeli  Vr,y,z € A (xRy N yRz) = xRz, franzafjunq astn ‘,,SC

spéjn@,jeieli Ve,ye A xRy VvV yRx V z =y. OLS()’ V("SDL v oa<ie =Jasg ¢

a<§
Definicja 1.1.8. Niech A bedzie zbiorem niepustym. vi<a v @ =6

i) Relacje R C A x A nazywamy relacjg réwnowaznosci w zbiorze A, jesli jest
ona zwrotna, symetryczna i przechodnia.

ii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A, zas x € A. Zbior
oz n [zlr |={y € A: 2Ry}

nazywamy klasq rownowaznosci lub klasq abstrakcji relacji rownowaznosci R
wyznaczong przez element x. Element x nazywamy reprezentantem klasy
rownowaznosci [x]g. o=

S — 2 dzfm rgi’

iii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Zbior
Ozn . @: {lx]g: = € A}

nazywamy zbitorem ilorazowym zbioru A przez relacje R.



Twierdzenie 1.1.9. Niech A bedzie zbiorem niepustym, zas R relacja rownowaznosci
w zbiorze A. Woéwcezas dla dowolnych z,y € A

i) T € [QZ]R,
ii) [z]r = [ylr & 2Ry,
iii) [z]r # [Ylr = [2]r N [Ylr = 2.

Dowdd. iii) z]pN[ylg =@ & Fz € xlgNylg © Fz: z€ [zl N 2z € [yr
& zRx A zRy & zRx A yRz = xRy. Na mocy ii) mamy, ze [z]gr = [y|g. O

Uwaga 1.1.10. Okreslenie relacji rownowaznosci w danym zbiorze A jest rownoznaczne
z dokonaniem podziatu tego zbioru na niepuste i roztaczne zbiory, ktérych suma
mnogosciowa rowna jest temu zbiorowi. Taki podzial nazywamy rozbiciem zbioru

Przyktad 1.1.11. i) A=7Z, n € Nustalone zRy < n|(x —vy)
xRy & dkeZ: kn=x—y & Jke€Z: y=x+kn

Jest to relacja rownowaznosci zwana relacjq przystawania modulo n.

Piszemy = =y (modn) lub z =, y.

Z )= ={[0],[1],...,[n — 1]} zbiér reszt modulo n

i) A=7Z x Z*, gdzie Z* = Z \ {0}, Cu V) & :cv—yu
(z,y)R(r,y) & xy=yz eed . €owaow
(z,y)R(u,v) & zv=yu & uwy=vr < (u,v)R(z,y)

przechodniosé¢ - CWICZENIE

Jest to relacja rownowaznosci. Liczba wymierna g to klas a
[(z,9)]r = {(u,v) € ZXZ": (x,y)R(u,v)} ={(u,v) € ZXZL": zv=yu} =
{uv)eZxZ: 3 =1} —

Dziatania +, - w QQ nie zaleza od wyboru reprezentanta.



iii) Wektory zaczepione i wektory swobodne plaszczyzny euklidesowej

Wektor swobodny to klasa abstrakcji wektoréw zaczepionych.

b A

Definicja 1.1.12. Niech A bedzie zbiorem, za§ R C A x A relacja w A. R é
|
i) Relacje R nazywamy relacjg czesciowo porzqdkujgcg lub porzqdkiem czesciowym
w zbiorze A, jezeli jest ona zwrotna, antys i chodnia. Mowimy -FO 5E T

wowcezas, ze zbior A jest czesciowo uporzgdkowany.

ii) Relacje R nazywamy porzqdkiem liniowym w zbiorze A, jesli jest ona porzadkiem
czeSciowym i jest spdjna. Mowimy wowcezas, ze zbior A jest liniowo uporzgdkowany.

Dwa elementy x,y € A nazywamy pordwnywalnymsi jesli x Ry lub yRx. Jesli zbior
jest liniowo uporzadkowany, to kazde dwa elementy tego zbioru sa poréwnywalne.

Oznaczamy symboler@stalony porzadek czesciowy. X 23 v ﬂ Rr V7~ .j
Wowczas piszemy © <7, gdy x < y oraz x # y.
Relacja < jest przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia. Nazywamy ja silnym
porzqdkiem czesciowym.

)
s pogwes¢

Przyklad 1.1.13. i) P(A) ={B: B C A} z relacja inkluzji C
BCA < A=B
ACB ANBCC & ACC

Jest to porzadek czesciowy, ktéry nie jest porzadkiem liniowym.
Jesi ANB=g,toani A= B, ani A C B, ani B C A.

Anb =p

ii) (R, <) zbior liniowo uporzadkowany adnc 2 PO 3"5Jc£
Vi,ye R z<y Vy<zx Vx=y

Weszystkie liczby rzeczywiste s poréwnywalne.




1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnoS$ci

Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.2.1. Dowolng funkcje h : Ax A @azywamy dziataniem wewnetrznym
w zbiorze A. Wartosé¢ funkcji h(a,b) € A nazywamy wynikiem dzialania dla pary
argumentéw a, b € A.

Przyktad 1.2.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w N. 5-6--1 ¢ N

iii) Dodawanie nie jest dziataniem wewnetrznym w R \ Q. o
R+Z-0 ep

_nreuymierae
Wtlasnosci dziatann wewnetrznych J
Definicja 1.2.3. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.
i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A axb="bxa.

ii) Dzialanie * nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (a*b)xc=ax* (bxc). Qv b« C

iii) e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania x, jesli
N ————————————

a*xe=e*xaq=a.

Przyktad 1.2.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym lacznym i przemiennym w R* = R\
{0}. 1 jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja ej,es € A bedace elementami neutralnymi w A.
Woéwcezas ex = e1 x e9 = e;. U

Przyktad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbiér pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X),U).
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N).

Definicja 1.2.7. Niech x : AXA — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o’ € A taki, ze

axa = @ = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x. Inverse
~ —_—

Przyktad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny). 54(s) =0

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest £ (tzw. element odwrotny).

b'%,:,”
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e

iii) W (R, 0), gdzie zoy = x+y+1, elementem neutralnym jest —1, zas elementem
symetrycznym do x jest —2 — x.

N-wnargvnoere

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element
neutralny, to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowdd. Rozwazmy zbiér A z dziataniem tacznym o. Niech e bedzie elementem
neutralnym dziatania o. Niech d’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A.

Wowezas ) , ) ,
aod =e = d’o(aocd)=d"oe
(a//oa)oa//:a//
GOCI,/:CL”

/ i
a =a

1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G x G — ﬁ dziataniem wewnetrznym w
—_—

G.
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, x) nazywamy pdlgrupg, jezeli dziatanie jest laczne.

ii) Pare (G, *) nazywamy monoidem, jezeli dzialanie jest taczne i posiada element
neutralny.

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest taczne, posiada element
neutralny oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem x
w Q.

Jedli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to méwimy o potgrupie przemienne,
monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Xee = < <=7 x4e+Az=x => € =- 4 €IRL /
X'GR@ Xo)g)'_'.c <:> >Q+)()+/f:~/1

).
X' 2 =x=2 ¢/R,



(N:("tl\a’"'

Y

n\\o’/ ]N U{ob

Przyktad 1.3.2. Oznaczmy R* =R\ {0}.

(Nv +) (Z7 ) <@7 +) <@7 ) (R*v +) (R*v )
wewnetrznosé v v v v nie v
—14+1=0
0¢R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N ez 0e@) @. 1e@ R 1R
el. symetryczny brak v brak v
2-b=1 a+a’=0 a-a =1 a-a =
b=3¢7Z d=-acQ a =12 a=1
nie dlaa =10 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa
bez el. neutr.

Przyktad 1.3.3. Niech X = {1,2,4,...,2",...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie

o to mnozenie liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b, c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2", b = 2™, ¢ = 2,

wewnetrzne aqob=2".2" =2"tm ¢ A
przemienne qob=2".2M = MM = 2MIN — 9M . " — | o q
taczne  (aob)oc=2ntm .ok = gnimik — gn . om+k — 4o (boc)

bo \ome m ,
el. neutralny e =2°se Ny
brak el. odwrotnego

Whiosek: monoid przemienny (tj. potgrupa przemienna z jedynka)

aocb=1&2""m=20o m=-n=m=-né¢N

aoce=a & 2" =2"= s5=0,e=1€ X

[ 4

N(C 5/"/(



Definicja 1.3.4. Zespol (A, o,x*) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w
nim dziatan wewnetrznych o: A x A — A, x: A x A — A nazywamy pierscieniem,
jesli (A, o) jest grupa abelowa, za$ dzialanie x jest laczne oraz rozdzielne wzgledem

dzialania o, tzn.
o » "’ o
Va,bce A (aob)xc=(a*xc)o(bxc) N cx(aob)= (cxa)o(cxb).

Pierdcien, w ktorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkq lub z jednoscig. Pierscien, w ktorym dziatanie x jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 zero e =1 jedynka
a' = —a element przeciwny a'=a ! element odwrotny
nao=a+...+a, neN a*=a-...-qa
———— —
n n
0-a=0 a=ec=e=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) a"=a ' ... a?
N ———

Definicja 1.3.5. Zespot (K, o,*) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej
dwa elementy i okreSlonych w nim dziatan wewnetrznych o : K x K — K, * :
K x K — K nazywamy ciatem, jesli

—_—

e (K, o) jest grupa abelows (z elementem neutralnym e,),

o (K \ {eo},*) jest grupa abelowa,

e dzialanie x jest rozdzielne wzgledem dziatania o.

Zatem cialo to pierscienn przemienny z jedynka (rozna od zera, tj. 1 = e, # e, = 0),
w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowa¢ operacje dzielenia w sposdb nastepujacy:

%::a*b’l, abe K, b#0.

RIN &
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2orenng x

(R*
o Q. R
i) (Q,+,-) cialo liczb wymiernych JZ (X‘ ) Adlo f wnle g; N:a,m r:Zr ~ Jz;\
(Z,
(

Przyktlad 1.3.6. i) (R,+,:) cialo liczb rzeczywistych
(R +) grupa addytywna ciala
,-) grupa multiplikatywna ciata

iii) +,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ Z)
iv) (Z/pZ,4+,,,), gdziep € N, p > 2

+p, -p dodawanie 1 mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p).
Jesli p nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie ciatem.

ot

Z/5Z to ciato

B ow o — ot
— O o o M|
MO = O W Wl w
W N O
olo oo oo

B oW — oo
»&‘wwr—nod

o~

7. /A7 nie jest ciatem

wo ot on w ==

W N = OO
S WN
_— O W NN
N = O W W

4
0
1

Definicja 1.3.7. Niech (A, +, -) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A,a # 0,0 # 0
nazywamy dzielnikami zera, je$li ¢ -b=0___

Uwaga 1.3.8. W ciele nie ma dzielnikow zera.

Dowdd. Niech (K, +,-) bedzie ciatem oraz niech a,b € K. Zalozmy, ze a-b = 0 oraz
a# 0. Jedli a # 0, to istnieje a=* € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a'(a-b_(a-a)-b=1-b=h.

Zatem b= 0. I



Rx 1R

Przyklad 1.3.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia
zdefiniowanymi ponizej ma strukture ciala.

[wa)

2 RN Loy
V(z1,y1), (T2, 92) € R (21, y1)+(22,y2) 1= (21422, Y1+y2), (1, Y1) (T2, Y2) 1= (T1Z2—V1Y2, T1Ya+TaY1).

— _
(C,+) jest grupa abelowa.

Dziatanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest
(0,0) € R?, za$ elementem przeciwnym do (zy,y;) € R? jest (—z1, —y1) € R%
/ —

(C\ {(0,0)},) jest grupa abelows.

Dziatanie - jest wewnetrzne.

przemienno$c:
(2, y2)-(21,41) = (@221= Y21, T2y1) = = (T122—Y1Y2, Try2+22y1) = (T1,91)- (22, y2)
tacznosé: L =P
L= (a,b) - [(x1,51) - (¥2,92)] = (a,b) - (2122 — Y112, T1Y2 + T21) =
= (az129 — ay1ys — br1ys — bay1, az1y2 + azays + bx1zo — by1ya)
P ={[(a,b) - (x1,y1)] - (22, 92) = (az1 — byr, ayr + ba) - (z2,y2) =

= (az122 — by1x2 — ay1y2 — bx1Ya, aT1y1 — by1y2 + ay1xs + bxrixs)
el. neutralny: e = (1,0)

V(z1,y1) € R? (170)'/(}1 ) =021 =0-y,1- 51 +0-21) = (z1,51)
&

el. odwrotny do (x1,y1) # (0,0):
im0 3 2 1] [

1 [
Y(z1,11) # (0,0) a= 5——,b= 5"
w200 =T d

Drzialanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.

L = (a,b)-[(x1, 1)+ (22, ¥2)] = (@, b)-(x1422, y1+y2) = (ax1+azs—bys —bys, ayr+ays+br1+bxs)

P =(a,b)-(x1,y1)] +[(a,b) - (x2,2)] = (ax1 —by1, ays +bx1) + (axs — bya, ays + bxs)

Definicja 1.3.10. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych
i oznaczamy symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi.
st

('Ofm/’d/e)c mufmb'(r‘s
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TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych C

Motywacja

N‘mZ@%RmC —
. J

¢ X? 2 =0 réwnanie o wspolczynnikach z Q, jego rozwiazania +v/2 ¢ Q

b (x,0°
Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q C Q(v/2) C R ®)
“ X% 4 1= (0roéwnanie o wspolezynnikach z R, jego rozwigzania +i nie naleza do R )

R(i) = {a+bi:abeR}=C — ﬁo;"éf“’c
C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwigzania réwnan algebraicznych o wspotczynnikach &
z C nalezg do C '1,-4 Jl

L - fou.
Zanurzenie R w C N domn pne

Niech @ =R x {0} = {(z,0) : z € R} C R% Wowczas (Q,+,-) jest cialem.

wewnetrznosé:  (x1,0) + (29,0) = (21 + x2,0) € Q, (21,0) - (29,0) = (2122,0) € Q

przemiennosé: (21,0) 4 (22,0) = (1 + x2,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (x1,0)
(ZL’I,O) . (IQ,O) = (ZElCL’Q,O) = ((L‘QIL’l,O) = (172,0) . (Il,O)

tacznosé: [(x1,0) + (x2,0)] + (23,0) = (21 + 22 + 3,0) = (21,0) + [(22,0) + (23, 0)]
[(%1,0) - (22,0)] - 23,0 = (217223, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23, 0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (x1,0): (—z1,0) wzgledem +, (x—ll, 0) wzgledem -

+ 1'2)333, O) =

rozdzielnosé:  [(x1,0) + (22,0)] - (23,0) = (21 + x2,0) - (23,0) = ((24
[(22,0) - (23,0)]

= (117 + 3 + 2273,0) = [(21,0) - (z3,0)] +

Niech h: R — Q, h(z) = (x,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(zy + x2) = h(x1) + h(zy) oraz h(xy - o) = h(z) - h(xs). zgoa/n 05¢ = a{zm,{jam’am(/‘
Utozsamiamy zbiory R oraz (2 i piszemy x zamiast h(x). = (y 0)
/
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Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas ﬂ\(}( + [’OI) A/)
J

—_— h(ﬁ)
i2:i-i:(@):(—1,0)

—— A——TT

C>3z=(z,y) = (x,0) 4+ (0,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) = 2 + iy

Posta¢ z = x + iy, gdzie z,y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebraiczna, Gaussa)
liczby zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czesciq rzeczywistq liczby z i oznaczamy
Rez. Liczbe y € R nazywamy czeScig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby
postaci 1y, y € R nazywamy czysto urojonymi.

2= 29 & (Re,21 = Rez; A Imz = Im22)

Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianéw
zmiennej 7, przy warunku i = —1.

(z1,91) + (22, 92) = (x1 + 22,91 + (w1 +iy1) + (22 +iye) = (21 + 2) +i(y1 + 12)
(z1,91) - (22, 92) = (X122 — Y1y2, T1ye + T2y1)) (21 +iy1) - (22 +iy2) = (2122 — Y1y2) + i(T1y2 + 22y1)
~—— \____J

Przyklad 2.1.1. (2+7i) — (4 — 2i) = -2+ 9i w v “j Kz
(3-0)-(24+3) =649 —2 —32=9+7Ti *’Uﬁj
3 , -
2+3i _ (2430)(2+51) __ 4410i+6i+152 _ —114+16i _ —ug 1 Aoan np ol g 4.

2—54 (2 51) 2+5’L 4— 251 29
\_/') S D 2

} CZ C/z/:jnf\ll{, sf/{{zo

I

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
—1=i-i=(—i)-(—9) 1=1-1=(-1)-(-1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na plaszczyznie lub wektorami zaczepionymi
w (0,0).
Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciala liczb zespolonych C

cR QS‘( "N /o/ aanm

Aimz Aimz . 4

21+22=(x1+x2)+|(y1+y2) ]
iy=0+iy @--------nee- : =<1\ AN £
------------- : 22=X2+iy2
- — > - *—P
L Re 7 X1 Xz X1tX2 Re z

03‘ Q()cvyu)'g—/ A
12



Definicja 2.1.3. Niech z =z + m Z = X - ‘y

i) Liczbe zespolong w = x—iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy

ja z.
XE R

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.
X +0¢

AImz

Z=x+iy N pZ=X+iY
Iy provmocmmnmmmmnrr ey v : ~_— TTe—e—

5y X =X +0¢
s S h
/y - X"'O =

2 Re z & -
Y [ 8 P * >

Z=X+Hiy=x-iy X Re 7

Twierdzenie 2.1.4 (Wlasnosci liczb zespolonych). Niech z, 2,20 € C. Wowczas

prawdziwe sg nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 + z2) = Rez; + Reze, Im(z; + 22) = Imz; + Imz,

i) Rez = $(z+2), Imz= 5(z—2) 2T = XP\U@ + X"'Lr(/j

b
o

(2) =z - - 24

) - >§7‘& 2\32

, 7 = (%+im (w—U
z ") ) N

lA=lmA=E
vii wf— S

<z — 2

|Zl| - |Z2|

X) |21+ 22| < |z1| + |22| (nieréwnosé trojkata)

Dowdd. vii) (z +iy)(z — iy) = 22 — i?y? = 2% + y? = |2|?

viil) Rez = o < |z| < /a2 +y? = |2]

def

— — + B iv)v) |21
X) b= Rel =Re (%) = Re (zlzTIZQ) +Re (lej@) = Zlilz2 Z1j-222 - \z1iz2|
\zﬁiﬂ = |21+ 22| < 21| + |22
|21] = |21 — 22 + 20| < |21 — 20| + |22 A 2| = |22 — 21 + 21| < |22 — 21| + |21| =

a1l = |2l <l =l O

13



- So
2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza ( KL /y) = ?
Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

2 2
Niech z = x +iy # 0. Wowcezas z = |2| (I%I +z%> Poniewaz <|%> + (ﬁ) =1,

wiec istnieje kat cp\t?a‘k'l',_ze/ —
z = |z|(cosp + isiny). 7 = =
A [2]=0
mZz >
\{) v 247
1% S R _X
y ¢ i Z=X+HIy Ccosp= H W T% -/7
AN : :
720 ) _
: S - s Yl
‘ Sin(p:-?/z_l Lo k{ /iﬂ )
o,

X

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentéw liczby
zespolonej, ktory lezy w przedziale [0, 2m), nazywamy argumentem gtownym liczby

z 1 oznaczamy Zatem dowolny argument liczby z ma postaé argz + 2km,

k € Z. Przyjmujemy, ze argument liczby z = 0 jest \n_if_g_k/rgsm_ Dowolng A
liczbe z € C,z # 0 mozemy zatem przedstawi¢ w postaci z :£|’(Cios‘<£+ ising), ‘R m
gdzie ¢ to jeden z jej argumentéow. Powyzsze przedstawienie nazywamy postacig

trygonometrycznq liczby zespolonej z. [ Vs J = A

Gdy 21 # 0,22 # 0, 21 = |z1](cosa+isina), zo = |z2|(cos f+isin f), to wowczas #@\

21 = 2o wtedy i tylko wtedy gdy |z1]| = |22| oraz f = a + 2kw dla pewnego k € Z.
‘—\

(Z21=4
Przyktad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.
z="T(1+ 07) 2] =02+ (-1)2 =1
z2=1(04+(-1) 1)

cosp =0
sing = —1

+ ;
Y= 9__+ 2km © @-F 2km
argz = 0 argz=-=5m
\\_’-—-—
z = T(cos0+ismO0) —i=1(cos $m +isin3m) —v/27—3i =6(cos Im + isin i)

V

14



Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin ),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |22](cos 5 + isin 5). Wowezas:

i) 2'1'22:’Z1|"Z2\-(Cos(a+ﬂ)+isin(a+ﬁ)), ”\ m=2

L p ;,

ii) 2 lj, (cos (a — B) + isin (a — 8)), Z"=z-%
—_— _ ;

i) 2" = [[" - (COS ”90+281 tzw. wzor de Moivre’a /Z/ (OO) ZC‘HS/;,&V

Dowdd. 1) z1 - 2o = | 21| - |22](cos o + isin a)(cos § + i sin )

= |21 - |22]( (cosacos § — sin avsin 3) + i(sin avsin 3 + cosacos@)) "ﬂgh& L(/olz\/
cos (a+p) sin (a+08)
ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2? = z - 2 = |2|*(cos 2p + i sin 2¢p).
Przeprowadzajac dowdd indukcyjny, otrzymujemy teze. [
. Fae)
. 20 ( 4 + U r-_ .
Przyklad 2.2.3. Oblicz (5242 )/ | =
(14 )*° Co, w70 S g <D
1+iV/3 = 2 :+ f {/2 cos Z+isin g {\//_ \2[ =2 (cos (%) +isin(—12))
%32\;5CCOS(§+4)—|—ZSIH(§+§)>:ﬂ(cmlﬂ')) g (_// LTI
e - 20 3 4 1
(14{1\{3) = 219 (cos (§3m) +isin (G37)) = 2'% (cos (Pm) +isin (F7)) = T Og -

= 219 (cos (127 — 7) + isin (127 — 7)) =2 (cos 3 — isin§) = 21° (1 — 2} = J 1oV

=29(1 — /34) _—

Twierdzenie 2.2.4 (Wlasnosci argumentu). Niech z, 21, 25 € C.

Wowecezas prawdziwe sg nastepujace rownosci.
i) arg(z129) = argz; + argzy + 2kw/k € Z (k=01ub k= —-1)

i

Q

(
arg(Z) = argz — argzy + 2km,[k € Z (k=01lub k=-1)
(

rg(2") =n-argz + 2kn{k € Z )
®rg9z ~-o2n

e = 2n g sy e £ arg-0%ny o,
Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z - z) = argz + argz + 2km = ! y
2argz + 2km. Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze.

iv) z-z = |2?| oraz 0 = arg(|2?|) = argz + argZ + 2km, skad argz = —2r —argz O

iii

i)
i)
i)
) a

iv

Przyktad 2.2.5. argi = 7 arg(—1) = arg(—i) = 3

i=(-1)- (i), = argi =7+ 37+ 2kr < 27 + 2kn dla pewnego k € Z, tj. k= —

2
l—/—) - o~
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Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R ée’ﬁ_rlﬁ&'e&few = cosp + isinp. Zatem dowolna liczbe zespolona
z # 0 mozna zapisa¢ w postaci z = |z|e*?, gdzie ¢ to pewien argument liczby 2.

Przyktad 2.2.6. a) ¢2' = cosJ +isinZ =0+ 1-i=

b) €™ =cosm+isinT=—-14+0-71 = " +1=0
— najpickniejszy wzoér w matematyce

Twierdzenie 2.2.7. Niech «, f € R. Wowczas:

1

)
ii) (e!)* = e dla v ¢
) ()t = et dlak € 2, e T=e‘f H
)
) €2 #0,

ez (a+8) _ — ela . €Zﬂ, ei(a—ﬁ) _é

o=
76

el a@ e dlakeZ

iii ) Z C/OJ'C*”‘SW"(J 4
i o] — 1 > /] h/c J
) 270 Jetl =1 2| = [ oreg s smic Ul
Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wlasnosci dzialan na liczbach w postaci
trygonometryczne;j.
iv) Mamy |e*®| = |cosa +isina| = Vcos? a + sin® a = 1, zatem ¢® = 0 < cosa =

sina = 0, co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = +1. [0

Whiosek 2.2.8. Niech z = re?, z; = r1e'®, 2y, = r9¢”® bedg liczbami zespolonymi
w postaci wyktadniczej. Wowcezas:
r1 1

: _ i(a+ z1 o—
i) 2129 = rirge’@th) 4= Ee( A,

i) 28 = ke dla k € Z,
ﬂ
iii) z=re"%.
’/—A
Dowdd. iii) Jesli argz = ¢, to argz = 21 — ¢, skad e =91 = 2Te=¥i — =¥, []

Wzory Eulera
ew.:cos<p+z'sin<p Aimz
e = cos(—¢) +isin(—p) = cosp — ising

Dodajac lub odejmujac stronammy :

e 4 et e — et
cosp = ————, sin g = ————, v eR. _
2 27 I TN -1

Obroét o kat ¢
z=re
z - e = rellete)

@LY; 4'6% a_ >

Re z
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 3

Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: coovveieii,

TEMAT: Liczby zespolone - ciqg dalszy

3.1 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe
Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 3.1.1. Kazdg liczbe 2z € C speliajaca réwnanie 2" = w, nazywamy
pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby w. —_—

Przyklad 3.1.2. Rozwiaz réwnanie 22 = 8 + 6i.

I sposob: II sposob: III sposob:

postaé¢ wyktadnicza postac algebraiczna postac algebraiczna
w:8+6i é:x+z'y,w:8+6z' 84+ 6i=9+6i—1=
@ew:w 22:w\ =324+2-3.i+i2=
@:/10 x2+23:yz y =8+6i_

222 =%
w=8+6i =10(3 +i2) z=3+iV 2="3—1i
5) % 20y = 6
¢ = arcsin £ + 2k y#O(gdyy—O to z =z, x° # 8 4 61)
r=1 5y =8
|z| = V10 y4+8y —9=0, A =100
¢r = 3 arcsin 2 + kr yr=1,y==+1

v

z=+/10er, k€ {0,1} z2=34+iV z=-3—i

Twierdzenie 3.1.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cosp + isinp), to wowczas
rOwnanie z" = w posiada n réznych rozwigzan. Rozwigzania te majg postac

2% 2%
L= w<608u+ismu>, k=01,...,n—1
n n

Dowdad. Nlech z = p(cos a + isin ), wowczas

(=
2" =w @o@%—zsmna 7@ U singp) < {na:<p+2k7ﬂ kel
1.

B
Otrzymujemy z;, = {/r(cos oy +isinay) , gdzie o = ‘Ptfk”, k=0,1,...,n—

PN~
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ab WOha
Vel R

Symbolem {/w oznaczamy zbiér wszystkich rozwigzan réwnania. Zatem

&%:{ZEC:ZTLZM}:{Zo,zl,...,zn1}' W:L

Przyklad 3.1.4. Rozwiaz rownanie 2° = /8 — i1/24. @ (;QSIY‘ /(;
Niech 2 = p(cosa 4 isina) orazw—\/_m\ OOJL{ 5”
Obliczamy |w| = V32 = 4v/2, skad w = 4\/_( ) Zatei/ ¥
Oa> 5 o=V S\V =2
) 3 5 _ _ 5
5 5 .. o T .. 7 p—4\/§—(\/§)
#=w & pP(eosbatisinga) = 4V2(cos(~F)+isin(-5)) { Sa= —T + 2k, ke{0,1,2,3,4} -

Stad p = V2, ay = —%—i—%kﬂ oraz z = \/55;(308 agtisinay) , gdzie k € {0,1,2,3,4}. _—

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby k =
zespolonej Aimz J la n‘\&
Liczby 2o, 21, . . ., 2,1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" =

w stanowia wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o ’,.'7"";” -
srodku z = 0 i promieniu /7. ///

AN S >

/K T Rez
Przyktad 3.1.5. Rozwiaz rownanie 2* = (v/3 —i)'2. i, A4

I
Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2, 21, 22, 3. Beda one
wierzchotkami kwadratu.
4

= ((V3-i))
Niech 2y = (\/_ i)’ = =3v3-9i —3V3+i=—8.
Kolejne wierzchofki kwadratu otrzymujemy przez obrét o kat %, co odpowiada
mnozeniu przez i = e'z.
21220'2':8, 22221'7;:8i, l’gIZQ'i:—S

- & }Z +4 5 ln /—ll (/

w S~
O N

Uwaga 3.1.6. Rozwiazywanie réwnan w R i w C

18



w R w C

2
V=3 V9 ={-3,3} Z =39 IS
\/—_1 nie istnieje \/_ ={—i,i} =
1/30, 1

vVi=1 V1={-1,1,—1,i} @4

\/?:ZL' \/_ Z,Z
Nl g

Rownania wielomianowe m

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej 2z stopnia n.
W(z) =z + ez ezt o €C, c #0 AN

\_ _—

m
Definicja 3.1.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli AJ L IS0

<

Twierdzenie 3.1.8 (Bézout). Liczba 2 € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu ~ ¢
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (z — zo) P(2). ~
Q.7 +b=0

Dowdd. Dziel ian 2 — | — (2 — )P ,
owdd. Dzielac przez dwumian z — zg, otrzymujemy W (z) = (z — 2z9)P(z) + const Roes . 112l

Stad W(z) =0 & W(z)=(2—20)P(2). O

Niech k£ € N.

AVE
Definicja 3.1.9. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnymw wielomianu N=0
W, jezeli istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (2 — 2)*P(z) oraz P(z) # 0.

i 7~ («4)@

Przykiad 3.1.10. Niech W(z) = 2 — 22 — 2z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy

W)=22z-1)—(z-1)=z-1)E*-1)=(z-1)>*=z+1). ‘Z/ - (=0
Zatem z =1 jest pierwiastkleMm. . ( - L') Cé N Q

Twierdzenie 3.1.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony
dodatniego stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 3.1.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow
o . . o ‘r—/
w C, liczac z krotnosciami.
M

Dowod. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech z1,25..., 2, to jego
wszystkie pierwiastki o krotnosciach kq, ks . . ., k,,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego
twierdzenia algebry i twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ko ... + k,, = n oraz

WE)=(z—-—2)" (z—2)2 ... (2= zp)™. O
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Tréjmian kwadratowy az’?+bz+c=0, abceC, a#0

2
Obliczamy A = b? — 4ac € C oraz VA = {—6,0}. CS = N

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rézne pierwiastki Zespoloneé = _3;5, 2y = @)

Gdy A =0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 2o = 2.

2a
R .
Przyklad 3.1.13. Rozwigz réwnanie 22 + 2iz + 3 = 0. % :
Obliczamy A = 4i2 — 12 = —16 = 16i%, VA= {—4i, 4i}. L v
Niech 6 = 4i, wowczas 21 = —37 oraz 2z, = i.
e —— v-\_—\/
Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych
B 3
Niech k£ € N.
Twierdzenie 3.1.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspo6tczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba zp € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu
wW. —
Dowdd. Niech W(z) = an2™ + an_12" '+ ...+ a1z + ag, ag,...,a, € R, a, # 0.
Udowodnimy twierdzenie dla plerwiastkow jednokrotnych. Niech z, € C bedzie
takie, ze W (zp) = 0. Wowczas
a2y + an 128 Mtz tag=0 = a2l tan 120+ .. Fa1z0+ag =0
/ -
= Ap2y +ap_ 120 .+ az +ag = 0.

, zatem W (zy) = an(20)" + an1(20)" ' +... +a1Zo+ap=0. O
Whniosek 3.1.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych,
ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
Przyktad 3.1.16. Rozwiaz rownanie 2° — 32% 4 6z = bt beex

- HO/

0=(:-1(E -2+ = (=[x - 1)*+3] = (z - D[z — 1)’ = (V3)*] = Vs

= (2= 1)(z =1 —=/3i)(z — 1 +/3i)
rozwigzania z; =1, 2z =1+ \/§i, 23 =1— \/gi, 2y = 23
— T ————

Przyklad 3.1.17. Rozwiaz réwnanie 2% + (2 +1i)2% + (7 + 2i)2% + (12 +4)z +6 = 0,
Wi@deC, ze z1 = 21 jest jednym z jego rozwiazari.
vedeare Me prac Ag (n«

ii:ﬁ%l@# (24 3i)2% + (1+6i)z+3@> —0 o/m[

(z—Qi)(z—i—1)(22+(1+3i)2+3i> = (2= 2i)(z +1)*(2 + 3i) = 0 ec @ by

rozwigzania 2, = 21, 29 = 23 = —1, 24 = =31
<, #’ Zq
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Wzory Viete’a
Twierdzenie 3.1.18. Niech W € C[z], W(z) = ¢,2" + ¢, 12" ' + ... + 12 + o,

gdzie ¢, # 0 ma pierwiastki (niekoniecznie rézne) rq,...,r, € C. Wowczas ~c, .
Cn(ri+re+ ... 41, = :071\_1\6
Cn [(7“17“2 +rrg 4o rry) + (rers +rorg o4 Tory) + o+ rn,lrn] = Cp_9
Cp = . C
Cnr1To .1 = (—1)"co
Dowdd. Niech W(z) =c,(z—r1)(z—712) ... (2 —1p). Wyn&az’ajadc, otrzym—
W(z) = cn[(—l)"rlrg T (D) 2 (D) ey 2
H(=1)"rars 2 (P e — )2 42 O

AR (,' c A
Przyktad 3.1.19. Wielomian W (z) = 2z° — 522 + ¢z — 5, ¢ € R ma pierwiastek
. . . . L, T — .
z1 = 1 — 21. Wyznacz pozostale pierwiastki oraz warto$é wspotczynnika c.

Wielomian ma wspotezynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 24.

Oznaczmy a = 2, b = =5, d = —5. e——

Na mocy wzorow Viete’a otrzymujemy 21 + 25 + 23 = 2 + 23 = —g = % 7

Zatem z3 =  oraz W(3) =1 —-2+4¢ —LTM'._\" 3
- J

3.2 Interpretacja geometryczna

1

Niech z = x + 1y, 21 = 1 + Y1, 22 = T2 + 1Yo beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Niech r e R, r > 0. ———

1) |21 — 29 odleglos$é z; od 29

(21 + iy1) — (w2 + iy2)| = /(21 — 22)? + (41 — 12)?
~—

(X/PX 2,> + U (‘\74 "ja)
2)|z—z| =7 rownanie okregu o §rodku z; i promieniu r

r=\z—x)+y—w)il=V@—n1)?+ @y —n)? = r?=@-—)+{Yy—n)

U,

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola
*Im z bm?\ff,,‘ 4
o}’
> > >
Re z Re z Rez

21

@2246—

Z+4 C-
€=
A O’é

(Y4*r/\/c = \(’_-_

=3



| Zl=r€R o7

3) |z —z1] = |z — 2| rownanie symetralnej odcinka o koricach z; i 2o
to
Aimz Aimz M sea g
i ESIRNEET
"/ réwno odlegle

e
Zz

>
Re z

Re z

4) Zbior {z € C: argz = ¢}, gdzie ¢ € R ustalony, to potprosta.

Przyktad 3.2.1.

us

argz =
"ch’j.
Amz
O/fg(Amfwb
<=0
/\\/L' h\’@ou,é@onj
_T -
Re z
arg(z —2) =% arg(i—j)—g
ﬁlmz Almz
.Y
u/q@
0
N
ARV
A e
-
—o e T)/ Re z
2 Re z

22



5) Zbior {z € C: arg() = Z} to tuk na okregu. Z=xq 'y

= \ |
. . ‘. _ _ . 2_ . . . . 2_
w:z—l—z‘:aﬂ-(y—i-l)z‘:[a:+(y—i—21)z] [z 2(y il _a &@(@(@}g\z@y 1
z—i x+(y—1) 2+ (y—1) T+ (y —
=y =8yt
Row — 2 +y?—1 I B 2x Rew=0 & 22 +y°=1
w_x2+(y—1)2’ mw_x2+(y_1)2 Imw >0 >0
. oy L L
N = Rew +U'JW(LJ) xrg )= =
L= o (‘)’U’ d/ :@ /

b 70
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ocooo

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.
: IN =R Cag bekos
A ((Y\ ) = amé€ /R/ -’e (an
T E———Y
4 M

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(4, j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

3.1 Macierze i ich wlasnosci

Wartosci a;; nazywamy wyrazami lub elementam: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy
symbolem [a;;]mxn- m-ta Lolwomna

A = [ai5]mxn =
%

) e 7/9
Ciag a;1, aso, . . . , Giy Nazywamy i-tym wierszem macierzy A, zas ciag ai;, asj, . . . , Gp; Nazywamy
j-tg kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M, ., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach-i_n kolumnach
i elementach z K. Gd@ piszemy krocej M, (K). Macierz A € M, (K )\nazywamy
—

macierzq kwadratowq stopnia n.
mEm (ot
%

Dla A B e men(K) [az]] :[ ] mamy T
——
1 -1 2 =2
Przyklad 3.1.2. A€ M34(R), A=|3 -3 4 4 3U’f'<n,c Bleo,
—_— 5 =5 6 —6 / e om
1 2 3
BeM;R), B=|4 5 6 - L) o ras
3(R) -8 9 oM (Ao 56(7/;/)/@ 3
00 ... 0 |
0,,xn = : macierz zerowa wymiaru m X n W
- 00 ...0]

23 /471'@;/4



Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:

a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0dlai#j Nr. w

'ers 24 # M /co%
-

b) trdjketng gorng, gdy a;; =0

N e g > he b
DK 7
Oznaczmy:

D,,(K) zbior macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy tréjkatnych gornych stopnia n
TP(K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

n

c) trajkatng dolng, gdy a;; = 0 dla

Przyktad 3.1.4. [, - macierz jednostkowa stopnia n Je
1 0
- 0 O\ 1 -
2 3|1 Pea
A=10 e TP (K)
0 0\2

Dzialania na macierzach

—%{ASA?’W’ %zml'ﬁ'/
e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M, (K), A = [a;;], B = [b].
C = A + B, C = [cij] < Man(K>, Cij = aij + bij

’/\/J/ﬂz /30 wgrael e
e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M, (K), A = [a;].
C=a-A C= [Cij] c Man(K), Cij = Q- Qi

—A=(-1)-A A—B= —-B). =

Oznaczamy ,\(,\,w}/ ’E)razL + (—B) ) A 4“(\4). Je |
e Mnozenie macierzy: Niech A € M,,«p(K), A = [a;]| B)€ Mpxn(K), B = [bg;]. J ra 7[
C = le] € M (K, 65 = o anbis 7 ™ :

Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A / (R?\) IR >

r—razy —
N . oy J IR 2 — J
e Transponowanie: Niech A € M., (K), A = [a;] nre “éjéko ol — IR
a

C = AT, C = [Cij] c MnXm<K)7
Amm—

il o T
=2 R .
/"1’))64/&/

/ b’vy(m/,a//’
CM« %34

/l Wit/ —2 A Kol -
L Niersy, —»
z %%lu%qa

Y 4
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Przyktad 3.1.5.

[ e[ ] (e [32] o= [30) k)

Jakie mnozenia sg wykonalne?  Wyznacz C — 2D, 1 - AT, AB, BA, D?.
o2 ea[ 1 0] @‘ O@

| @

l‘ 0
2
b= AB © ]@R schemat Falka - -1 1=1-0+2-2+3-(-1)

A c mz@ E)g%%:,k A‘%—%—% :11‘3_/ Wprjm Slealarn

01
2 2
11

6?

Ot W~

AT —

D=
W N

N
N i—‘wl»—l
NI DN
|

O 0= DN =

<
Aer N s o)

gl /~1)
/G BAGJ\@]R $0/1/2f ;5;’12 5%%0) (AB;ABA

2Nyl 10

£ >, 2
1[0 f/ ), CA € Msy3(R), zas AC' jest niewykonalne

OD e My(R). DC € My(R). CD= | L 4| po=| 72 cp4cp Tt
€ My(R), € M>(R), — 113 20 | 14 23 7 fhﬁ N o

Wlasnosci dzialan na macierzach s Cgactr, /

(/\

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,«,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sg

v,

nastepujace réwnosci. okl

1 A+B B+A riDvL,(/W’\f’C’ﬂfxo;)‘('/

i) (A+B)+C=A+(B+0C) Cacrno 5

iii) A+0=0+A4 d‘na,,,/,,do s

i)
i)
i)
V) @ (A—i—B)—a A+a <

vi) (a-f)- —Oé~(ﬁ_) e02na (actnos

A*CJA):@

Whiosek 3.1.7. (M,«xn(K),+) jest grupa abelowa.
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K.
Jedli dzialania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

i) (AB)C = A(BC) [ nnosc
ii) (A+ B)C = AC + BC
1 ~ozdirddnosy
ili) A(B+C)=AB+ AC
iv) a(AB) = («¢A)B = A(aB)
) A
i)

T - LA) ©
I, 2N e, -d .
’_“_‘;\\ ~ a 17 A ]

IA A AT

A%
A Awadelon

V1

Wnhniosek 3.1.9. (M, (K),") jest polgrupa nieprzemienna z jedynka. /l >

1
Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz nlech a€ K, 3
r € N. Jesli dziatania sa wykonalne, to woéwczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

i) (AT =
/
ii) (A+ B)T = AT + BT 2
v =2 iii) (aA) =a- AT , ok A a - AR
C > 20
iv) | (AB = BT AT : - = L x 4
T _ T\r o/ ’2.1 E ) . T T
(A): V A) _<A ) A nrcfmouq 2
= N 1%3  3xp
=(A-A) Definicja 3.1.11. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sume elementéw na przekatiiej aiq + azs +
- ,o( 1 .+ Gpyn nazywamy sladem maczerzy?ﬁtl oznaczamy symbolem tr(A)
(A )
A hul oM 0 "
v Przyklad 3.1.12. tr | 2 =1-74+3=-3 }2 ! aCC 5

0 1 - J

Wtasnosci §ladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), o € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace

réwnosci. , e , ,
ya/uw?oncuaﬂ’c nl € YUs2e Pa ehg €A

i) tr(A) = tr(A7) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) 7

iii) tr(cA) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA) ,
Dowdd. 1), ii), iii) Wynika z definicji.
iv) Niech C' = AB = [¢;;], D = BA = [d;;]. Wowczas ¢;; = >, _; aigby; oraz trC =
o > igbgi. Ponadto di; = > p_ biak; oraz trD =" S bigag;. Zatem trC =
trD. O
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fe (A78)= & ( &))<=
S (T (A7) = A (BT A) o
Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M,,x,(K), to wowczas tr(A” B) = tr(ABT) = tr(BTA) = PRy swo )y
. \ / /

(o) e

Dowdd. Na mocy twierdzenia 3.1.13 i) mamy tr(ATB) = tr((ATB)T) = trBT A oraz
tr(ABT) = tr((ABT)T) = tr(BAT). Ponadto tr(ATB) = Y7 | S7\" | ayiby; oraz tr(ABT) =
> > e Gikbik, skad wynika teza. O

Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

4;//%\/
1 ~ / /
agliads >

a) symetryczng, gdy A = AT Qul = a
TS - J oY Pl
b) antysymetryczng, gdy A = —A a > Wsectepalag,,

T =g~ - P
J U* % -

Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy o
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej.\' /
Dowdd. A= B+C, gdzie B=3(A+A"), C=1(A—A")/B = B", C = —C". Ponadto
—Tr . T
BT = [%(A + AT)] =1 _(A + AT)} = 1(AT + (AT)T) = L(AT + A) = B. Analogicznie
sprawdzamy, ze CT = —C. O
a =& _
_ £2 =

1(3) 3 2 T4 =2 Py WG e _
Przykltad 3.1.17. A = @y/() macierz symetryczna e

3707 "

B = macierz antysymetryczna

OL@’ = - %/1/'
Definicja 3.1.18. Macierz utworzong z macierzy B;;, dla 1 <i < m,1 < j < n postaci

B | Big | ... | B -
Boy | By | ... | Bay L:A/\O‘
Bml Bm2 s an
nazywamy macierzqg blokowg. Macierze B;1, B;o, . . ., By, stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, za$ macierze By, Byj, ..., B,,j stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.
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Iz na 2~ '
NSty enlle — 5 M on ‘@J%‘(/ﬁ/%

, J
3.2 Wyznacznik macierzy ved — fmfm'pij .

C e . . oy
Definicja indukcyjna wyznacznika ! A /44 5o
Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslona nastepujaco: —_—— :

o ady n— 1. to detA A= /:“‘AJ “rom),

gay n , 10 de a1y 1 1,

—_— ¢
[ e gdy n>2, to detA = > (D) aydetAy; = e suoma
L = (—1 1+1a11detA11 + (—1 1+2 12detA12 —|—— . (—1 H”alndetAln, ‘ u/'(,,lqu L
gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymana z njacierzy A przez skreslenie pierwszegorhc "oy

wiersza 1 j-tej kolumny. et

Ogznaczenia:

\ \"L/\X"ﬂ\

-1 =
Lo
—5-(;3-):1331 /1*2 ——('-3“),8\

detB = (—1)1+1a11det311+(—1)1+2a12det312+(—1)1+3a13det313 =
~— —_ ~—r

ﬂ"—é}f(—”\_? R
e =" =" D

842 (=6)-3+(=3)-(=2) - (=6) . \ .
| Y S

@3-1-(—3)+(—6)-(—6)-1+8-(—2)-2} — 59

Od@/ﬁmu Com
Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie Hzicierzad kwadratowa stopnia n o elementach z
K.

i) Minorem elementu@iazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n—1 otrzymanej
poprzez skreslenie i=tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;. I —

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a,; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.

e N
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Przyklad 3.24. B=
Ry, = -

ng 11 16 M32 = detB3
Dy = (— 1)3+2M23 =17 N __aow
T TT——

Wfﬂan, @lgp& ~a "oz A
Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M,,(K), gdzie n > 2. Wowczas:

i) Vie{l,2,...,n} detA=3% anDw, = @, S, A Dt s )
—_— : (rozwinietie Wzglqdem i-t€go Wlersza) ~ ™
\

11) Vi e {1, 2,... ,n} detA = ZZ:l aijkj.
- - (rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)
——

Przyktad 3.2.6. B = { Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.

H\'O/‘ng‘/wj

1 4 1 2
detc:o-D;f+2-D22+(—1)-D23:2-(—1)4-‘1 2’+(—1)-(—1)5-‘1 2':—4

Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,

a potem wzgledem ostatniego wiersza.

O(/b‘q \
_ S+4
detC @—1)91\45:_\!4 —4(3Da1 +2D43) =
LN
1

1 31

Wnhiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € T¢(K) lub A = [a;;] €T

detA = A11 +A22 ... Qpp-

detA=5- ( )

detB=10-2-3-(=1) = —60



Wilasno$ci wyznacznikow

A - '
Ay A
Niech A = [a;] € M,(K). Oznaczmy przez Ay k-ta kolumne macierzy A, czyli
A:[Al,AQ,... A] I

\//_,_,LL/

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzeni%
i) detd = det(AT) & Jgn ka2 by, Laplacelns 3

ii) Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to wowczas detA = 0.

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez
4 liczbe A # 0, to wéwezas detB = A - detA.

e

iv) Jesli Ay = By+CY, to wowezas detA = det[Aq, ... [ By, .., Ap]+det[Aq, ..., o Al
B 4 — — —
v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch .23

kol to wé detB = —detA.
. Kolumn, t0 Wowczas Le___e\) 34<___> K
@g’ vi) Jesli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay, = \A,;, dla pewnego \ € K,

to wowczas detA = 0.
O:AL( "9\'/3"(_/ 4601“%"5 Propero)onsl o
vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn. IA;, ..., A1, Aey1, -, Ap €
K: A, = Z;L:L#k A - Aj, to wowcezas detTA=

W viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn
e macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie. ‘ o
Ay e2A (DM

ix) Jesli B € M,,(K), to wowczas det(AB) = detA - detB

L. 6
x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci T Chj )C‘f»o

L o
0 e,
0 2or
gdzie By, By, . .., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogé6t réznych stopni), 0 macierzami
zerowymi, a 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to woéwczas detA =
detBy -detB, - ... detB,. ) [

Whniosek 3.2.10. Q Analogiczne wlasnosci zachodza dla) wierszy.

ii) det(AA) = A" -detA dla dowolnego 0 # A € K < e o LLL)
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N. -
T 3 = Y3
NT/ o = L {/— //L 5 '52 - % S
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Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika

Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami 2 enin,
¥~_—) ‘] . . . . A /
Aw;, A€ K, A # 0 pomnozenie wiersza przez liczbe NIznay,, /4

w; + A w;, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci wﬂ
g————m—)

Przyktad 3.2.11.

3.3 Macierz odwrotna oo I
(v(\ P

Definicja 3.3.1. Macierz B € [M, (K)/nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A € A
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A™L.
Przyktad 3.3.2. . C
0 1 4 )
A= , AT = =7
0 1 O
C

1 cd| |10 _ B ..
AAT =1 & [c d}_{o 1} = c=0A ¢ =1 sprzecznosé¢

Zatem nie istnieje AL —~
e ,\,,-)_)

R
Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy A‘/@/l }
macierza odwracalng.
’__’—‘__/

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.
yP ywamy ja a ¢ <> Wi,

—\> Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie.

b) Niech A € M,,(K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej dopelnien
N

algebraicznych. Wowczas W ( \ - b ‘
4 - v -7 v
( Py : J
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Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza
jej dopetnieri algebraicznych. Macierz DT nazywamy W@ do macierzy A
i oznaczamy symbolem AP.

Wnhniosek 3.3.6. Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienng. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

/Y g@her@( Unear @rouf

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej

1. Za pomoca definicji

Przyklad3.3.7.A:[ 3 5}, Al:{“ b]:?

-1 2 c d
detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.
3a—b=1 {20 dyw nt
AAL - T s 3a—b ba—+2b e b5a+2b=0 I z - V\WC{@('\U
- 3c—d be+2d | 3c—d=0 Tl = dAov
e+ 2d =1 Lo
2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)
—
Przyklad 3.3.8.
-1 AP =7
’ detA
< J
detA = —3 # 0, zatem A jest 6dwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoréw
clementow a;;. Wowczas /
[ | 9 \4 3 4 3 9]
5 3 1 3 15
7 3 2 3 @ [ 6;
M = i =16 3
53 113[(15) L
N— - -
7 3 2 3 27 ) T
a o 4| |3 4| |30 7 ¢ P




3. Metoda operacji elementarnych (metoda W 0? deom . ‘
WNudTH)
Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa. 2 40
o ROVE VLG, [A\I] operacje  elementarne [[|A_1] Oc NNy
lowo-" s _tylko na wierszach! . U
Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz tréjkatna géorna — [ Wy ¥ @ J

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposob uzywania metody operacji elementarnych.

Przyktad 3.3.9.

12 01
o0 -1 2 L,
A=l10 21| 4
oo 10
(1)2 0 1|1 1 2 01/ 1000
|00 -1 2fo 0 0 -1 2/ 610 0 ‘3
"o 21Q0 2 0](C1/0 10 |\wwwkonice
?_001000 0 0 10] 0001 —
(12 0 1[1 0 0 10 00
0(1) -1 0]3 0 0 | witws | O 1o 1 0] tw
00@000 1 0 0 00 01 é‘ﬂ
0 0[=T\2 0 00 (0)2Jo1 o1
I 010 oo 12 00[1 -1 o0 -1
013 0 =3 0 |fo—en |0 1 |-110]3 0 =2 0| wetws
00 0 01 00 0j0 0 0 1
I 0o 5 0 3 oo o01/0 L o !
'1/2_\001—§0—§ 1000[0 -2 1 =3
00 05 0 —5 1| w2 |0100/3 0 —5 1
00 10/0 0 0 1 0010/0 0 0 1
loo0oo01/0 L o ! 00010 L o 1
0 -5 1 e e
Zatem A~! = 3 0 =5 1 ’j’U\ A
0 0 0 1 X
0 5 0 5

Wtlasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M, (K), a € K, a # 0, r € N. Jesli macierze A
i B sa @gga]_ue, to wowczas macierze A~ AT, AB oA, A" réwniez sa odwracalne i

D . L o e T —
prawdziwe sa nastepujace rownosci.

(LAY =L b, Caud,
i) det(A™) = 1 i) (ad) =147 A ) A= der T = ptk (A~ A) J
i) (A=A ") AB)”:B LA~
i) (A7) = (At W) (a7 = (Al)’"j . =(der A (dhAa~) =D I
33 m//\,/)( - Jek p = dMA
‘/\ W ) - (A ) - oy
G dl/@ﬁ(/ Q wz‘*’ { ) M”) VUH)
- @ ) olgs Vnd



Twierdzenie 3.3.11. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna
By 0 ... 0 g

0 By|... O
postaci A = {\2_& , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
0 0
B0 ... 0
0 By ... 0
odwracalne sa macierze By, Bo, ..., B,. Wowczas A~ = .
0 0 B!
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Macierz odwrotna. Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady rownan liniowych

-
Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
X1, ..., T, 0 wspoOlczynnikach z K. N~ "
1121 + a1 + ... + a1, = by
911 + Q999 + ... + A2nTy = bg

s aij,biEK,ie{1,2,...,m},j€{1,2,...,n}
Am1T1 + QT2 + ...+ Ty, = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspotczynnikami uktadu, za$ liczby b; wyrazami wolnymi Jesli

b = ... =b,, = 0 to uktad réwnan nazywamy_j/eww. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€ {l1,2,...,m}, to ukltad nazywamy niejednorodnym. —~—

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (71,72, ---,7.) € K™ spelniajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy
doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, zas uktad posiadajacy nieskonczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.
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A
. ﬁvm \
Przyklad 4.1.1. / yo " L ovbyen

— Nl wm/C
r—y = 3 r+y = 5 r+y = 0 W?M N
2c+y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
AY AY AY = 3
X 1 | 1 k(27 P
N ﬂS\ 3(’\))\3

AN > >
\ \\) \ X
uklad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny

Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX =
B, gdzie

aylr Qi ... Qip 1 bl /\ o)

921 929 ... QAop ) bg
A= . . . X=1. B =

Aml Am2 - -- Qmn Ty b L‘J ﬁ
macierz kolumna kolumna 5 2A™) 4__/,/—]
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych ' P_/

Przyktad 4.1.2.

T+ 29 + 21‘4 =1 1
T1+ 29 —24=0 =4 = 0
T1—To+r3—24=9 9
- r“prm\’n: (l,umkﬂc Veoiyg —_—D A"/Y‘f‘ ’
Uklady Cramera Az (s fo N iddo /WUOM ' woad k09
Definicja 4.1.3. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad rownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera. et A 40 O ? b A
Twierdzenie 4.1.4 (Cramera). Uktad Cramera jest ukladem oznaczonym. 775
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A, mamy X = A~'B. O A K=
Whiosek 4.1.5. Rozwigzanie ukladu Cramera ma posta¢ X = A™'B. Mozna je rowniez | J
znalezé za pomoca wzorow Cramera M){ A

_ A det
(‘(\//9\ \\)“MA Vie{l,2,...,n} xi:i@ s
‘ R + % det
gdzie A; jest macierza powstaly z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna
wyrazéw wolnych B.
y y x Y

x-n'3



T1 by
T2 by
. _ | TR _
Dowdd. X = =A"'B=5D"B= =Dl | .
T b
a1 ay j—1 by Qa7,5+41
21 a2.5—1 by ay J+1
—_1 §yn 3 _ _1 k ’
Stad z; = 357 et biDij = 3oz : .
Gn1 Qp,j—1 by Apn j+1

Przyktlad 4.1.6.

3r—2y=2>5
Uktad { %+ Ay =
3 =2
V[/—det[2 4}

Metoda eliminacji:

Yy = %x 2, zatem 2x + 4(

—2)=1,skad 2 = 4 oraz y = —

1 Jest I‘OWI]OW&ZIly réwnaniu

Rozwiazanie rownania macierzowego:

X=A"1'B, A
detA =16, D =

c-[5]-4

Wzory Cramera:

E HE
2]

W = detA = 16 # 0, Wx:detAlz‘

Wy__l

x:W:m’y = T 16

Whniosek 4.1.7.
ZEerowe T, =

ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.

Przyktlad 4.1.8.

Oz +0y =0
Uktad { 0z + 0y —

Uwaga 4.1.9.
ke{l,2...

ii) JeslidetA = 0oraz detA; = 0 dlakazdegoi € {1,2,...

lub sprzeczny.

ERTN

=16 # 0 = uktad jest ukladem Cramera

e
16

Q1n
Q2p,

ann

\ ;%\/‘L- @

a@A D
Ao 42] [ 42][5 ‘—zgn*
—2 3| 6| -2 3 1 A/v ’
11 7 \/2’
=35:Y="15
5 \-2 3/5
1 4 ‘ = 22, Wy = detAQ = ’ 211 ‘ = —7,

i) Mozna wykazaé, ze jesli detA =
,n}, to uktad jest sprzeczny.
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5 jest uktadem sprzecznym. Ponadto W =W, = W, = 0.

i) Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie
.=z, =0.

0 oraz detA, # 0 dla pewnego

,n}, to uktad jest nieoznaczony



A —nic [o)k

Rzad macierzy L. rown? B Yisadra fouq

Definicja 4.1.10. Niech A = [a;;] € Myxn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z
macierzy A poprzez skreSlenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.1.11. Rzedem macierzy A € M,»n(K), A # 0 nazywamy najwiekszy stopien
jej niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest rOwny zero. i

(n)

() < mink. ) ")
<
Przyklad 4.1.12. ATz xg
51 3 .
A= cr(A)<3, | 03 —1|=-50%#£0,7(A4)=3 IR, = e IR ke R
B= 3‘_’1 3‘_ 13’_‘4 12’@ U/'“f’ﬂﬁg“f
- 12713972673 9 P :
L 2l I4)
4 ‘421 1; :‘g 2@7»@:\1; Moima zauwazy¢, 7e ks = 3k.
. 1 i
C = 01 7':0,316 #0,7’( ):2 ij\'oum 0
|) -ha)\é
(i ; U\.\J\ﬁfljj r\ﬂtfeicr‘),—ezf’foﬁ Z,dél
D=1]2 2 2|, r(A)<3 ws= 2w, ws = 3wy, r(D)=1 /
33 3

L Ly ,b —= J N _\/L] v
Twierdzenie 4.1.13 (Wlasnosci rzedu macierzy). Niech A € M« (K). Wowczas

i) r(A) =r(AT),

%« ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.

Dowadd. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. [

Definicja 4.1.14. Macierz A € M,,«,(K) nazywamy macierzqg schodkowq, gdy pierwsze
niezerowe elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja
si¢ w kolumnach o rosnacych numerach. Ponadto|przyjmujemy, ze macierz o jednym
niezerowym wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

Przyklad 4.1.15.

" 1 3 1
2 1
B = 6 1 2 /}/oor\fyéy 4
0 0 (15 7 c
3 schodki to nie posta¢ schodkowa - cba o/

><Q ’ /“ J%{‘(W Mﬁu‘cl
%) el P. dch°disa
Y5
v (o) <4 o
5 ? Qous ecduced

@@ﬁ? echelon 0(, o



Twierdzenie 4.1.16. Rzad macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej niezerowych wierszy
(tj. schodkow).

Dowad. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna géornag nieosobliwa. [

Przyktad 4.1.17.

D= 2§§ 18 ])éi’l“{(l)
~l4]6 89 3 (D)<Y
4|7 7

4
7
9
8 3
1
0
0

1 2 3 4 5
wo —2w1 0 —1 0
D w3 — 24’11)1 0 -7 =17
Lo \ -8 —17
Twierdzenie Kroneckera-Capellego ©o o0 o
Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x, . .., z, o wspolczynnikach z
K postaci AX = B.
a;; @iz ... Qi by
. a1 G2 ... G2, by .
Macierz U = [A|B] = | . ‘ . , € Mpx(n+1)(K) nazywamy macierzq
A1 Gm2 - OQmn bm

uzupetniong uktadu AX = B.

Twierdzenie 4.2.1 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Dowdd. Oznaczmy przez Ay, ..., A, kolejne kolumny macierzy A. Uktad rownowazny jest
rownaniu 1A, + ...+ x,A, = B. Uklad posiada zatem rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy kolumna B jest kombinacja liniowg kolumn A;,...  A,. O

Whiosek 4.2.2. i) Gdy r(A) # r(U), uktad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od
n — r parametrow.

Przyktad 4.2.3.
r—y+3z = 5
doe+y+72z =
dSr+2y+8 = 4

oo
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|
L detA = 0 oraz ’ # 0, zatem 7(A) = 2

L 3 5] 4, [1 -1 3] 5
U e, 5 o—5| 12 == | 0 1| -2
vt o) 7 721 (e | o 1| -3

r(U) =3 # r(A) = uklad sprzeczny, brak rozwiazan
/) ‘

v C e 2’ . . . . PR T &»
2% Algorytm rozwigzywania ukladéw réwnamn liniowych
~ (A)F () /

1. Jesli 7(A) < r(U), uktad jest sprzeczny.

O« J('O//tj Doz =2

J

(A7 () SPMMT(/

i ermozly vy S Qmé‘j o 4

. (]’ NI P ove An /w
2. Niech 7(A) = r(U) =r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy 4 (deqcy

réwniez minorem macierzy U). Woéwcezas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (rownan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

—> 2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktorych wspélczynniki nie tworza M,
przenosimy na strone wyrazoéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne
niezalezne). Uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — r parametrow.

Moéwiac doktadnej r sposrod niewiadomych oznaczanych o}, ..., z! zalezy od pozostatych
n — r niewiadomych z]_, ..., x),.
) bR = =3
J m
Przyktad 4.2.4. N

20—y =7
3x 4 2y[— bz\ = 4

4dx + 5y + 13z o A
q M nbl W
-1 3|7 a

\L
2
—[AB]=|3 2 -5|4],r(A) <3, U \M[\/(mzz,;y(@o)
4 5 —13|1 ¥
D2 3|7 -1 2 3|7 _
Utk T 3 5l | e g, 7 118 e{_é 3 ‘?12} v<m=3
zmzenne@ Z§5—{4 _13 1 w3 +dwy
12

LJ?‘L—O Nb: 3«/& U
—y T 2w = T=32 1727yl [7-3 Mo W -1
79::1%1“]3[ 07Hx]_{18—z] DRy T

‘ 0 7 ‘ # 0 minor niezerowy

18 "1
T 13 " 20

uklad nieoznaczony, rozwigzania ¢ y = —= + T2
zeR

(5% M/&(&Mu, 2zaley A

od N pacaomnehic
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xﬁdw

Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy réwnowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbior
rozwiazati. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza zlozonego z-
~samych zer lub skreglenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych réwnych) nie zmieniaja
rzedu macierzy U, zatem prowadza one do rownowaznego ukladu réwnan. Ewentualne

\, przestawienie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.
L DrAERAN e

0 - X HO N §
+Q 7z =0
b 7S Ao

Dokonujac rownowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz

U = [A|B] do postaci A) B
— N
81,r+><-- Sin | 21
5] — 2 N
Srrtl - Sig)| Zr
010 7 ... 0 |z |

/O~>< r0 -y

K_\ﬁ 0 ..
Jesli 0 uktad jest sprzeczny.

——

jest x; = z;, dlat € {1,2,...,r}.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz/r = n,l uktad jest oznaczony i jego rozwigzaniem

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz|r < n,Juktad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja
c T PRJen t

M‘ﬂd NU(\A )

0 .2:=5 5})%&4(;/. j\(jmﬂo Youndani'¢

/)f@%né
o a/[,lzao(/

0 }9 mw.z,:j

postac Jak yye me /7’Uo‘4/\
4] [= ST T
Tl =] S1,r+1 S1,n Ty
.Z'; 2 Sror+1 Sr.n x%
A ( \%) =4
Przyktad 4.2.5. ?)XL‘ g CM) < $
$1+2$2—$3—$4 =1 < b
(E1+l’2+$3+3x4 = 2 NCA) - \»0@%
3r1+dx9—23+714 = 3 V\/LQWMO ”‘;\W\tﬂmv/
112 -1 —-1]1 1 2 -1 —-1]1 2 -1 -1 1-‘ |
U= 11 32 == -1 2 41| == -1 2 4| 1
3|5 -1 1|3 ] "™ -1 2 4]0 L0 0 0 0f-1]
Rownanie Oxy 4+ 0zo + 0x3 + Oxy = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.

—

\|
® X, +2lvw, vy

Lj

— | —_—
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n(h)¢S
(W) €5

21 -1
0f-3
0 3

€ Ns
Przyklad 4.2.6. A € ‘/\ 5(\%) W b$£
20 +4y+92—5t+6u = 13
r4+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+7z—11t+2u = 18
dr + 8y + 192 — 15t + 11lu = 20
—%x—y+z+3t+2u = —g
Cly@49—5613 @24—425
-1 2 4 -4 2| 5 4 9 -5 6|13
U= 3 6 7 —11 2| 18 | &, 316 7 —11 2|18
4 8 19 —15 11| 20 l_2'w5 418 19 —15 11|20
\—%—11 3 2]-2 1\2 -2 -6 —4] 5
- /’_’_—W -
P-4 240 1 4 -4 2 2|5
0,0 1 3 23]
T kezaks 0 (D) 3 2 03| fostsw
00 =5 1 —4|3
1 zmienne Xxztuy O 5 1 —4 0 3 w4 —3Wws
Ws =2, | 00 3 1310 — lo |3l 1 3o0lo
40062 =6104——
_1 - y Z 4\1 W M
0 = 1 4 -4 2 215 i
—1)wq 3Ky
01 3 20|3
L -0 , zmienne X ut)y
Hlu=dovs] o | 00 30 Q) Z
(14 2|-4 2|57, 4 21-4 2|5 , 1 400)-%
3W3 w1 —2w3 e
012 3 23|00\ 2 223 p— 0 |0 3
A 0\9_}3 §f~/0a9 00 3 03 001 3
- 4 .
do > - 1A0)0] 0 2] 11] 1\‘) e —
— 010—%0—3 p
001 3 0 3
= X ZW kM
11— 2y
xH2y =11 -
5 ; 7 : : —3+ 35t
rownowazny uktad ¢ z — %t =— rozwigzania B ity
84— 3
(e 3 7t ER Q
r(A) = r(U) = 3 <t n == 5 nklad nieoznaczony, nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych
od 5 — 3 = 2 parametrow
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Uwaga 4.2.7. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny,
\,\/\/\/\/\/

lecz nie jest dowolny.
o

Przyktad 4.2.8. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwigzaniu
uktadu réwnan.

r—3y+z—2s+t=-5
20 — 6y —4s+t = —10 ?)7‘7
22+1=0
-3 1 -2 1] =5 1 -3 1 -2 1]-5
U= 60 -4 1|/-10 22109 02 01 0“
| 02 01| 0 — 02—+
o 21 —5} ri=r(A)=r(U)=2,n=>5,n—r=3 parametry
o\t) o] "7 AN

'z sk s ,
ne sposrod pieciu mozna wybraé na (3) = 10 sposobow.
Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry
l k17k3 ’ ;y787t__]_ B
k1, ks {y, z, s} P :
kg,]{fg {.T,S,t} /‘l Mozbhosu
/1 :_,/\:#:O k27k5 {I,Z,S}
N x, Y, t}
45 V5 {iL‘, Y, Z}
kg, k5 {.T, Y, S}
Uwaga 4.2.9. W przypadku gdy uktad réwnain AX = B jest uktadem Cramera, wykonujac o ( (4 ¢
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupetionej U = [A|B], sprowadzamy te ) AL
macierz do postaci [I|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwigzaniem uktadu. :
11X A W €M
A ] operacje ‘elementarne [I ] -
@B na w1erszacli A € H ~ ()R)
® )

Przyktad 4.2.10.

z+y+z = 3 WA £ 0

2r—y—2z2 = 0
r+3y+z = 5 /
] 1 1 1] 3 11 1/3 ‘{(AJ =N
[A|B] = weton | o) 3 3| -6 Llo@n |2 | e (]
| Lol 20| 2 (gw 0 EJ 01 e
] 11 2 1 @ 0 )
w0 @) 1] 222,10 T o0 -
w2+w3 (—1)-ws % -
00 —1|—1|"""™ o001 _
. = /y =
uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie xr =1,y =1, 2 =1 15 2=

¥+j+z,‘/} lﬁnglj'z'.’s""/l =/

\j‘bz:% 43 [y:-zvz:i cm—"
y — gL = =/ ——ﬂz-/\'>
o~



Przyktad 4.2.11. Okresl ilo$¢ rozwiazan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

vl vy + 22 + (p+1lws + (p+3)ry = 4
(vm*-“c? L) 20y + 4z + (2p+4)zy + (Ap+6)xy = p+15
p+1)zy + 220 + (p+Dzs + (p+3)xy = p+4

T 4+ 23 + (p+3)zz + 2p+2)xy = 11

@ 2 p+1 p+3 4 'mp+3 4
U— 2 4 2p+4 4p+6|p+15 | we—2uw 00 2 2p |p+7
p+l 2
L

p+1 p+3 p+4 w3 —w2y ?p)o
p+3 2p+2| 11

2 p+1 1 p+3| 4 4
k1 za ks 002 0 2p |p+7 | wiw p+T
zmienne Xg X3 X1 X4 0 0 D 0 P D
0 -Pp

(._2_J 0 p+1 7]
Whioski:

Dlap e R amy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uklad jest oznaczony.

skad otrzymujemy, ze(r(A) =
Zatem uktad jest nieoz
Posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Geometria analityczna w R? IR&; R >R % IR
5.1 Wektory w przestrzeni Y
- ywp (49:2)

R3 = {(z,y,2) : z,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (x,y, 2), gdzie x,y, z to wspolrzedne punktu * O%= T_)“o‘ TR

I A R
e zbiér wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP = [z, y, 2],
gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora —_—

zbiér wektoréow swobodnych a. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektorow (\7/_ 4.k J
} 2
zaczepionych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez’(_)_7 [0,0, 0] wektor zerowy. / /7 /7
Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, Uy, u,], U= [0y, vy, V], X € R. >

U+ U= [ty + vy, uy + vy, u, +v;] suma wektorow (W

AU = [Aug, My, A iloczyn wektora przez skalar / —

—U = [—uy, —uy, —u,] wektor przeciwny do @ 2w

U—U=u+(—0)=u+(—1)-U roéznica wektorow K=2

AZ AZ
A

[ _— A /3"7 U+ (-V)= W
\/:j ?@’ v

-

7 -2 ’
(K /
T {a*ﬂ — —>

Dtugosé wektora
Oznaczamy przez |u| dlugosé wektora u. Jesli P, = (x1,y1,21), Po = (22,2, 22), to
wowczas - -

—_—
@ [$2 — X1,Y2 — Y1,%2 — 21]7 |P1P2| = \/(952 - $1)2 + (yz - y1)2 + (22 - 21)2‘
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n ~ Z

(UC ~ b leA ~

. werso” ~ J
J(alawa-kw 7 R R R w
Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1.0,0],7 = [0,1,0],k =_ J

0,0, 1] wersory osi uktadu wspohrzednych. Wowczas zapis @ = [u,, uy, u,] oznacza u =

Uyt + yj + u.k. Ponadto |i] = \/uZ + uZ + uZ. N ~ .
T Uy Lhoo) v uy - Tot0) + Uy Loo)

Wiasnosci dlugosci: |@] =0 < @=0, |\-a|=|\-|d|, |@+7 <|d+ |7 =
gosci: i A~ = |A] - [d] |\,_\_|_"| | \|\| =Ly 00) 101uy.0\
NN oS¢ Jmo;lu;h\

e TN
Wersorem niezerowego wektora @ nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co + L‘olol u &)

. Oznaczamy go u. Oczywiscie 1 = ﬁ - .

i,

— =S A

Jesli 4 = [ug, uy, us], to u = [ﬂ? it ﬁ} oraz

N
, AL A sk
(\}wo,m\owuc 2 u? u? 1 2
WY i =y L = f2 w2 a2 =1

we @? " jap " qap - Japvee T TR

Jesli wektor 4 = [uy, uy, u,] tworzy z dodatnimi polosiami ukladu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kqgtam: kierunkowymi, zas wspotrzedne wersora

Uy Uz

u, czyli liczby cosa = &, cosff = %‘, CoS7Yy = {& nazywamy cosinusami kierunkowyms
T———

— ~ P
wektora u.
z

— \G / Y
Ay

Cosg = M)g

L I ¥
CO)?,’/(\}«j X

lloczyn skalarny . \
Oznaczamy przez £(u,v) kat miedzy wektorami u, ¢, Przyjmujemy, ze nalezy on do
przedziatu [0, 7).

<
N
N

Definicja 5.1.1. Iloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektoréw @, v nazywamy liczbe
= |ul-]0] - cos £(4, U). Oznaczamy ja symbolem @ o v. Gdy jeden z wektoréw jest zerowy,
swel@’ przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0. _

pre ™

= 2osobng .

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [u,, uy, u,|, U = [v,,vy,0,], to wowczas @ o U = u,v, +
UyVy + U V.

Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,—1,1] =1-244-(-1)+0-1=-2<0
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwa

|
Oas

- —— )

[ = =\ — )
£ KOOy Clom) dwine,

g
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Twierdzenie 5.1.4 (Wlasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow u, U, w prawdziwe sg nastepujace rownosci.

doi=7oi z defeq AR AR R
=

2 1
U My Uz

— — —|19 . ) )’
wou = | Kwad o oS O (u,o(\/u

(
(@4 V) oW = (doW) + (Tow) rnoeda ctrasd

v laod <lal- 10l Go | cos<|g A
vi) U#£0,0#40,do0=0 = 4 L0 I'Mquo l,\?lﬁ/o (\/V"’UZ:'D
Dowod. Wynika wprost z definicji.  [J _ —
°< e(_o“ﬂ) B OOO(/ O
Uklad wspélrzednych =L
'S
— —b—'

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem ukltadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
AZ AZ o
&@ 5 wla
? e @
X g dLo v

WA e

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (ﬁ, U, @H) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli

v Uy Uy Uy

N Uy vy vy | >0.

Ly e wy s

Iloczyn wektorowy ~
Mt AN

Dwa wektory w, v nazywamy wspotliniowyms lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w //7

2 . S _, | —
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas 4 || v.

-_ (Wb\uno‘tﬁzoo‘(’ d«/’\’oij
Definicja 5.1.6. lloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow N
i, U nazywamy wektor w taki, ze: -'T — b“"\”odj
_b
\4\'01\»"5\"' i) o L, w L, (_M*‘\/) lo
\C\ lnna Pﬂ,@ Ary” -
2o i) ] = | - |71 - sin £(3, D), (V&
M v\’_, %
v elo™



wot\/
iii) orientacja trojki (ﬁ, U, w) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

Y

v

Wektor o oznaczamy symbolem o x v.
Jesli =0 lub v = 0, to przyjmujemy u x v = 0. \LoWt

~ N ~ ~ Lo‘.(cv-t z@ . A
A PI'ZYklad517AZXZ:'] Aq AkX]f:AO A/: o o ;é——‘ £ L
k ij—k' k‘:’ kxi= j, jxi:_k7 kxj:_i7 ZX]C:—] A o
N “ T - - o /\)
L l:.ii_—
Z

Twierdzenie 5.1.8. Jesli @ = [u,, uy, u.], U = [vs, vy, v;], to wOWCzas

<

R Guk v . D Wehory %
Acmno¥ € one et
o C//\}’L'L Vg Uy Uy | j L J — j g 4 ‘/L —J

L/f Oa)

L,a 1 «7) LWV’D’ N

e . U, U u
Dowdd. Niech @ = [ L , v } Uzasadnimy, ze @ ma ten sam
vy U, Vp U, Uy Uy
kierunek, zwrot oraz dtugos¢ co wektor u x v.
: - " . . L U, U Uy U
Zauwazmy, ze W L u oraz W L vU. Istotnie Wod = u,| Y | —wu,| T C|+
vy U, Vp U,
Uy Uy Uy
Uy Uy
Us| o | T U Uy U = 0 i podobnie w o v = 0
v Uy U
Ponadto || = |@ x ¥], bowiem|w]* = + (v, — vpu,)? + (ugy — vpuy)? =
— 2 2 2 _ |72 -2 — N2
_(um+uy+uz><vm+vy+vz) _|u| |U| —<’U,O’U) -
2
= [@|? - |o]? - (1 — cos® £L(@, 7)) = :
Jesli i, U sa niewspotliniowe, i - 0] - sin £ (u;4) # 0, skad wynika, ze || > 0.
Uy Uy Uy
Ve vy U, | =w Uy w? + w2 + w? = |w]?
:r; y z | = Y Uy _ Y ’

mie O[ro Vg Za/‘@. /

Wy Wy W,
Jak zaobserwowalismy |@|? > 0, wiec trojka (@, 7, @) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych. [

Przyktad 5.1.9. Niech 4 = [1,2, —3],v = (3,4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a
= [22, 14, —2]

I/

XN R o L
Ix =123 | = 10i + 4k — 9j — 6 + 12/ — 5j — 22i — 14j — 20,
\5 - _/

_3‘+/2:

by 0%
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Twierdzenie 5.1.10 (Wtlasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, W prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

Reguta prawej dloni:
AZ

A =T 1T 0t = @RV ] “%w -
/
Uwaga 5.1.11. Pole rownolegltoboku rozpietego na wektorach o, ¥’ rowne jest |t x . L\ s
‘—)
(W

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech 4 = [uy,u,, u,], ¥ = [Ux,vy,vz] = [w, w,|. Iloczynem hind = Tj
mieszanym uporzadkowanej trojki wektorow @, ¥, w nazywamy liczbel(x0)ow. Pznaczamy i \
ja symbolem (71, U, 117) e AV

A wbo!

Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [uy, uy, u.], UV = [vg, vy, V.],0 = [w,, w,, w,]. Wowczas

Up Uy Uy

Wy Wy W,

Uy Uy Uy Uy
T z T Yy
Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objetosé réwnolegloscianu rozpietego na wektorach o, v, w rowna jest
h

(@, 9, ). N
Dowdd. Niech a = £(¢ x ¥, w). Poniewaz V = P, igz |t x U] - h oraz cosa = rar» zatem
= | x 7] - |W|cosa = Wo (@ x ¥). O L]
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Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2), B =,(5,1,3),C = (3,-1,2),D = (1,3,5) / >
leza w jednej plaszczyznie? ‘ ey - ‘

Punkty leza w jednej E}asz_cgyz’_n%e wtedy i1 tylko wtedy, gdy objetos¢ czworoscianu

rozpietego na wektorach AB, AC', AD jest rowna zero.

’_\-—
— — —_—
AB =[4,1,3], AC = [2,-1,0], AD = 0,3, 3]
Eaaai 4 1 3
—_— —— ——
B.AC, A ): 2 1 0|=-124+18-6=0
0 33 '

Punkty sa wspolptaszczyznowe (komplanarne).
WePYIpIasataylon

To 401?
p LU

N gleé-.
= J;»){P —> —2 \OV\C /
@39 )= W) el
=2 20 — (a7 a7 ) — (47 a7 a7 , > —> ~5 7 2z
(D@EsD=-EEH =030 (5 Gy = (veg)o = We (Frd

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw ., v, w, @ prawdziwe sg nastepujace rOwnosci.

| )
iii) (7+7,7,3) = (@,@,d) + (7,0,8)  rorok/tnaic U —
iv) | (@, 7, @)| < || - |#] - |w vV wW Al
) I( )< Ja] - o] - | gt -
Dowdd. 1), ii), iii) Teza wynika z odpowiednich wtasnosci wyznacznika. VoW A
iv) Niech « to kat miedzy wektorami @ x ¢ oraz w. Wowczas
[(@,5,@)| = [ x 41 - ] - | cosal < [ x 7] - | < |al - |41 - [a]. O

5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R? ! / 2
4{/ ;
Roéwnanie ogélne i normalne plaszczyzny #
— 'P: (ﬂj/ 2)
Niech Py = (wo,%0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas n = [A,B,C] # 0

ustalonym wektorem. Waéwcezas zbior i

N T €T <=>

do €Ml

W:{P:(xyz)ER‘Q"P_])DJ_ﬁ} — 7 P >
T JE/-W 6 =Pt - ‘L’ v
jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i prostopadla do wektora n. Wektor nl
nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny . B ‘
A C) 2 ’/(%\3\%) (2 4’(”0\3"3’9
P

Per e PPon=0< A(r —x9) + By — +C(z—2) =0 — -

_,()?‘ ,‘/(\,_‘)),_,QJL,(\,QM %?P = L%e Yy zv@)
Roéwnanie normalne: 7 : A(x — z0) + B(y — o) + C(2 — 29) =0

Roéwnanie ogdlne: s :@x + 7@ +D =0, D=—Axy— By, — Cx
“ / S U

(«) 1/\/\& \1(5 \C>
A % 50



Przyklad 5.2.1. By =(1,2,5),n=1[1,-1,3], hen,n L n, 7m =" ‘\

=T
R . — a . — — — A 1
777@ \(iNi) —i— (y 2)@(zj iiowname normalne )
Co

_ -~ _ -5
m: x—y+ 3z — 14 = 0 réwnanie ogdlne ?/@ A\tj /L\‘Z ]

zﬁ
Roéwnanie parametryczne plaszczyzny - //7

— - I/
Niech Py = (Z0,Y0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas d@ = [ay,ay,a.] # 0,

b= by, by, by # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ ¥ b. Wowezas zbior
2 ﬂrﬂﬂn

r={P=(z,y,2) ER®: 3t scR| PP =1td+sb}

> jest plaszczyzng przechodzaca przez punkt F i réwnolegta do wektorow d, b. Mowimy, ze
wektory d, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

P~ wf\\*j) Chbersho bay wﬁw bk Sby 2.0
' POP_ta+sb<:> T — To,Y — yo,z—zo]—t[ax,ay,az—ks[b by, b.] -
A = - :

b m)\L@ iy w0 n)

R R Rownanie parametryczne: 7 :

-

Przyktad 5.2.2. Napisz réwnanie paramei?ryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownoleglej do osi Oy. j

—
AB = [1,4,0] || =, j—O,l,O]||Oy:>j||7r Aer

05 —1+t
T 1fs =14+4t+s ,t,selR ‘
0 s _4 m

Inne réwnania plaszczyzny

Rownanie postaci mWizie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne /\(Z //(QO‘O
przechodzaca przez punkty (a,0,0),(0,b,0),(0,0,c). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe C (060

— _ _
plaszczyzny. AD :L ~ah(‘”0) /‘TZ’L‘@L@ GJ ~ :
Roéwnanie plaszezyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty L—A
Py = (z1,y1,21), P» = (22,92, 22), Ps = (v3,y3, 23) ma posta¢  —ov >V Lov = A A C
W = [ be, ac, ab | ’
Lo f(-l/ll 0> (X @> ﬁc( 4’0) o -

r—r Y-y z—=2
T | Ta—2x1 Yo—y1 22— 21 | =0.
T3 —T1 Ys—WY1 23— 21

SN N
Istotnie, poniewaz P\ Py =[xy — 21, Yo — Y1, 22 — 21), PLPs = |23 — 21, Y3 — Y1, 23 = 21
L = =
oraz n = PPy X Png—i_ m, zatem
7={P=(x,y,2): PP L i} ={P=(v,y,2): [t —x1,y —y1,2 — z1] ol = 0}.

o1



J{c

‘A \3@#5 Niech 71 : Ajx + Biy+ Ciz+ D1 = 0, my : Asx + Boy + Cyz + Dy = 0, gdzie

5.3 Prosta w przestrzeni R3

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

0

Niech Py = (xo,y0,20) € R* bedzie ustalonym punktem, zas d = [ay,ay,a.] #
ustalonym wektorem. Wowczas zbior

[ ={P=(2,y,2) €R®: BP|a}

jest prosta przechodzaca przez punkt P, i réwnolegly do wektora a. Wektor @ nazywamy

wektorem kierunkowym prostej [. [ I _
ey Y Jo, =T o = kg
—! 9=Jo ) L )O.Jcr@b '%@O

Pbel & dteR : BP=ta

Rownanie postaci [ : Y = Yo , t € R nazywamy rownaniem parametrycznym
prostej [.

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢ otrzymujemy réwnanie postaci [ :

= L0 — ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej .
7 e e _—
/"\’__————/ ) Han iy, P

—~ =z (KP4
Roéwnanie krawedziowe prostej i~ * %// 4/

7&7‘7 N

A2+ B2 4 C2 +£0, A2+ B2 + C2 # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi plaszczyznami. Ich  /
czeScla wspolng jest prosta [ = m N . ﬁi
Pel & (Pem APem) T

/
Roéwnanie krawedziowe: [ : { i;i i g;z i g;j i g; z 8 ’ K‘/

Przyktad 5.3.1. Napisz rownanie prostej | przechodzace] przez punkt Py = (2,3,1) i
rownolegtej do ptaszezyzn m @r ’, F232=0,m, @@ +1=0 —

Oznaczmy 7y = [6,—1,1] L my, s =[1,3,—2] L my oraz d =iy X 7iy || .

R . R — - Tin KT\

i k| on# be a r=
Wowezasda=|6 —1 1 |=[-1,13,19] orazl: < vy ,t€R.

13 =2 2

9y
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 8
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ...cccovvvvviiiiiinnns

TEMAT: Geometria analityczna w R3- cigg dalszy
6.1 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych
Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech 71 : Ay + By + Chz + Dy = 0, nii = [Ay, By, C1] # 0,
To @ A2I+B2y+CQZ+D2 == 0, 7’;2 == [AQ,BQ,CQ] 7é 0.

A B o, 117"
A2 B2 C’2

A1 Bl Cl

Niech A = |:A2 By, Cy

m\\ﬂ:;,ﬁ———cz— P T fonechert
Gdy r(U) =1(A) = 2, plaszezyzny w1 jf 7 przecinaja si¢ wzdhuz prostej. — ¢ ﬁ/(y depy
W szczegolnosci moga byé prostopadle. (Y\;’/:B o= 1 o 70
G

m—n =
mlm & nyLng <:>7'I?10’I’72:O
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Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ rownolegte. |k < @|b< @xb=0.
Woéwezas albo [ =k, albo INk = @. —_— e 94“ LC

Lou =9

Gdy mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste l i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory
-

Ple,&',g leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas | i k maja jeden punkt wspoélny tj.
[Nk ={P}, e

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
s

stwierdzeniu, ze wektory P, P, ad, b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowcezas [Nk = O .

—_—
Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy (P1 P, a, 5) # 0.

Q/f\\,c:@
J

X
Katy A (\Td« 7@ éé Cb{“—

Definicja 6.1.1. i) Kgtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty, Cﬁﬁ@ o )
gdy proste sa prostopadie) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi ‘
e e
tychze prostych.

,OWY\(/

l28a 22 ra,
ii) Kgtem miedzy dwiema plaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny Z(/aié@
sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze (et
plaszczyzn. Lo ) >holoddag )

/—*7%/\—,7/



/T\/\Ligp‘B o

i) Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne m nazywamy punkt
C_)T )

Definicja 6.1.2.

P’ € 7 taki, ze PP" 1L .
M/

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq [ nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP" 1 |. 7 I }/ 5

Mozna zdefiniowa¢ rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o Jf »
[
A

‘/,-.—-""4) Y\ g T /w

- NIV Ve

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora o, o ktorym zaktadamy, ze nalezy do

plaszczyzny zawierajacej P oraz [:
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Przyktad 6.1. 3 W znacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

,t,s e R.

Niech k bedzie prostg taka, ze k L 7, P € k.

u=10201|m =031 |~ A=(213)en

i ]k
n=uxv Lwx, #=[20 1|=[-3,-1,6], kL7
—~ .2 l131

JteR, 7w =3x—-2)—(y—1)4+6(2—3)=0

: 11=0 {P}=kng="
3(4—3t) +5—t|— 6(—3+6t) =0 ﬂt:L] P'=(1,4,3)

™

Definicja 6.1.4. Kqtem miedzy plaszczyzng a prostq nazywamy kat o mierze § — «,
gdzie a to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta i plaszczyzna sa rownolegle)
miedzy odpowiednio zwréconym wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym

plaszczyzny. —
(L nA /l

)k pero
b= £ (T D

x:2@ LeT ﬁ

Przyktlad 6.1.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ] ,teR Qz\

7
z =2+
a plaszczyzng @@@ 1=0. @ [L (\]W A/

L Y.

= 3,12|1 1 7. Oznaczmyﬁ A(n a),a=7%—f.
“3v0+2 1 r

\/9+1+1~\1/1+4 = Vs 4= 3 — AIceos g \/55’

W o Col N i)
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Odlegtosci

Definicja 6.1.6. i) Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny m, nazywamy dtugosé odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na w. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej [, nazywamy diugosé odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

. P

/ﬂff’m‘” v

Wzor na odleglosé punktu od plaszczyzny

Niech Py = (zo,yo,20) oraz m: Ar+ By+Cz+ D =0,7=[A,B,C] # 0. Wowczas

A —I—B —+ Z—|—D
1 d(Po,ﬂ') | Lo y(|)n| C 0 |
.’E—_.To—l—At

Istotnie, niech k£ bedzie prosta taka, ze Py € k, k L w. Wowczas k : y =1+ Bt

Z2=2zy+ Ct
{Fi}=knm="
At + A0 + B+ B) + Cla+ O+ D=0, 1= —gfmcgsp
d(P,7) = [PyPy| = /(A1) + (Bt)? + (Ct)? = [t|V/A? + B? + (7 = [ArorfutCoutD

Wzér na odleglto$é punktu od prostej

Niech Py = (2o, o, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas
_ “>‘ V/\/
? = ‘“

o7

r’ AN

Lol .



Odlegtosé prostej od ptaszezyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegloscia prostej | od plaszczyzny
7 nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.

| 649 Al = T aT=p

(" Ve i L _ B
HENE d(L “) =d ”J
Definicja 6.1.7. Odlegtoscig dwéch ptaszczyzn (prostych) réwnoleglych nazywamy odleglos¢ = |2,? ,i \
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j. _
4 <

Mozna wykazaé, ze~dla ptaszczyzn réwnolegltych 7 :
w1 Ax+ By + CzHA

b l

1 K

kX

Definicja 6.1.8. Odlegtosciq dwoch prostych skosnych nazywamy odlegtosé dwoch ptaszezyzn
rownolegtych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps. Zalézmy ze proste te sa
skosne. Wowczas

(PPLa) O

d(k, 1) =~ VI
|d x b 2 oot
TO,
2
L
P o
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Symetrie
Definicja 6.1.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalona prosta oraz m ustalong
plaszczyzna.

i) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS =
——

SP;. —_

ii) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €[ taki, ze PA = AP, oraz PA L [.

iii) Punkt P; jest punktem Ef)metﬁznym di> punktu P wzgledem plaszczyzny m, jezeli
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA 1 7.

-—bfj Py = 7;3[5/

? P — ffﬂnalmﬁbu
: O wUto, 22

y 4 o
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TEMAT: Przestrzenie lintowe

7.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,-) bedzie ciatlem, za§ V' # & zbiorem. Niech dane bedzie dzialanie
wewnetrzne & : V XV 3 (u,v) — u@ v € V oraz dzialanie zewnetrzne ©® : K x V 3
(,v) —aGveV.

Definicja 7.1.1. Zespol V = (V,®, K, ®) taki, ze

i) (V,®) jest grupa abelowa, Lodpisgnic welorows
——m
i) Vu,v eV Vae K a®(udv)=(ad@u)d(a®v)

iv) VveV Va,feK (a-f)Oov=aG@(fov : -
ef) "( ) meRang b cvnos

)

)

i) VoeV Vo, €K (a+B)ov=(a0v)® (8Ov)
)

YYWweV 10v=v wn/+Grnaos ¢

v
A e nguts PR CCnia v orcle i

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia

K-liniowa). Elementy zbioru V nazywamy wektorami, zas$ elementy ciata K skalarami.

Przyktad 7.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R" = (R, ®,R,0) }ijfﬁﬂw"\

Dla u = [uq,...,u,),v = [v1,...,0,] € R" oraz o € R definiujem, 5{0

UBV=[ug +U1,..., U, + V], « O u=[aug,...,qu,. w‘/\ﬁ\" “/%
ii) (K™, &, K,®), gdzie K = (K, +,-) to dowolne ciato

Dla u = [uq,...,u,),v = [v1,...,0,] € K" oraz o € K definiujemy ™

WDV = (U + U1, Uy F U], QU= [ U, 0 Uy R

iii) (R¥,+,R,-), gdzie RE = {f| f: R — R}
Dla f; : R —- R, fo : R — R oraz o € R definiujemy A(\J): {J? b ‘%A‘B
3= f1® fo takie, ze Vz € R f3(x) = (f1 ® f2)(z) := fi(x) + fo(x) ‘
oraz fy = a ® fi takie, ze Vo € R fu(z) = (0 ® fi)(z) :== - Ji(x)

lementem neutralnym dziatania @ jest funkcja stale rowna zero.

V) Mpsn(R) = (Myxn(R), +,R, -), gdzie dziatania +, - to dziatania dodawania macierzy

mnozenia macierzy przez liczbe. -
e~ @ @
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x
o wspolczynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 7.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +, -)
i dziatania w przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, ).

u-+v suma wektorow

o+ [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, a,p € K

wcktor
z/tfouj
Twierdzenie 7.1.4. Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech O
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dziatan w ciele @
K. Woéwczas: /\‘SW‘”C/E L f)

i

YoeV VaeK 0-v=a-0=0 @ O
~ v

i) VveV VaeK a-v=0<«< (a=0V v=0)
— 2.5
/,2/ L(\r%l/\yd\(\ytj

L TJVX '\/3 - 23

v)YoeV —1.-v=-v

)
)

i) Vo eV VaeK (—a)v=a-(—v)=—(a-v)
)

VVWeEV Va,BeK (a—p)v=(a v)— (3 0)
)

vi) Vup €V Vae K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)

Dowaod. Niech u,v € V, a, 8 € K beda dowolne.

i) Poniewaz 0+ 0-v=0-v=(0+0)-v=(0-v)+ (0-v), zatem 0 =0 - v.
Ponadto 0+ a-0=a-0=a-(0+0) = (a-0)+ («-0), zatem 0 = « - 0.
ii) Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Zalézmy, ze a-v = 0 oraz a # 0. Poniewaz
a # 0, zatem istnieje ™! # 0. Mamyv=1-v= (o™t -a)-v=a"t (a-v)=at-0=0.
Zatem v = 0.

iii) Na mocy i) mamy (—a)-v+a-v=(—a+a)-v=0-v=0. Stad (—a)-v = —(a-v).
iv) Na mocy iii) mamy —1-9=1-(—v) = —(1-v) = —v.

v) Na mocy iii) mamy (o — 8) - v = (a + (=B)) v = (a - v) — (B - v).

vi) Na mocy iii) mamy o - (u —v) =a- (u+ (—v)) = (- u) — (a-v). O

Niech V = (V, &, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K = (K, +,-) i niech
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.
e m*":j \LO’&(%UQZCK)/C&{HC({;/LJ/

Definicja 7.1.5. Jedli zbiér U wraz z dzialaniami

| ®luww : UXU 3 (u,0) — udv € U Olgxy : KXU 3 (a,v) — a®v € U jest przestrzenia
mniowa nad ciatem K, to U = (U, €B|UxU, , O|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq

lub podprzestrzeniq lintowq przestrzeni V.

wer R LR R
v\\t . U U
R\@\ @ )KL}QA Lnthowi arr)




Twierdzenie 7.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorows oraz @ # U C V,
to wowczas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Vul,UQEU Va € K ul@UQEUAOKQUlEU N(/L\JW)ZL{,VL/V\O\)C

. . . —_——
lub réwnowaznie

dviag, dq )
Yuj,up €U Va,f € K (a®@u)®(BOuy) €U. 7 LLOrrn{,,,l

Dowaod. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z / Z};/ o,

faktu, ze U jest podgrupa grupy V. U

Uwaga 7.1.7. Niech V = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =

{0} jest podprzestrzenia liniows. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie V = \/
_ v 2 Tini P . o

U . V;]Qst pqdprzestrzemad iniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniamsi ?//Oj — [/

niewtasciwymi.

Uwaga 7.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowaod. Jesli U jest podprzestrzenig liniowa, to Yuy,us € U Va € K uy Guy € U A
a®u; € U. W szezegdlnosci —1 ©uy = —uy € U oraz up & (—up) =0 € U. @ OV
—

Whiosek 7.1.9. Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, zas U C V podzbiorem
V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyklad 7.1.10. ang‘(ana [O, /Ij
i) V= (R[0’1]7 + R, ')7 U= (C([O’ 1]’R)7 + R, )
{ - To) — R

U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji ciaglych jest funkcja ciagla oraz

iloczyn funkcji ciagtej przez liczbe jest funkcja ciggla.
i) V=R[z], +R,-), U={f €Rz] : deg f — parzysty}

A1 deﬁ rec Cémip/tm)

U nie jest podprzestrzenig liniowa V. Niech f(z) = 2* + 2® oraz g(x) = —z*. Wowczas

(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U, ale f+g ¢ U.
iii) V= (R, +R,"), U= {(xy,zt)€R4 20+ 2—-3t=0Ay =0} R *IR x IR ¥ IR

0 -2
U jest podprzestrzenia liniowg V. Skoro z = 3t — 2x orazy = 0, zatem dowolny element

u € U jest postaci u = (x,0,3t — 2z.t). Wezmy uy = (24,0,3t; — 2x1,t1) € U, ug = 0{“4
xo, 0,3ty — 2x9,t5) € U oraz o € R, wowczas Ao
U1+U2:(131+$2,0,3(t1+t2>—2(I1+I2),t1+t2) € 7 OL{, WO//LCO
oraz au; = (axy, 0, a(3t; — 2xq), aty) = (axy, 0,3ty — 20z, aty) € U < Z(/
Ozn. iv) V= R[], +,R, ), U 4 R[] |= {p € Rla] : degp <n}.
Przyjmujemy, ze deg 0 = —o0. Wowcezas U jest podprzestrzenig liniowa V.
Podprzestrzenie wektorowe R? i R?
Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez
e~ T
00 —
Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0, O?'O \ AT
e
wAGA
2
L o T.1.&
(w//ﬂb > ‘ A»ci/”bU+Cz +j§ )



7.2 Liniowa niezalezno$é¢ wektoréw, baza i wymiar przestrzeni
liniowej

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech a4, ..., € K,
v1,...,Un € V. Niech W # @ bedzie podzbiorem zbioru V.

swatds s epdos shon'@ na SJuanra
Definicja 7.2.1. i) Wektor alvl"/ﬁ. ..+ apv, € V nazywamy kombinacjq liniowqg
wektorow vy, ..., v, € V o wspoétczynnikach aq, ..., € K.

. . e .. o
i) Jesli o + ... + apvy, = 0, méwimy, ze jest to kombinacja zerowa.
T e e—
wihbg/ | O-vat. . +O-arz . .
iii) Kombinacje liniowa cyvq + ... + @0, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i

tylko wtedy gdy an =0,...,a;, = 0. m0q% by D
iv) Zbior {v=ajwi + ...+ apwy, : .. 0 € K wy, ..., wp €W k € N}, ANV

—
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoriczonych uktadow
wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokg lintowg zbioru W i oznaczamy symbolem

ling W lub krétko linW. S'FOM N
Gdy W jest zbiorem skoniczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}.

Czyli lin{wy, ..., wy} = {oqw + ... + pwy, o, .. ap € K}

Twierdzenie 7.2.2. Niech V = (V,+ K,-) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linW
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)
podprzestrzen V zawierajaca zbior W. '

Dowadd. Suma kombinacji liniowych elementow W jest kombinacja liniowa elementow .
Podobnie iloczyn kombinacji liniowej elementow W przez skalar jest kombinacja liniowa

10X __ elementow W. [ \ \
'Nm%“(/ .
o . Whniosek 7.2.3. Jesli @ MU+ o+ AU, dla pewnych vy, ... v, € VA, o0 A € K
{ oraz \; # 0, to wowczas lin{@ Vo, ..o, Um} = lin@vg, R .
N (\y
W\; " Dowdd. Inkluzja lin{v, UQW , Um } wynika z faktu, ze u jest kombinacja N
N~ liniowa vy, ..., 0. JeSli Ay #£ 0, to wowcezas v, = —/\lu — %vg - ... = ’E\—mvm, zatem N5
1 1 1 T
v \\ lin{vy,ve,..., 0} Clin{u,vo,...,0,}. O 0\ /\%/X)

_ WA 4S5 .
(W)= I8 45 W U
efinicja 7.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linW, zas A

Q\’\ \6) podprzestrzen linlV nazywamy podprzestrzenia generowangq przez zbior W. A U A“{/\ W

v\ \\ Przyktad 7.2.5. Wersory i = (1,0) oraz j = (0,1) generujg przestrzen R?, bowiem dla “ﬁﬁ (UA %? 4\&* 1K«\TL
WM dowolnego @ = (uy, u,) € R? mamy @ = u,(1,0) + u,(0,1) = uzt + uyJ.

0 ~
Y ‘,\\(h{\ ;U\‘\\ NN
W S Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.
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Definicja 7.2.6. Wektory vy,...,v,, € V nazywamy liniowo niezaleznymi lub mowimy,
ze tworza uktad liniowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalaréw (i, ..., 3, € K zachodzi

Lo+ ...+ B =0= G =...=0,=0.
Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy liniowo zaleznymi.
WO CV\JAC(/CG/\/ ’bb féo
Twierdzenie 7.2.7. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €

N,m > 2. Wektory vq,...,v,, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich jest kombinacja liniowa pozostalycr/ NN
et jest Kol

Dowdd. Zatézmy, ze wektory vy,...,v,, sa liniowo zale'peO{Aczyli istnieja a1, ...y, € K 0/) < %
nie wszystkie réwne zeru, takie ze o) 1+ QU = 07 Bez straty dla ogolnosci mozemy p
zatozy¢, ze G Wowezas v; ==22v2 — ... — %{‘Um { j/@
Zatozmy teraz;7e v, jest komB’z-LQ]a hmowq Vg, ..., Um, czyli istnieja fo, ... B, € K takie, A

ze V] = [3vy —|— oo+ BnUm. Wowczas pfiv + Povg + ... + By = 0, gdzie 5 = —1 # 0. 3/ oZ -

= _ JL,<\§/\

Twierdzenie 7.2.8. Wektory vy, ..., v € R" generuja R” wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektorow vy, ..., vy, jest réwny n. @ D<

Dowod. Wektory vy,...,v, € R™ generuja R", gdy dla dowolnego z € R" uktad x = )
a1V + . . .+ g, w ktérym niewiadomymi sa aq, . .. € R, ma jedyne rozwigzanie. [ \K

Whniosek 7.2.9. Jesh wektory vy, v € R™ generuja R”, to k > n

GRUTDRE R

) Przyklad 7.2. 10 Czy wektory u = (1,1,(2—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja
przestrzen R3? v 0
72 Wwafu vl

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (z,y,2) € R? istnieja o, 3,7 € R takie, ze b =
—

au + v +yw. szbk — W\
T, 2) = - 5.2.20= (a+ 28+ 5y, + B+ 27, —a + 27) \(A;mfdowﬁ
L2 5 le] o4 A
1 1 2 B - 73 ((‘f\ﬁ \‘ei) Nz 7
-1 0 2 v 4R - oL
Wektory generuja 3 jesli powyzszy uktad jest oznaczony. th - 2
2 5|z 1 2 5/ 2z Y71 2 5 x L=
101 2|y | 2 | 0\F1D-3|y—a | 222 L0 1 3] a-—y g
110 2 vatn 20 Tleda ] S Lo 0] ety

Uktad oznaczony, posiada rozwigzanie vy = —x +2y+z, =2 —y — 3y = v — Ty — 3z,
a=x—20—5y=—-2x+4y+ z. Zatem u wektorow u, v, w generuje R3.
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W’

Przyktad 7.2.11. Czy uklad {A, B, C} jest ukladem liniowo niezaleznym?

- [i o [ e e

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest tryw1alna K
0
0

Niech «, 8,7 € R beda dowolne takie, ze A + B +~yC' = 02><2 [

Stad /_B - @ = 00 = g;g:()
Q 0 (atB+y 00 = —a—B=0 7,/0\(%

Zatem macierze A, B, C tworza uktad liniowo niezalezny. |
— ®

QJ

o

—_

[en}

Przykiad 7.2.12. Czy wektory u =(1,2,3,4), v = (1,2,0, 1), w = (0,1,3,1) € R* sa
liniowo niezalezne?

Niech o € R beda dowolne takie, ze au + v +~vyw =0 = (0,0,0,0) .

Stadl(a+ B,2a+ 28 +v,3a + 3y,4a'— 5+ ) = %‘O 0,0).
Wektory w,v;w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uklad jednorodny ma jedyne

rozwigzanie a« = = vy = 0.

Er—‘—loo 1 100 0 O/@*’@/O%/O
2 ]. 0 wo—2w1 0 O ]. 0 _%w3 O —_
0 310 | wegw | 0 =3 3|0 | _1,, 0 = -0 70
1 10| ™™ [0 =5 0]0 0

\ .

‘ H
= T(U) r(A) _“‘n’\%;‘/J 3’("8 \?\&> d
Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w

sg liniowo niezalezne.

Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektoréw w R” polega na wyliczaniu rzedu
macierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy réwny jest liczbie wektorow.

Whniosek 7.2.13. Niech vy, ... v, € R". Jesli & > n, to wektory vy,...,v; sa liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v sg liniowo niezalezne, to k < n.

=2 wwad W\,f\"c"’d’ ’

65



(N

797V, .0\ p"? } ool Ny L0
SITHEIRY L {0 ey o oot

0
ierdzenie 7.2.14. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa. //-\ 7>°é
i) Uklad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
ii) Uktad wektorow zawierajacy poduktad liniowo zalezny jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo
niezalezny:.

iv) Uklad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Dowod N
e K\ {
ii) Zatozmy, 7
K, nie wszystkie
mozemy zalozy¢, ze aczamy do uktadu dowolny inny wektor v € V. Rozpatrzmy
kombinacje zerowa Aju o+ AUy, + av = 0, gdzie a € K jest dowolne. Jesli v = 0,

to av = 0 dla dow $jesli v # 0, to a = 0. W kazdym przypadku kombinacja

Jesliv=0,tol-v =0, azatem uklad {v} jest liniowo zalezny. Jesli \v = 0,

iv) Ni
wektorow jest liniowo zalezmy, bowiem
O-ur+...40-up1+1-u+0-upy1+...+0-u,, =0. O

Definicja 7.2.15. Niech fi,..., f, /E C"1(R), n > 2. Macierz W (x) postaci A/\ﬁbm
Pola) o fulw) T semcof”
,,,,, o) = o whindy
tD) ) gomntal @041 .
nazywamy macierzg\ Wronskiego uktadu funkcji f1,..., f,, a jej wyznacznik wroriskianem.

Twierdzenie 7.2.16.\\Niech fi,..., f, € C" 1(R), n > 2. Jesli wroriskian uktadu funkcji
fiooooifn Wowo na R, tzn. dzy € R : detWy, 1. (z0) # 0, to

funkcje f1,..., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Dowdd. Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zatézmy, ze fi,..., f, sa liniowo zalezne.
Woweczas istnieja Ai,..., A, € R takie, ze dla dowolnego z € R mamy X fi(z) + ... +
Anfn(x) = 0. Rozniczkujac roéwnanie stronami n — 1 razy otrzymujemy uklad rownan

A@) . o) A 0
! . ! A 0
fiz) f(®) . _2 = | . |. Poniewaz f1,..., f, sa liniowo zalezne,
U@ @ ] 0
zatem wyznacznik gtéwny uktadu jest rowny zero. [J
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¢ _')étfm .
Przyklad 7.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi(z) = 1, fo(z) = sinz, f3(z) = cosz tworza

uklad liniowo niezalezny w C(R). 2L v Kb S K' C/Q_)>4 —O :> v
1 sin x Ccos & \X’ \3 9
detW(xz)=|0 cosx —sinx Q‘: —cos’x —sin®z = —1#0 -
0 —sinx —cosz %\\ §
Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 7.2.18. Uklad wektorow B = {by, .. b n} nazywamy bazq przestrzeni V' jesli >

jest on liniowo niezalezny oraz ‘_{%
\” %Cnﬁf\k v \/ 2

Uwaga 7.2.19. Baza przestrzeni wektorowej jest thaksymalnym (w sensie relacji inkluzji)

uktadem liniowo niezaleznym w tej przestrzeni. Z/l wGWﬁ

Dowdd. Jesli B = {bi)..,b,} jest baza przestrzeni V, to wowczas dla dowolnego v € V
istnieja A1,..., A\, € K takie, ze v = \by... + A\;b,. Zatem uklad {v,by,...,b,} jest \\/
liniowo zalezny.

Jesli {b1,...,b,} to maksymaln tad liniowo niezalezny, to dla dowolnego u € V. /" U

uktad {u,by,...,b,} jest liniowo\zalezny. Zatem istnieje nietrywialna kombinacja zerowa lgvl(
Aol + Aiby ...+ )\nbn = o # 0 (bo inaczej bytoby Aiby ...+ \,b, = 0). Stad o0
u = ——1b1 — b = 0, czyli dowolny wektor u € V' jest kombinacja liniowa wektorow /Z/M el Nt

bi,. .., b ZatemV—hn{bl,.. b,}. O
(abre0) 2 € rlo eyt Clay voh 7Y

" o = -
Przyktlad 7.2.20. Baza przestrzeni R” O\{ «seom dorks JQ 1€
//\ © o9 9/\ ’\ ~ 4
Uktad wektorow {ey, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R™. Zo \%\ = ) (¢ \B \,Q
KO oV L

er = (1,0,0,...,0),e3 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)  {ya nic}’

Whniosek 7.2.21. Jesli wektory vy, ..., v, € R™ tworza baze przestrzeni R”, to wowczas
k=n.
—_—
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 7.2.9 oraz 7.2.13. [
Przyktad 7.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli (\}\) C (@ i
U =1n{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3) }. 5 »Jd’bé'O(’(; B Tﬂ\ M\) 9
- OO@va o) “ s
Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uktad 5 wektorow w przestrzeni \U
R* jest liniowo zalezny. N & o0 e
— *
L S N
321 2 <145 v -
"l21021]|"
11113

A MJ e\“\B
MOk )
4/// '~ @*9 (i EANTIRY

Lo




13 21

; } ; i 0 -1 -1 0 L3 2 11| ‘
8 e 101 0—2—20—700—1—10!—(({/

L1013 2 21 0 -1 00 01 0 0|

413 0 -5 =5 0 B
3 = U =1lin{(1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0)} -
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0), (0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U
(poréwnaj wniosek 7.2.3). )
. . R . . &UHN \V\\)

Twierdzenie 7.2.23. i) Kazda przestrzenn wektorowa rézna od {0} posiada baze.

k% \oﬁ) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej skoniczenie wymiarowej i@_rfév_vggﬁcgne..,_
W

& Jesli baza danej przestrzeni liniowej jest nieskonczona, to kazda inna jej baza takze
< jest nieskonczona.
iii) Kazdy uklad wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupeiony « = L
do jej bazy. A 7
jej bazy by \\W\M
Bez dowodu. Dowod mozna znalezé w [4]. \\/L/LLO ) P G
0P\

Definicja 7.2.24. Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej V- = (V, +, K, -) nazywamy

ymiarem przestrzeni wektorowej V i oznaczamy dimg V' lub krétko dim V. Moéwimy
wowczas, ze przestrzen V jest n-wymiarowa. Jedli zaden skoniczony uktad wektorow
nie tworzy bazy przestrzeni V', to przyjmujemy dimV = oco. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.

Whiosek 7.2.25. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow, 5%0/\ Lnamy
gdzie m > n jest liniowo zalezny. ) Mg,

W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych \}/
stanowi baze tej przestrzeni. N *Jra vy

i)

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektoréw generujacych te przestrzen > Pf vy dird

stanowi jej baze. reden
Dowdd. i) Teza wynika z uwagi 7.2.19. 2wkmaloy
ii) Wykazemy, ze taki uklad wektoréw generuje przestrzen. Niech V' bedzie rozwazana v dCé/i n s@
przestrzenia, zas vy, ..., v, € V ukladem liniowo niezaleznym. Na mocy i) dla dowolnego @Dﬁy
wektora u € V uklad {u,vy,...,v,} jest liniowo zalezny. Na mocy twierdzenia 7.2.25 b
otrzymujemy, ze u jest kombinacja liniowa wektorow vy, ..., v,.

iii) Wykazemy, ze taki uktad wektorow jest liniowo niezalezny. Sposrod generatorow
mozna wybra¢ baze. Poniewaz wszystkie bazy sa n-elementowe, zatem calty uktad generatorow
stanowi baze V. [

Przyklad 7.2.10 - raz jeszcze
Wiemy, ze wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3.
Ponadto dim R? = 3, zatem uktad {u,v,w} jest bazg R>.

—_—

68



Whiosek 7.2.26. Wektory V1 = (’Ull, V12, .. - ,’Uln), (%)

~ Xém <770L€J0LX #O

= <U21,/022, e 7“211)7 ey Uy = (vnlavn27 e avnn>

tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det[v;;] # 0.

Dowadd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 7.2.8

oraz 7.2.25 iii). O //_H

Whniosek 7.2.27. i) Na plaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspoétliniowe tworza
jej baze.
ii) W przestrzeni R3 trzy dowolne wektory niewspoltplaszczyznowe tworza jej baze. S -7 P \i)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {by, . ..

7
b} jej baza, }‘é % "

Definicja 7.2.28. Uporzadkowany ciag wektoréw bazowych (b, . .., b,) nazywamy reperem d

bazowym lub bazq uporzgdkowang.

Czesto méwimy po prostu o bazie, zaznaczajac
bazowych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych

1) (Rn’ +7R7 ) \Qﬂ) (6/\ \fl\c '5>

w zapisie uporzadkowanie wektorow

T N v

X’KA*U'CJLL < Cs

By = (61,...,en>,gdzie er=(1,0,...,0),es=(0,1,...,0),. .. ,en = (0,...,0,1)

1
2) (Rz], +,R,") Q)\LT;/*> @Lly‘()?@ v C ¢ +hx wx;/ C ) Ay ;/L,)é

B = (1,x,x2,x3,...>, dimR[a:(x)

3) (Ru[z], +,R,-),  Rylz] = {f € Rz]: deg f <n}

B} = (1,x,x2,...,x">, dim R[z] =

dla dowolnego p € R,[z] mamy p(z) =ag-1+a;-x+ay-2>+...+a, ©

4) (men(R)v +, R» )

BZ = <E11; E127 . ,Eln, E21, . ,Emn>, gdzje Ekl — [ kl] zad ekl { 1 (2’j)

dim My, (K) =m - n

=ag-l14a-z+as-22+...+a,-2°

- “a— — =

jw

Przyklad 7.2.29. Bazad MQ(R) jest uktad (EH, E12, Egl, E22>, gdz1e

o [10] o _[O01] o _[00] L 010’(4
Bana “”_00’12_00’21_10’22 01 (\( 00 oA

NTaa b0 a\b - A
Dla dowolnej macierzy A = |-/

c/ d

s o)) 2% 18] -

:| mamy A= CLEH + bElg + CE21 + dEQQ.

a[88)i[3g) et | e lsz



Twierdzenie 7.2.30. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, za§ W jej podprzestrzenia.
Woéwczas

D WAV = dimW <dimV, \/\\C\/
i) dmW =dimV <oco = W =1V.

Dowdd. i) Niech {by,...,b,} bedzie baza W oraz niech v € V' \ W. Poniewaz v nie
jest kombinacja liniowa by, ..., b,,, zatem uktad {v,by,...,b,} jest liniowo niezalezny.
Uktad ten mozna uzupetnié¢ do bazy przestrzeni V', ktéra bedzie miata co najmniej m + 1
elementow.

ii) Teza wynika z i) na mocy prawa kontrapozycji. [

/

Niech V bedzie przestrzenia liniows, zas B = (b, ..., b,) jej baza uporzgdkowan'@. Woéwczas

dla kazdego v € V istnieja skalary ay,...q, € K takie, ze v = albl .+ anbn Loomb. /"’"‘m\,%
Mozna uzasadnié, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary ai, .. 0y, s3 Wyznaczone temenig
jednoznacznie. a 9

Definicja 7.2.31. Skalary «q,...a, € K takie, ze v = ayby + ... + a,b, nazywamy
wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, ... ay]5. oas s Lead A ro\D

Przykiad 7.2.32. R® = (R? +,R, ), B =(B} / baza kanoniczna,
B' = (b}, by, b,) inna baza, gdzie b = (4, 1),b’ (— 5,2,3),19;, =(1,3,0)

o ki = ko g
Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne O] w bazie kanonlcznej.

UMOWA: Piszemy b} = (4,2,1) zamiast b = [4,2, 1]jg.

L SICRY,
o = (4, f)

Ponadto b} = [1,0,0]z. Y. +6 J
3y =
Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspotrzedne wektora v w bazie B’ 6 ( k.) )
Niech v = [, 3, ’}/]3/ tzn. v = abj + ﬁb’ +lb/ Otrzymujemy o£=7?, T’
3.15,7) = a(4.2.1) + B(—5 2.3} L (175, 0) = (4a—5ﬁ+7,2a+26+37,a+35). = L6, “
Aby wyznaczy¢ wspotrzedne «, 3,7, nalezy rozwigza¢ uktad réwnan
[4 -5 1 o -3 /
o 23| pl=|15] iﬁ\’
|1 30 v 7 >
[4 -5 1|-3 1 3 0| 7 1 30 7 1 3 0 7
2 2 3|15 |2 2 3|15 |22 0 —4 3] 1|22 ]0 16 —12| —4
1 30| 7 4 =5 1| =3 ™™ o —17 1]-31 0 —-17  1|-31
1 3 0 7 1 3 0| 7 1 3 7 L
0 16 —12| —4 | —2% |0 1 11|35 |22 1o 1 11 | 35 | =2
|0 -1 —11|-35 | ™7™ [0 16 —12|—4 0 0 —188 | —564 )
13 0|7 1 3 0|7 1 0 0]1 .
0 1 11]35 | 22w | g 1 gl2 | @222 1 g 1 g2 | = v=[1,23]s "Ako)(l\" oy
00 1] 3 00 1|3 00 1|3 N~e——

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema

ren

1 n
Stara baia mowa' baia
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e
bazami. Woéwczas istnieja skalary oy € K, 0,75 € {1,2,...,n} takie, ze
bll = Oéllbl —F\ Oéglbg + ...+ nlbn
b/2 = 0612[)1 + 9202 4+ ...+ Oéngbn
b;z = Oélnbl + O[gnbg + ...+ annbn
—

k——— L—‘
Definicja 7.2.33. Macierz P € M, (K) postaci /
efinicja acierz (K) pOSLaCI ] -; () N Loluwnmn A ach

Q12 ... [Qqp W)’YL‘;B%O(/V\‘ UWO‘/’Ob
- . Qoo ... | oy -
D=l = | [0 2 nong kovy B
Qp2 ... | Qup W s"ﬁk@ xo«,tl‘( (B

nazywamy macierzq przejscia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem Pg ..
>

Macierz przejscia Pg_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’

sg liniowo niezalezne. oLek ? 40
INiOWO niezalezne.
Zmiana wspoélrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema

bazami. Niech P = Pg_p.
[1,..., 2] = [2], ..., 2} ]B- Wéwczas\X =

Twierdzenie 7.2.34,/Niech v € V, v =

T Ty

x x! d;{k 30 = A ?'A
PX’,&gdzie x=| 7] x=|"7]

: : -1 )()

T x! X = ?X) — . X =
Dowdd. Przyjmijmy, ze zapis [wiws ... w,| oznacza macierz, ktora w kolumnach ma
wspolrzedne wektorow wy, wo, . . ., w,. Wektory b;, b; oznaczaja tutaj i-te kolumny macierzy.

Wowczas [V by ... b.] =b1 by ... b,|P. Macierz P jest nieosobliwa, zatem istnieje P~1.

X
1 T2
U:l‘1b1+...l‘nbn:[b1b2...bn] . bn](PP ) . =
Tn
T xy
T T
= ([biby ... bP)- | P | 7 ;
Tn Tn,
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Ponadto /0] + ...xlbl, = [0y b, ... 0] | . |. Poniewaz wspolrzedne wektora w bazie
7,
x) T
. . g T2
sa wyznaczone jednoznacznie, zatem . =pt| " |. O
x Ty,
Ao\
Przyklad 7.2.32 - cigg dalszy e peovo b

R?® = (R3 +,R,-), B= B} - baza kanoniczna,
B’ = (b},b,,b;) inna baza, gdzie b] = (4,2,1),b, = (—5,2,3),05 = (1,3,0)

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 =5 1
P = =12 2 3|, X =PiX="
y 1 30
4 oo A b) b1 Vo 9 —3 17
Wyznaczamy macierz P! % -3 1 10 | i obliczamy
—4 17 —-18
9 -3 17 -3 1
X'=4%|-3 1 10 15 | = |2
-4 17 —-18 7 3 - < 0.
% wvd»oml’ﬂr\j seopnid = A
Przyklad 7.2. 35 Rozwazmy przestrzen Ry[z| oraz jej dwie bazy 35 -y to
l+z,z+2%1+2%), B = (1, 1+ z,1+z + 2%). Wyznaczmy macierz Ps_.p. boga .
) \7‘ \* g\(*’ﬂ '
j)\p ) [a1, B, = aa(1+2) + Bz +a +%(1+$ ) = (1 4+m) + (1 +B)z+ (B +m)2”
ar+m =1 ! A
Stacd a1 + [ =0 i ostatecznie alzé,ﬁlz—i,%:%. ’/‘ 4LJ’O ;w /1 }0/\
Bi+1n=0 /L,L K

Latwo zauwazy¢, ze 1 —l—x = [ag, B2, 72l =[1,0,0]p. =/ ba+0 b, 40 a
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla T+ z + 2° = |as, B3, 73]
1

N[00 [0 | =

1 otrzymujemy Pg_.p =

o O

N[00 [0 | =

Jm R, L= 9,

V

Twierdzenie 7.2.36. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoniczenie wymiarowa, zas

B,B',B" jej bazami. Wowczas P- ?b-—-) a)
1 7N = R/ N
B8 5B C\/'jb) (,/Vl/ ﬁ)
11) PB—>B’ . PB’—>B” = PB—>B”- /\'—_’i/
S ~ 2% — B
79 (f? -9 ) b



Dowad. Wykorzystujac zapis przyjety w dowodzie twierdzenia 7.2.34, mamy

By by ... 0 =1[b1by ... by|Ps_p oraz [ty ... b =[byb, ... 0, |Ps_p.

i) Macierz przejécia jest odwracalna, zatem [ by ... b,]Pg 5 = [b1 b2 ... by).

ii) Mnozenie macierzy jest laczne, zatem

[blll b/2/ ce. b/T/L] = [bll b’2 R b;]PB/_)BN = ([bl bg R bn]PB—>B’) PB’—>B” = [bl bg c bn] (PB—>B’PB’—>B”)~
O

UWAGA :

rachuaus

_ a2 B
Uatwo /?n otrthn ¢

‘ w
b8,  by-%
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Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ...
o
TEMAT: Przeksztatcenia liniowe )( [————— \_( (x )
’fnv‘f/\r) na Slewtetn
8.1 Definicja i podstawowe wlasnoS$ci
Niech V = (V, +, K, ) oraz W = (W, ®, K, ©®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
tym samym ciatem K.
Definicja 8.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki
YL nom
19 Jﬁb\r i) wlasnos¢ addytywnosci Yu,v € V. o(u+v) = p(u) ® p(v) OjﬁntouJ
g\’v{ T —— T
v ,)\nﬂ’)‘" » 1i) wlasnos¢ jednorodnosci Yo € V. Va e K p(a-v) =a ® ¢p(v), J tht)roalno
W oV
>(‘°(
v nazywamy odwzorowaniem lintowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem

Elzbieta Adamus Algebra wyzsza

przestrzent lintowych.
Twierdzenie 8.1.2. Niech ¢ : V — W. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe ko in aﬂw Wigun

—~——
i) Yu,v eV ‘v’a,ﬁeKQp(a-u—i—ﬁ-v):a@(p(u)@ﬁ@go(v) ]

i) Yoy, ...,vp, €V Vay,...,ap € K
ol v+ ...t ay-v) =a1 ©p(v) ... 0o, ® p(vy,)
_J

—

Dowdd. 1)= ii) Jesli ¢ jest liniowe, to wowczas ¢(a-u+ 5 -v) = p(a-u) & ([ -v) =

ii)< iil) Wystarczy przeprowadzi¢ dowod indukeyjny. O

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy Lg(V, W)

lub Homg (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy

do czynienia).

Uwaga 8.1.3. Czesto notujemy V = (V,+,K,-) oraz W = (W, +, K,-), to znaczy
uzywamy tych samych symboli dla dzialann w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne
dziatania.
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R=(R+R)

( S

1) ¢ : R =R, p(z) = ax, gdzie a € R ustalone ({ )
brnrona ¢

Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych a € R, z1, x5 € R mamy

olar) = alaz) = alar) = ap(z) oraz

o(x1 + x9) = a(xy + x2) = axy + axy = p(x1) + ©(x2).

Przyktad 8.1.4. Czy ¢ jest liniowe?

2) p:R—R, p(z) =ax ﬂ, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b #£ 0, to odwzap/w nie nie jest liniowe, bowiem )
e(1+1) =¢(2) —2agp(1)+90(1) =(a+b)+ (a+b) —2(1@

2. Qg
N? 3) ¢ : R? — R? symetria Wzglqdemqosi x b- 0

Poniewaz p(x,y) = (z, —y), zatem dla dowolnych a € R, (z, ), (z1,v1), (T2, y2) € R?
¥ (Oé(:L‘, y)) :WOKU, Oéy) = (CML’, —ay) = Oé(.il?, _y) = 0590(377 y) oraz

u5 (1, 01) + (22,52)) = p(@1 4+ T2, 51 +12) = (21 + 22, — (41 +12)) = (21 + 22, =41 —¥2) = T 7

(1‘17 Y1) + (2, —12) = @(x1,y1) + ©(22, y2).

J Odwzorowanle jest liniowe. L
\?:)/V \% I’ - ol P X
4) o R =R p(wy.2) = (r—y+ 22y +2 wlaab T e
’b) ¢ ¥ @ )
(*\\D\ ? = (X .J)
Odwzorowanie nie jest liniowe. !

o | L= o(alz,y,2)) = plaz, oy, az) = (ax — ay + az, 20y + az + 1)
(*\\j\ P =ap(x,y, )—Oz(x—z—l—z2y+z+1) (ax — ay + az, 20y + az + )

4o Na ogoét L # P. Mozemy podaé¢ kontrprzyktad .
A #(5, (1,0,0)) = (5,0,0) = 6.17#5 (1, 0 0)=5-(1,1) = (5,5) NE
TR U{(S“) 5-q)
W Uwaga 8.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R* — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieja, a, b, ¢, d € R takie, ze o(x, y) = by, cx + dy).
istnieja a, b, c, akie, ze o(z,y) = (az + by, cx + dy)

ii) Odwzorowanie ¢ : R® — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, c,d, e, f, g, h,j €
R takie, ze p(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, 9z + hy + jz).

1
Przyktad 8.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ro[z] — R;[z], dane wzorem @z 1*) Ay voxyv
e(p)(x) = (3 —x)p"(x) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?
w

].?\ % > K+ P
Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy KW\UZA ~pednodnd 0d sy Lo suoma

2(p+a)(x) = B=)(p+0)"(x) +4(p+a)'( e Nl be@) - T

(8= 2" (2) + 4/ () + (3= 2)a" (@) +4¢'(x >) - 90(10)( )+ (a)(),
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + ¢©(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], @ € R mamy

1)



wkw%ﬂ=%3—@§2Z@ﬁ+MQMWﬂ=43—@Q0W@%+%%ﬂ@)Za-OS—ﬂﬂ%®+

e

4p’(x)> =« - p(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).

Niech V = (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 8.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas
i) ¢(0y) = Ow,
ii) Vo € Vp(—v) = —¢p(v).

Yy

Dowdd. 1) Poniewaz Ow + ¢(z) = p(z) = x—I—OV cp )+ ©(0y), zate OV = Oyy.

11)Namocy1)dladowonegov€V myOW— =pv—2v)=p(v —i—g@—v a

p(—v) = —p(v). O

Whniosek 8.1.8. Niech ¢ : V' — W. Jesli ¢p(0y) # O, to ¢ nie jest liniowe.

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 8.1.7 i) na mocy prawa kontrapozycji. [

Przyktad 8.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(z) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem <:>(N(, =~ aQ)
F(0) =5 #0. —
——

Definicja 8.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja, (RoZnowa ”00501~Ou()

) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja, ior s, bodg <
- 2CCIy 5[7
* iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest Eijekcj@, = Un [C'LL q @ + | iealz g
8‘4 rd ) ~
. . |Cleg 7
iv) endomorfizmem, jesli V. =W, :
) ndom L (Y
v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja, C{ —V
I
vi) formaq liniowq, jesli W = K. R'q IR ¢

Twierdzenie 8.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie baza przestrzeni V oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektoréow. Wowczas W
p € L(V,W) takie, ze ¢(b;) = w;, dlai € {1,2,... ,n}.

/____—-4
Dowaod. Dla dowolnego v € V istnieja aq,...,q, € K takie, ze v = ayby + ... + a,by,.

Poniewaz ¢ jest liniowe, zatem o(v) = p(a1by + ... + anb,) = a1p(by) + ... + anp(b,) =
oWy + . ..+ aw,. Zatem ¢ jest okreslone na calej przestrzeni V' w sposob jednoznaczny.
OJ

Uwaga 8.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni




o Ry [4J
AR YORK: o N

Przyklad 8.1.13. Podaj wzér odwzorowania liniowego ¢, jesli =1 )
¢ Rofz] = Rifz], p(2® +2) =62+10, @z—1)=4, ¢(2z)=8 G < o
W przestrzeni wektorowej Ry[x] baza standardows jest B = (1, z,2%). Mamy == 2 >0

p(a? +x) = p(@®) + p(a) =62 +10 Mo
oo —1) = @) () — 4 “W“ﬁ S nicet
o (2z) 2@ f_/ Aim g, 19 -3

Stad p(z) =4, Jp(1) = =6z + 10 — p(z) = 62 + 6.

ﬂo ara_

Dowolny p € Rs[x] jest postaci p(z) = az® + bx + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
<p(ax2+ba|v—|—c) = ap(z®) + bp(x) +ep(l) =a- (62 +6) +b-4+c- 0 = 6ax + 6a + 4b.

— = 1 (&)

8.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego N
Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, ). A RIVRLY)

Definicja 8.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jgdrem odwzorowania I Lxt2\Y

liniowego ¢ i oznaczamy Kerp. Tn cel Ueabraz 2erg
\0{ WA %0 .) O\,
ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {gp( ) v eV} CW nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imy lub p(V i

Uwaga 8.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kerp oraz Imgy
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imgp. O

Twierdzenie 8.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbiér Kery jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', za$ zbiér Imgp jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Dowdd. Niech x,y € Kerp oraz «, 3 € K. Wowczas p(ax + By) = ap(z) + Bply) =
a- 0w + B - Oy = Oy. Zatem ax + By € Kerp.

Niech teraz wy, wy € Imyp oraz «, f € K. Wowczas istnieja vy, vo € V takie, ze w; = p(v1),
wy = @(vy). Stad aw; + fwy = ap(ve) + Pp(ve) = p(avy + Pug), gdzie avy + Py € V.
Zatem aw; + Pwy € Imp. O

Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.

Twierdzenie 8.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)
i) ¢ jest injekcja < Kerg = {0y}, OF ff/ O =) Y \)/> 4 01’\/
ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Dowdd. 1) Jesli ¢ nie jest injekcja, to istnieja u,v € V takie, ze u # v oraz p(u) = p(v).
Stad u—v # Oy oraz p(u—v) = p(u) —p(v) = Oy. A zatem u—v € Kerg i Kerp # {0y }.
Jesli Kerg # {0y}, to istnieje v € V takie, ze v # Oy oraz v € Kerp. Stad ¢(v) = Oy =
©(0y), a zatem ¢ nie jest injekcja.

) o et ooma, Tw.7.2.50 &
7



Definicja 8.2.5. Jeéli < 00, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania

liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy r(g) lub rank(y). QI)_)» I
S

Twierdzenie 8.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, W).

Wowczas ﬂm/\AM\\J\
) + dim Keryp dlm@

{ oo
Bez dowodu. Dowoéd mozna znalezck;(/ [4].

7_

kf [/AJONC

NIGPT NT
sw((jgzcjﬂ

Wnhiosek 8.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dimImp < dim V.

Przyklad 8.2.8. Uniass € nic odnasy !

1 ()4 ¥ >< *(ﬂxj “t ~z)+(@c bk At ) yomiAm
x,Y, 2 :U—I—y—i—z—i—Ztx—y+z+6tw+y—z—4t)

(oo ?oa\ préataen! re
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wlasnosci .

W'G

Ze“{ r+y+2z+2t =0 L
N — - 5;;/]0% ((9'\ Ol(_cla
o(x,y, 2, t) (0,0,0) & ¢ z—y+2z+6t=0 dcﬂl"aroda) )

>d o Jom Tés

110
010 —2|0 | &=
00 1

é Kerp = {(-t,2t,—3t,1), t € R} = lin{(+1,2,—3,1)} 4. (1,273 A)
Uktad {(—1,2,—3,1)} jest baza Kerp oraz dim Kerp = 1.
" Zatem gp‘nie jest @onomW ‘ Yer Y 45 foﬁ
A w? r(p) = dimR* — dimKergp =4 — 1 = 3 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem. L
7 Stad Imp = R3. Mozna to réwniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. nve injeld <

/\/&@(’(\x Y, 2, 1) —x’( ,)7&1)+y(1 —1,1) 4 2(1,1, —1) + (2,6, —4) qum%oj

\ Imp = lin{(1,1,1 1),(1,1,-1),(2,6,—4)}

111 1 1 Qf‘v\(u\vb

1
1 -1 1 0,-2 0
r =r

1 1 —1 0@0{_2 —3:>Img0:1in{(111) (0,-2,0),(0,0,—2)}

L
2 6 -4 04 6 T pan l (pn o Qu \V\']JJ
Uktad {(1,1,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imey.
Imp CR? A dimImp = 3 =dimR3 = Imp = R3.

8.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V , W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
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. - /QA' I \)
L= W[) nowe
|
Twierdzenie 8.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami

‘F/x ) ;/«S\\/\ 2)(
+: LV,W) x L(V,WV) = L(V,W), -: KxLV,W)— L(V,IWV)
rodsbnic  fivalgl @ (%) - K“)
okreslonymi wzorami (f + g)(x) = f(x) + g(z), (a- f)(z) = a - f(z),
jest przestrzenia liniowa nad cialem K. \ dodbnmnit o~ ko3 o &1‘2*3) ()4) . WZ 4/9
) = \ P

owod. Sprawdzimy, ze jest to podprzestrzen liniowa przestrzeni funkcji
V={f:V — W} Niech f,g € L(V,W) oraz a, 3 € K. Wéwcezas af +Bg € LIV, W),
bowiem dla dowolnych vy, v; € V', a,b € K mamy

(af + Bg)(avy + bvy) = a - f(avy + bug) + 5 - glavy + bvy) = - (af(vl) + bf(v2)> + -

(ag(o) +bg(v2)) = a- (afe) + Bg(w)) +b- (af(v2) + By(va) ) =
a-(af +Bg)(v1) +b-(af +8g)(ve). O

- ZJe Z2'en € odu; _h”m\”&d\\jolﬂ JAC/)P odisz |
Twierdzenie 8.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas g o f € Q’W‘JFO‘U”\

LO.W). 0du odwcotne oo ﬁ/‘”’“ﬁo%ﬁo 7@4% M//P /‘2)
ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~1 € LW,U). "o, v W
- u
wdd. 1) Dla dowolnych uy,us € U, a,b € K mamy g :F
go f)(auy + bup) = 9(f(au1 + bu2)> = g<af(U1) + bf(uz)> = ag(f(ul)> + bg(f(u2)) =
a-(go f)(ur) +b-(go f)(us).
ii) Jesli f jest bijekcja, to f~' réwniez jest bijekcja. Ponadto Imf = W, zatem dla
dowolnych wy, wy € W istnieja vy, vy € V takie, ze f(vy) = wyq, f(v2) = we. Dla dowolnych
a,b € K mamy

fHawy + bwy) = f_l(af(’ul) + bf(w)) = f_1<f(cw1 + bv2)> = (f~Lo f)lavy + bvy) =
avy +bvg = a(f o f)(v) +b(fLo f(vy). O

Oznaczmy przez Auti (V) ={f € Lx(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich automorfizmow
przestrzeni liniowej V.
|

Whniosek 8.3.3. Zbior Auty (V) wraz z dzialaniem skladania odwzorowan jest grupa
nieprzemienns. (\o S\iwdanic niCior pacamisane / —
Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia 8.3.2 1). Sktadania
odwzorowan jest taczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe idy, .
Elementem symetrycznym do f € Autx (V) jest f~1, bowiem na mocy twierdzenia 8.3.2 v
11) f_l S AUtK(V> O R
Grupa Autg (V') bywa tez oznaczana symbolem %i nazywana petng lub ogdlng grupg GL ™ (\& )
lintowq przestrzeni lintowe;j V. \ (\?\)
Przyklad 8.3.4. Odwzorowanie ¢ : R — R? dane wzorem Q'Aé Mol P\/%@
(1, T9, 13) = (T1 + T3 + T3, Ty + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3. . 0\/@‘(
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 11
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe - cigg dalszy

9.1 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V Oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi nad ciatem K.
Niech By = bl, . b_) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W. b ( om N = U

o(yufﬂ‘fmf(’/ M ﬂY\ d/\(YY\ ‘/\} {'\f\/\

Definicja 9.1.1. Macierzq (lub reprezenta¢jo macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w > \/
bazach By, By nazywamy macierz A € M,, ., (K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne b \,\J
> £

wektorow ¢(by), ..., o(b,) W bazie By . Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

- u<\%

Przyklad 9.1.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R® — R?,  o(x,vy, 2

(3z,2y + z), gdy rozwazamy m Q\?‘) y/\owy,\ N 9N
2+> Y > ¢t

a) w R? i R? bazy kanoniczne A CNAV A

Ih

\H\o/) \”) b )
bn b b Yoo
P(1,0,0) £ (3,0, ¢(0.1,0) = (0.2), (0,0.1) = (0.1),  M,(BLE5}) = [@3 (1)]
300]|" 3 2\ W%.WMW

{021} Y :{2y+z} L%J X
b) bazy B = (by = (1,2,0),b, = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),¢2 = (0, 1))

So(bl) = @(17270) = (374) = [Oéluﬁl] ) (374) = ajc; + fics = (CY1726Y1 + 51),

c = a1 =3,01 = -2, o(b) :
(b)) = p(1,1,1) = (3, 3) = [ag, Balc, (3,3) = agcy + Paco = (ag, 205 + 2)

= Qg = 3752 = _37 @(bz) = wy

@(bs) = ¢(0,0,1) éo 1) = [as, Bs]c, (3,4) = agc1 + PBsca = (as, 203 + f3)
U< ‘3 W = a3 =0,03=1, ¢(bs) =[0,1]¢
3 3 0

M, (B,C) = { —2/ -3 1]
/

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od
wyboru baz.
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Uwaga 9.1.3. Odwzorowanie ¢ : R* — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,»,(R) taka, ze

T
X2

V(zy,...,z,) €ER" p(1,...,2,) = A

! /dv/yv\fﬁf‘j ,Zw,cnﬁﬁ
W :

- dea <
NERZ R ¢ €9 </
Przyktad 9.1.4. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : C[z] — M5(C), f(az +
B) = aA+ B, gdzie A = [ 2+¢

Wowczas A = M, (BE, BY).

3 4
1[2]7 +, (C7 ) oraz (M2<C)7 +, (C7 )

i ; } , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni

fo‘L o2
Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + . -
Rozwazamy baze B = (1, z) przestrzeni C, [z] oraz baze C = (EH, Eis, E21, E22> przestrzeni

M,(C).
F1)=0-A+1 =D =" 100[1]\/ 23]

:ghto—2_ 2 — 0 1 » My M C J
F(2)=1-A+0 L =A=12+i,1,3,4— i

A 1 2+

L
dlglc@l —Zlemc M, (C) = 4 = M(B,C) € M4><2((c> ]i\}ff(B C)= 8 ;,
1 4—1
f (02 8)= 1 A \—ﬂ L l L)

Twierdzenie 9.1.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech
By = (bl, e ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i W.
Niech ¢ € L(V,W) oraz A = M,(By, Bw ). Oznaczmy

T Y1
x=| P v=| ",
Tn y.m
gdzie v = [z1, ..., ZulBy, W = [Y1,- . ., Ym]By - WOWCZaS

Dowdd. Obliczamy ¢(v) = @(x1by + ... + x,b,) = x10(b1) + . .. + 2pp(by) =
= z1(ancr + ...+ amicm) + ...+ xp(amer + .o F Gpncm) = (T1011 + ..+ Thag,)e +
o+ (T1am1 + - .+ Ty ). Poniewaz wspotrzedne w = ¢(v) w bazie By sa okreslone
Y1 = 21011 + ...+ Tpip
jednoznacznie, zatem e ,ezyli AX =Y. O
Ym = T10m1 + .. + Tplmn
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Uwaga 9.1.6. Istnieje Wzajemniej/eldnoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami

liniowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania

liniowego ¢ w

pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem bada¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 9.1.7. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz

By, By . Ponadto rank(p) = rankA.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 9.1.5. Poniewaz w = (v

) = z10(b1) +

(p(bl) = apci+...+amcm

A T,0(bn), zatem Ime = lin{p(by), ..., ¢(b,)}. Ponadto

Stad r(¢) = dimImy =r(A4). O

o(b,) = amper + -+ GnnCm

Whniosek 9.1.8. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 9.1.5. Woéwcezas

i) ¢ jest epi(morﬁzmem s r(A)=m s \/ - N
Suv 'ou@% d—ﬁ—’r
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = e .

Wer Z{o dirm e ~/o = dvem V —ar
Dowdd. i) ¢ jest epimorfizmem < Imp =W < dimInip = dim W = m.

ii) ¢ jest monomorfizmem < Kerp = {0y} < dim Kergo = 0. Na mocy
rzedzie dim Kerp = n — dim Imgp, zatem Kerp = {0y} < r(A)=n. O

Przyktlad 9.1.2 - ciag dalszy

mné]mwf :m«ﬁ(ﬁ/)

twierdzenia o "V

Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B3, Bf) oraz za pomoca

M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?
([« Lvony Eval [rnt b /WJ

Oznaczmy A = M, (B}, B}) = g (2) (1) A'=M,(B,C) = {

) ; :[300} ; @ ny ailg
; 02 1] 7
(3-
0

3 30
-2 =31

e 5%

Sprawdzenie ¢(1,2,3 1,2-242)=(3,7)
(1,2.3) = 1(1,2,0) 0, 1) =1- bl+2 b3 1,0, 3]s

e _31[

Stad ¢(1,2,3) = [3,1]c = 3¢,
or
2=

1
0 =
3

+02—312 (0,1) = (3,7) .
Dodatkowo zauwazmy, 7

Ponadto dim Kerp =3 — wiec o nie jest monomorﬁzmem.

> =R ¢

} R{; 30 (O ) €R

Y (v)="1

(A) =r(A) =2 =dimR? zatem ¢ jest epimorfizmem.
1,

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By

beda ustalonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V,W) oraz A =
B = M,(By, Bw).
;F/ ¥6 ~bmiouc

Bv,Bw) oraz oA = My;(By,Bw).

Twierdzenie 9.1.9. Przy powyzszych zatozeniach 2
A+ B = M;

o
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Doylod \Na mocy twierdzenia 8.3.1 wiemy, ze odwzorowania f+g oraz a.f sa liniowe. Niech
vaV,w=(f+g)(v),w = f(v),wy = g(v),z = (af)(v). Ponadto niech XYY}, Y, Z
oznaczaja wektory kolumnowe wspotrzednych wektorow v, w, wy, ws, 2 w bazach By, By
odpowiednio. Woéwczas
MyyX =Y & (f+9)(0) =w & F0)+g0) =w & wi+w —w & Vi+Y, =Y &
AX+BX =Y & (A+ B)X =

Analogicznie M, X =Z < (af)(v ) =z e a- f(v) ==

Dla o # O mamy f(v) =2 @ V=17 o a-AX=7Z & (- A)X =Z.

Dla a = 0, mamy z = Oy, wiec r6Wnosé (0- A)X = 0 jest speliona. [

A><

Twierdzenie 9.1.10. Jeslidim V' = dim W, to wowczas nastepujace warunki sg rownowazne.

i) f jest izomorfizmem (, \\/ - N

i) Kerf ={0y} -

. “oir B
iii) Imf =W olirm 1/ mh o= m

j‘ﬁ“\r .
iv) r(A) =dimV L() A jmﬂf =dim i = M

detA # 0 \/1 " o
v) detA # 0 Mo, o odvaton

d. 1) = ii) Jesli f jest izomorfizmem, to jest odwracalne, a zatem réznowartosciowe.
i) = 111) Zatozmy, ze Ker f = {0y}, wowcezas dimImf = dim V —dimKerf = dimV —0 =

m W, skad Imf = W.

ili) = iv) Jesli Imf =W, to r(A) = r(f) =dim W = dim V.
iv) = v) Zalézmy, ze r(A) =dimV = n. Wowczas A jest macierza kwadratowa stopnia
n taka, ze detA # 0.
v) = 1) Jesli detA # 0, to r(A) = dim V. Ponadto r(A) = dimImf, zatem Imf = W.
Pozostato wykaza¢ injektywnosé. Wezmy vy, v € V takie, ze f(v1) = f(vy). Wowczas
f(vy —v9) = f(v1) — f(va) = Ow. Niech X oznacza kolumne wspolrzednych wektora
vy, — vg W bazie By. Mamy AX = 0 oraz detA # 0, skad X = 0. Zatem v; — vy = Oy,
czylivy =v. O

Whiosek 9.1.11. Niech f € L(V, W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M;(By, Bw).
Wowcezas A~ = M1 (Bw, By).
J

-
Dowdd. Jesdli f jest izomorfizmem, to Kerf = {0y}, skad dimV = dimW. Na mocy
twierdzenia 9.1.10 mamy detA # 0. Zatem istnieje A™!, skad AX =Y & X = A7Y.
d

Twierdzenie 9.1.12. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skorniczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V),
g € ,C(V, W) oraz A = Mf(BU,Bv), B = Mg<Bv,Bw). Wowcezas :é

B A= My (By,By).

P —
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Dowdd. Niechu € U, f(u) = v, g(v) = w oraz niech X, Y, Z oznaczaja wektory kolumnowe
wspolrzednych wektorow u, v, w w bazach By, By, By odpowiednio. Wowczas Myor X =
Z < (gof)lu) =w & g(flu) =w & AX =Y ANBY =72 & BAX =7 &
(BA)X = Z. O

Przyktad 9.1.13. Dane sa odwzorowania liniowe (/\
[iRY =R f(a,y,2) = (x —y+ 2,2y + 2), B
g R R glr,y,2) = (v — 32,2+ ) (¢ “\> (w)
h: R2—>R2 h(z,y) = 2z +y,x —y). - 7wy
O C\\J) Za pomocq rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowj;{mia (W~
v =2 i-obli 1,2,3). o) Farp v Cr
Y h (f + blicz 90( ) 73) f(ﬁto\:‘sj J / f(OO 1 \/ j
fiRS R = M= My(BLB2) € Mays(R), My = {(1) o ]
g : R«?) — R2 :> Mg = MQ(BI?C)’BI%) 6 M2X3(R)7 Mg = |: 1 (])_ _g :| a/\éjf’oj \7(’1Vl[fc

2 -1 -2
Myig = Mf+g(Bl§=BI%) € Mau3(R), Mf+9 My + My = |: 1 ]

1 3
Czy h jest odwracalne? WMhe)  hie /\)
h:R?* — R?* = M;:= My(B;, B}) € My(R), M), = [? 1
detM, = —3 # 0 = h jest odwracalne W
- 1 1
Mh—l = Mh—l(Bi,Bi) S MQ(R), Mh—l - (Mh) ! = % |: 1 _2
o RS R2 = M, = M, (B BY) € Mys(R), — i
1 1 1 —1 —2 3 =5 =95
_ 2 — 2 2
M@—th—le+g_9{1 _2_{ 2][ 1} 913 16 7]
QD(I7Z_U7Z)_:? \
M z Y I Rt Al O Gr—-Fy—geiz+Fy—52) N LOY “
v : 9| 3z + 16y — 7z | T 3 "3 9
(1,2,3) =7
! (3 5 5] ° 22
=2 e —2| = — (44 112
Me | 201 =513 14 7} 2 9[ 56]:<p(1’2’3> o)
- 3 - B 3

\
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9.2 Zmiana baz

Twierdzenie 9.2.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy
v, By oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W. Niech P = Py, g, Q = Pp,, 5, oraz

A= M,(By,By), A" = ,Biy). Wa A
: g0(' v, Bw), - M, (B, Byy,). Wowczas / . .
due repritenlage A= QAP | By g2 P o )
\/J M“Cf%uc/kh / ‘__B} — —> B\V\/ Q ‘ jA?X
/7D0w0d Poniewaz| X = PX'pY - QY’, AX =Y, AX' =Y, zateﬂ@: Y= A‘i(/: OCL‘\
APX' = Y/ = (Q TAP)X" S

WO A A Y,N\n\‘p»f\(_( Nosol olay e Im,j i ani( bav

Przyklad 9.1.2 raz jeszcze
Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie
wyznaczymy macierz ¢ : R® — R?  o(x,y,2) = (32,2y + z) w bazach B = (b1 =
(1,2,0),bo = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0,1)).

PZPB%—JS: 2 1
0 1

1 10 PV RN
10 300 3 30 Yo 2
wegrar=[ 30130 0] 20| 3 3 0] o S veani
01 1

Uwaga 9.2.2. Niech V bedzie przestrzenia liniows skonczenie wymiarows, zas§ B oraz
B' jej dwiema bazami. Wowczas macierz przejscia Ps_.p jest reprezentacja macierzowsa

odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z baza B’ w przestrzen V z
baza B.

Dowdd. Niech B = (by,....by), B' = (b, ..., V). Wowczas ? ? - &
1d<b/1) = bll = allbl + ...+ CLnlbl /
, skad Pz = My(B,B). O ,,/@’W

id(B) = b, = ambi + . .-+ annbr v% / j
M vd
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza

Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 12
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie \ & Data: ..o
Y Q/L %X/\\
y

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego ' N G W\G\ AN

\(LO*[ N

o . . ~ ol

10.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu /// " ¢

Niech V = (V —|— R -) bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa wymiaru n. Oznaczmy r\j i

End Endomorﬁzmy przestrzeni V nazywamy réwniez operatorams lintowymia. AL N Ueo
sl idbtliogiilindet dliss

Tw19rdze ie 10 1. 1 i) Zbior End(V) = (End(V),+, R, -) wraz z dzialaniami dodawania "% i
f/\ odwzorowan 1 mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowag

o0 70” wymiaru n? h
o f»c P
e O‘L; >Uii) Zbior End(V) = (End(V), +, o) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzorowari “
) ( . . . . . , ) /
W trukt S 0. Log@ A ‘ .
. ma skt pleicene siprentemnego. 0o {0y $07X oy g
iii) Ve R Vf,ge End(V) a-(fog)=(a-flog=fo(a-g) - QYN

Dowdd. 1),1i) Wynikaja z twierdzen 8.3.1 oraz 8.3.2.  iii) Wynika z odpowiednich zwiazkow
dla macierzy odwzorowan f,g, fog,af,ag. O

Definicja 10.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko ¢-niezmienniczq, jezeli M cV

z(v=1R o(U) Cc U, tzn. YueUqgpu)eU. V=V
) e =2 (mew O&Q(KC\/ (a) €V
\ Przyktad 10.1.3. 1) Niech V =R? U = {(0,0,¢) € R*: t € R}, o(z,y, 2 ) (y,x,z)/\

2 005 o%
)\ Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 5 wokot osi Oz. /\’\ B
Ry | Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,t) € U i U jest p-niezmiennicza. ‘ bo f
oajgul Q/\\/\ \f _L o~ O~
(N 2) Niech V, ¢ € End(V) dowolne, U = Kerp dhav %unr L J | o do ?;
0500wy e A | L (#9)

. . . . /_\
Niech u € U, wowczas ¢(u) = Oy. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest p-niezmiennicza. ) , KJU ‘ 7¢> )

Q« M
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g v V4 v

U Cn{ Cramm T T
v

wel, ylbyeW

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V i dla dowolnej podprzestrzeni U C V|, mamy

e(U) C V.

Gdy U jest p-niezmienncza mamy o(U) C U, zatem restrykcja |y : U — U, czyli
eoly € End(U). _— |

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Niech ¢ € End(V). / ‘M
VA

Definicja 10.1.4. W i) Liczbe A € R nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, |
jezeli istnieje®niezerowy wektor v € V taki, ze ¢(v) = M. Kazdy taki wektor
nazywamy wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej

A. 2 zal0eniy, V'Y“/”mj

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wtasnych
i odpowiadajacych im wektoréw wtasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem L Al
Spec(yp) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora. \@ OM% e
Przyklad 10.1.5. Niech V = C>*(R,R) oraz ¢ = %, tzn. dla dowolnego f € V mamy /Q>
o(f) = % = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wtasnag (/

operatora %. Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy
g :R— R, ga(z) = a- e, gdziea e R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R, R).
Ponadto ¢(gx)(x) = a - () = are’ = Aa - €M) = \ga(z). Zatem gy jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A. Stad Spec(y) = R.
~ i
& NGO R’

Uwaga 10.1.6. Kazdy wektor wtasny odpowiada doktadnie jednej wartosci wtasne;j.
e s

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V) istnieja A\, As € R oraz
v €V, v # 0y takie, ze W Wowcezas Oy = ¢(v) — ¢o(v) = Mo — Av =
(7: (A — Ag)v. Poniewaz v # Oy, zatem A\j — Ay = 0, czyli Ay = Ay, O
z,a{qﬂ_ —_—— —_—

Przyklad 10.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o$ Oz. Rozwaz
zagadnienie wlasne dla operatora .
Zauwazmy, ze ¢ (v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie

(v) = A, gdy ¢

sytuacje: f"\i
1) AN =1, () =wv, gdy v || Ox, czyli v = (v,,0)
2) Ay =0, p(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,)

N Wo%@);@“ AV | \'/ /Bﬁieéa?ﬁc E/O\AB
. /Y :(Qo/ ’ R \f ((Uxo 2
R 1)\ () Mo Kﬁ@

X ] X \4, mr

/




/l\b ne. Stonie 1

| & H
Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu E ENFACE

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V, Z 20 ko

a\ ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V) w tejze bazie bedzie diagonalna. v
Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektorow wtasnych .

Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dzialania mnozenia i potegowania, co

odpowiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizmow.

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(p).
Oznaczmy przez F) zbior wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych wartosci wtasnej

V A, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem (\)’ c 57
- T \ cE, AU
Tl GEN S? ACE Ey={veV: ¢ = v} A 74
vy B —— =>
G Twierdzenie 10.1.8. i) Zbiér E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. 5w 6@0/

TTTe——

WU g
11 ) Zbior E) jest podprzestrzenia p-niezmiennicza. (\f €t 9‘ =) \/ﬂ C /\)J) QEQ\ y

U{\& i) E) = Kem/) gdzie ¢ = — A -idy.
Dowdd. 1) Dla dowolnych v,w € E), o, € R mamy ¢(av + fw) = ap(v) + fo(w) =
alv + B)\w = Maw + pw), czyli av + pw € E,.
ii) Na mocy i) jesli v € Ej, to ¢(v) = A € E).

iii) p(v) = v & ) — Ay =0y < go(v) —Aidy(v) =0y & (¢ — A-idy)(v) = Oy
| ﬂ/x Iy = bo&( —_—

Definicja 10.1.9. Przestrzen wektorowa F) nazywamy p%przestrzemq wtasng endomorfizmu
v, odpowiadajaca wartosci wtasnej A. A N

UNAAR N creg ),
Uwaga 10.1.10. Na mocy uwagi 10.1.6 otrzymujemy A\ # Ay = E), N E), = {0y }.

Zatem zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V), mozemy bada¢ jego restrykcje ¢|p, €
End(E,,) na podprzestrzenie niezmiennicze E)y,, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 10.1.11. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie
przestrzeni V. Wéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A€ Spec(yp) fan. A—warkode A ney

) | b dae, gl aw
ii) Ker(p — A-idy) #{0v} |\ € (\(\)):ﬁo %K

W{/g},\ # 55y det(A — AT) = 0

’ Dowdd. i) < ii) Jesli A € Spec(p), to istnieje v € V|, v # Oy taki, ze p(v) = Ao,
czyli Oy = ¢(v) — Av = (p — A -idy)(v). Stad v € Ker(p — A -idy). I odwrotnie, jesli
Ker(p — A -idy) # {0y}, to istnieje v € V, v # 0y taki, ze (¢ — A -idy)(v) = Oy, czyli
o(v) = M.
ii) < iii) Niech v € V oraz niech X oznacza kolumne wspotrzednych wektora v w ustalonej
bazie przestrzeni V. Niech A bedzie macierza ¢ w tejze bazie. Wowczas p(v) = v <
AX = \X & AX—-)X = 0. Uklad jednorodny (A—AI)X = 0 ma niezerowe rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy gdy det(A — M) =0. O

w%? ) be Qs S i

L =l ”?\'V‘O{‘ N%\-‘?\l
oy = k{):o (A-~xTYX=0



Whniosek 10.1.12. Niech ¢ € End(V), A € Spec(yp). Niech B bedzie baza przestrzeni V'
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,22,...,%,]p jest wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ (7\43 =0 O(@l/(@/%lj‘fo T R
e 2] maren

5\7\/\ N (A-A)X =0, gdzie X=| _ |.
N . ier(y ) (R =n%

Wiaet n1€020 A - ALIKT
W Twierdzenie 10.1.13. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V) nie zaleza od wyboru <

" basy praestrzent V. A A NW{A”MWM 27) =
i Niech B, B’ beda dwiema réznymi bazami przestrzeni V. Niech A = M (B, B),

B B') oraz P = Ps_p. Na mocy twierdzenia 9.2.1 mamy A’ = P~1AP.

Ponadto det(d’ — M) = det(P™'AP — M) = det(P~'AP — AP~'IP) = det(P~'(A —

M) P) = det(P~)det(A — A)det(P) = det(A — A ), bowiem det(P~!) = & O

T detP-

oy

—

Definicja 10.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V) nazywamy
wielomian x,, € R[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzows
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Rownanie x,(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu y, nazywamy pierwiastkamsi
charakterystycznymi odwzorowania . e T L= R,

Uwaga 10.1.15. i) Rzeczywiste pierwiastki charakterystyczne wielomianu y,, to dokladnie
wartosci wlasne endomorfizmu .

ii) Na mocy twierdzenia 10.1.13 wielomian x, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni
V.

iii) Jesli dim V' = n, to wowczas deg x, = n. % 'y ‘ V=
Niech A € M, (R). e\/ﬁ( _ ﬁ Lf NS ‘} ™

Definicja 10.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian "
Xa € RJ[t] postaci xa(t) = det(A — tI). Rownanie y4(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy rzeczywisty pierwiastek wielomianu y 4 nazywamy wartoscig wtasng macierzy
A. Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem Spec(A)
i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor = = (x1, s, ..., z,) € R" spelniajacy rownanie
T
. T2
AX = )2X, gdzie X = o,
Tn

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wtasnej A.
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Uwaga 10.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) sa identyczne z
wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R), bedacej reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R™.

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz
A € Spec(yp).

Definicja 10.1.18. i) Krotnos¢ ky liczby A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej \.

ii) Wymiar dim E) podprzestrzeni wlasnej F nazywamy krotnosciq geometryczng wartosci
wlasnéj A. S T

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace
sie z n roznych (a zatem prostych) wartoémmyvmny W

Twierdzenie 10.1.19. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(p) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

YaosC 6600’“ »ie r\«GL{Mm,% - e
ko D1 <dimEy < ky, pooineda al, . I Wer (L( - J) T JT“&O{”’
ade
> dim £y = dim V — rank A Al). - Mo N ma
Szkic dowodu. Jesh A€ Spec( ), to istnieje v € V, v # Oy taki, ze v € E,\, zatem ¥/ A
NUU““N 1 < dim E). Rozumowanle uzasadniajace, ze dim E\ < kj mozna znalez¢ w [4]. .

Y} ii) Poniewaz E)\ = Ker(¢ — X - idy ), zatem
dim Fy = dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V —rank(A — A\I). O

Przyktad 10.1.20. Wyznacz wszystkie warto$ci wtasne endomorfizmu o

pe End(R3)7 QO(Z',y,Z) = <x+2y72%—21’—2y—z) IMCA, %%7)
Okresl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzeme
wlasne 1 wymiary tychzze podprzestrzenl
b

" «
) 3932 - [ectina) © 19, |

A= M, B,BY=1] 0| 2

2 |-2 —1 . SRRV Ry A1 0 -2

-k U{ ‘éf/(\e%gd) @2 0 L \'( / Cg
xa(t) = x,(t) =[det(A —tI) = 2:95) 0 :(1—t)(2—t)( 1-t)=p —

-9 = 1/ AN %—L @%O@

ot

1

— \(’/O’Lmanon 0
o - O Spec(p) ={X] = 5L Xe =2, A3 = —1}, ky = ky = k3 = 1 widmo proste o
E,,=FE_ ="
= - meru{ 9\51> . 0 2 2 0] [x 0
T (A= MDX =0 & (A+D) |y | =0 | 0 30]||y|=]0
W 2 0 2 20 |z] lo]
& =0/=2x=y=0,z€R \ wlw , N eoen -
—2x -2y =0 (W)'C‘KVV\JVO)

(O\Ot%)fl gzoeuk



(002)= & (’0/0,‘ 1) Y

@vd’aumx‘o Ndhﬂ(/\,{] ¢ érach E)} 69 L"%LO
ektory wlasne odpowiadajace A3 =/=1 sa postaci v = (0,0, 2), gdzie z € R\ {0}. ~ -

d’oﬁ""”ﬂ”ﬁ ={(0,0,2) : z € R} =1in{(0,0,1)} oraz dimE_; =1 T )Yv%iy
—2.=2, lternatywnie, korzystajac z twierdzenia 10.1.19 ii), mozemy obliczy¢ 2 4 fod 7{ Sne
2 20 ~ " 90
dmFE_; =dimR* —r(A+1)=3—r 0 3 0]|=3-2=1 /4 % 61649
—J e Joon (1 *IM) —2 —92 0 —_— ~. o <7
Tak naprawde, wiemy to z gory, bowfem na mocy twierdzenia 10.1.19 i) mamy 4 A2
1 <dim E), < k3 =1, zatem dim E, = 1. é/
| S

Analogicznie wyznaczamy E), oraz F),. Z gory wiemy, ze dim E, = dim F,, = 1

t\/,@)

Twierdzenie 10.2.1. Wektory wtasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace

roznym warto$ciom wiasnym sa liniowo niezalezne.
R

Bez dowodu. Dowdd mozna znalezé w [4].

10.2 Diagonalizacja

Twierdzenie 10.2.2. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz
niech ¢ € End(V).

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {A1,..., A}, to wektory wlasne vy,... v,
gdzie v; odpowiada A;, dla7 € {1,2,...,n}, tworza baze¢ przestrzeni V. (oo 34 /in .x fmy
s PR T T

ii) Jesli wektory wtasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace

réoznym wartosciom Wiasnym) tworzg baze przestrzeni V' oraz| o(v;) = Av;, dla

i€{l1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma postac diagonalna

U(((\m):%n, W) T B-{v v,

D= Eam 2 dib I

S, 0N 0y o Y-V
Tmo,0- ) &(U\TQ <V
iii) Jesli wielomian charakterystyczny x., rozktada sie na czynniki liniowe h E ce ) A
K>\’J ':MJ\VVC' Xo = (=)t =)™ (= M), 7 ’ lerod %
b\{d\” (tzn. Ni # N, gdy @ # j oraz I{fl '—l— ky+...+k,=mn)i ppnad o k; = dim Ey, dla
i€ {l1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni V ztozona § wektorow wiasnych

endomorfizmu .

Dowdd. 1) Wynika z twierdzenia 10.2.1.
ii) Jesli B = (vq,...,v,) jest baza oraz ¢(v;)) = N\wv;, to wowczas (v
[A1,0,0...,0]5, p(ve) = Avy = [0,X2,0...,0]5,...,0(v,) = A\, = [0,

O\_/
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skad D = M, (B, B).

iii) Rownosé k; = dim F), oznacza, ze jesli \; jest k;-krotnym pierwiastkiem wielomianu
Xy, to istnieje k; liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych odpowiadajacych A;. Z kolei
fakt, ze x,, rozklada si¢ na iloczyn czynnikow liniowych, implikuje réwnos¢ dim Ey, +. ..+
dimE),, =n=dimV. 0O

Definicja 10.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy
istnieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza
diagonalna.

Wnhniosek 10.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wiasnych .
e ———— e

7 y
Macierz diagonalizujaca A N ? /AVT

Definicja 10.2.5. Macierz A € M, (R) nazywamy macierza diagonalizowalng, gdy istnieje
macierz nieosobliwa P € M, (R) taka, ze macierz P~'AP jest diagonalna. Mowimy A :/D
wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A. Dﬁ/ ?-'\ AP

dh'apon |
Whniosek 10.2.6. Macierz A € M,(R) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy 0\f0
istnieje baza przestrzeni R" ztozona z wektoréw wtasnych A.

Dowdd. Niech B bedzie pewna baza przestrzeni V oraz niech A = M, (B, B) , dla pewnego
¢ € End(V). Zalozmy, ze istnieje baza B’ przestrzeni V', ztozona z wektoréw wtasnych
¢. Oznaczmy A" = M,(B',B'). Wowczas A' = D = P7'AP, gdzie P = Pg_p. 0O

Z uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sg prawdziwe dla macierzy.

qéﬁm¢aﬁ)
1 1

W = g -1 r— K \{ = )RA GA hiow €
very = e C\“ 2 . ps<o J .
=2-t)1-t)+3=t"=-3t+5#0.
)y(’ 1 1_t‘ ( 3 u)&r£ STRONC %O%%t?JCrJlM@(M a A M (3 33)
Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem ~ "4+

Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna. Lo¢ -
\(__)_—-———-—- Cn) - SA v ceta K: /R, \ﬁ U 5

Przykiad 10.2.8. Czy ¢ € End(R3) taki, ze p(1,1,1) = (=1,—1,-1), ©(0,1,1) =
(0,1,1), ¢(0,0,1) = (0,0,2) jest diagonalizowalny? >,, IR E/UO) J
AN k_?(rﬁ =AU A (Z:gf\ '
Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wtasne > | .
=L = (LU da= Lo = (0.1L,1), =20 = (0,0,1). 7)< (P
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 10.2.2 1), operator ¢ jest diagonalizowalny. ' n ‘
‘g G

Przykiad 10.2.9. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem LTl €
o(x,y,2) = (3x + 82,3z — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?

Przyklad 10.2.7. Czy A = [ 2 =3 } € M5(R) jest diagonalizowalna?

0 Lol /W (t



Sw \

k{\%\ \Q\J\ Lg(\&) % U)’“% (10D ) -~ (5) 3}/7

—g ?/Ljvldi;ﬂ Dfii“;“owﬂ vna(n | L(,o\, %6 \[ (k( J-k j/)

—1
0
(ﬁ’)"%" 3—t 0 8 |
0 xalt)=| 3 6 |=(1-nC0 ) 0] = @’H)X@

-2 0 —5_¢ - -2 —-5-—t ’ 2)
= —(1+ )1 +2+12) = —(1+1) A 2y = - L
Specl) = {h = —1}, ki = 3 pedimE <K Lo (a2 )=0O

T 0 WA =)V Con
By =Ba=f{o=(vy,2): (A+D) |y | =] 0|} {

z 0 N’
c@r”‘” u,( (,/u) 00‘) %MWWA 0 . sa NMerero, ¢
dlmE_1—3—r(A+I)—3—r 30 6|=3-2=1#k=3. VeTe

) —
Am v = di =4 —
Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R? zlozona z wektorow

wlasnych . - T

Whiosek 10.2.10. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz
niech ¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne

v ..., v, odpowiadajace wartoSciom wlasnym A, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworza
baze C = (vl . ,vn) przestrzeni V', to woéwczas dla dowolnego r € N
M 00 ... 0 dw"‘%ﬂ?@ﬂ
1 ' 0 X 0 ... 0
(B B) PDTpi, gdme PZPB‘)C) D: . . . D:?vi
U( K{) A=A A 0 0 ... A A7
K//;;—/
Dowod Niech A = M (B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_c. Wowczas A" = M- (B, B N
oraz D" = M, (C,C). Ponadto D = P~'AP, skad A = PDP~! oraz A" = (PDP™!)" = DQ M
(PDP~Y)(PDPY)...(PDP~Y) = PD(P~'P)D ... (PP-Y\DP~' = PD'P~! S
A ~ — g I L 2
e Legrne o nonhew D~ 4 \

Przyklad 10.2.11. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich
krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie
wlasne 1 wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj -
baze wektorow wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca ~
P. Oblicz ' (1,2,3).

0:R* =R  o(r,y,2) = (4o — 2y + 22,22+ 22,y + 2 — )

4 2 2 /
_ 3 123\ _ ~
4—t =2 2 4—t =2 2 4 -t =9 0
()LXAU)Z 92—t 2 MBI g 2-¢ 4-9t |2 0 2-¢ 63| M
—1 1 1-—t —1 1 1—1¢ —1 1 2—1
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’

4

Y

o

A7)

—t2—t
2—t6 St:: 4—1)(2-1)?-302—-t) = (2—-1)*(1 —1¢)

Speap @ —2} ki=1,ky =2, dimFE;=1. 1<dimFE, <2
© bedzie dlagon 1zowalny, jesli dim Fy = %2 CL
2 =2 2

dimBEy =3 —r(A—2)=3—r| 2 -2 2 |=3-1=2,

-1 11 E—
zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Wﬁznaczymy baze ztozong z wektoréw wlasnych. Rozwazmy A\ = 1.

T [ 0 3 -2 2 T 0
A-Dlyl|l=]0]| <« 2 -1 2 y|l =10
z | 0 -1 10 z 0
3 =2 2(0] 1 -1 010 1 -1 010
2 -1 20| —= |3 —2 20|22 10 1 2|0
-1 1 0[0 2 —1 20 ™™ o 1 2|0
[ 2t iy~
By = {(-22,-22,2) : z € R} =lin{(~2, =2, 1)} -
R :
Rozwazmy Ay = 2.
x 0 2 =2 2 x 0
A-2D)ly|l=]ole| 2 2 2||yl=]|0
z 0 —1 1 -1 z 0
—x+y—2=0=z2=y—z,z,y€R
Ey ={(z,y,y —x) : z,y € R} =1in{(1,0,-1),(0, 1, 1)}
Baza wektordw wlasnych C = (v; = (=2, =2, 1), 05 = (1,0, —1),v; = (0, 554))
1.0 0 e ) 10
D=My(C,C)= |0 2 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgs_c = | |—2[ 0 1
0 0 2 -1 1
Obliczymy '91(1,2, 3) na dwa rézne sposoby. ool “‘bj g U
METODA T:. Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a, b, dc.
1 a a 1

Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | =P71| 2

3 ¢ ¢ 3| /\M{ Q
B — b
= = [4,9,0]C- -

Obliczamy P! K(J’{) % A
P W$3
Dot | 9101 z W \9,«16 C/ 32)\4/
0 0 2°]|6 6-21 | B
PO (0) =025 - 210 6 - 2101], = 20, 5. 200y, 46 210y, = <ﬁ\ﬁ?> =<yl
= (—4 45201, —4 — 62101 2 4 2101 C

(i \y’x
94 thﬁj . Li]o



METODA II: Obliczamy

1 1 —2 10 1 0 0 1 -1 1 1
AL 2 | = pPDIIPL L 2 | = | =2 01 0 2t 0 3 =2 2 2
3 3 11 0 0 2t 2 -1 2 3
3.2101_2 2_2102 2102_2 1 _4_’_5.2101
2102 -9 2 _ 2101 2102 -9 2 — —4—6- 2101
1— 2101 —1 + 2101 1 9 4 2101

Przyktad 10.2.12. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okresl ich
krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow
wtasnych, macierz D endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

[ € End(My(R)), f(A)=A+ A" f; QV{M%J ‘7@%&)
10 0 1 0 0 00
B:<E11_:|:O-O:|-,E12:_|:O 0:| Egl |:1 O:|7E22:|:0 1:|) bazaMg(R)
é FE) = ?O+ ; % = % — L2.0,00)
'01] [oo] [o0o1] r
FED =10 0" [1 071 0] ”w'/l\/'“olﬁ
00 01 0 1
f<E21):_1 o] Tloo] |10
0 0] [oo] [o 0]
JE2) =1 1| *]o 1| |0 2]
2[00 0 cgo 2
- [0 ren |
0 s
0lo/ 0 2 l 2t
1—t 1 L
xs () = det(A — 1) = 11—t 0 |=(2-1)? 1 1_t‘:(z—
//\51. 0 0
H2((1 -t -1 :éz 02(t? —2t) = —t(2 — )

@ Sp£0() {)\1)—0 )\2—2} k’l—l k2—3 dlmE()—l 1<d1II1E2<3 Aé dr(yv\ é é k?
(P(@ >>( =0 ketrno3 W mL@(/bw, ’\ /l 7“4/
U= = T = 2 T £ -

AV@?I EO_ Kae(b) {BeMyR): B+B O}/\ dn £ <07 b‘@vofm e
@ 1echB—{C d},gdmeabchR
N B E bre —0 Ww
¢ d b d| "0 o0 o —0 N

od po4
%97._ ZatemB:[_Ob g}oraonz{{_Ob 8}:()6]1%}:1111{{_01 (1) } g ]W 7 6\

Azov ‘@ >
° B\, =E =Ker(f —2-idypm) = {B € My(R) : B+ BT = 2B}
U‘ _ l&\\/\’JO 7\ A D,
95
KN ('V Juef(afﬁ wﬂ) [gmf

%wwwo) S-S0 \#83) o0
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza

Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 13
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o
N (L \ :
%\/ Lo 68/\/»/3\,& a“h'dlzj \’ mo“
o (fOW VoK
TEMAT: Formy kwadratowe o a lhnio e ( // ﬁ
. : (K 4y
11.1 Definicja formy kwadratowej 1 /)

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B + C, gdzie B = %(D + DT, C =
AD-D"),B=B" C=-CT. — - -
b Bob7 — sy e s w2y e kging
Obserwacja: X"DX = XTBX
otnie XTDX = XT(B+C)X = XTBX + XTCX oraz
XTR=DT x — % (XTDX — XTDTX) = % (XTDX — (XTDTX)T) = % (XTDX — XTDX) =

2

Niech A € M, (R) bedzie macierza Wtznq
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy przyjaé¢ to zatozenie bez straty dla ogélnosci.

Definicja 11.1.1. Funkcje v : R* — R dang wzorem ~v(z) = XTAX, gdzi@ = Nf"
——— _ a2
& L—z’ “
dla dowolnego x = (1,9, ...,x,) € R", nazywamy formaq kwadratowg. Macierz
y: R =R
symetryczna A nazywamy macierzq formy kwadratowej 7. Y[ X‘Lj) - 2
Uwaga 11.1.2. i) Jesli A = [a], to wowezas y(z) = D77, ai;ziv;. [ Y 0 L, J Zﬁj
ii) v jest wielomianem n zmiennych Jednorodnym stopnia 2. TN
M\ s w'e ’W“‘”’V‘N“r\j [+ ﬂj YNkl
iii) Ve e R" VA e R ~(Az) = \2v(x) V@ ke n s g0 M0/ A Brtg 2 .
N ﬁ r + ng 44}3
air ... Qin €1 a1y + ...+ a,T, \;
Dowdd. 1) [xy...xy] P, : = [x1...24) = Y
Apl .- Qpp Tn Ap1%1 + ..o+ ATy

anx% + appr10 + ...+ a,mx%

ii) Na mocy 1) kaZdy jednomian v jest stopnia 2.

iii) Niech x = (z1,...,2,), A € R. Woéwczas na mocy i) mamy y(Az) = y(Azy, ..., Ax,) =

Z?] 1 Gij (M“z)(M“J) = /\2 Zz] 1 iy U —

200 7
j | + F
660\vxor00'4) sh. 1 97 1{ q/ . o
A
@CW " ) CM) ' C(W)%) V(r’\w = 7\76 Fal ny b ) "9& 96@&)



S
A
Przyktad 11.1.3. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe. C L * i.[ Xe < 766)
6@* : (

OZZ : X()‘ﬂ‘xz‘ x?))

bb‘ o~
T&n
cdno A7) 2oke ¥ 2 Kk @% 2] [ = PR TE)
V(@@ 3) = [ @1 @2 w3 ] |[3 0 z | =04 Fe Xg) §” 2 7g LKy
O T3 @"/\*X‘L

Q/X/l + Xg_j
ii) Niech Q C R" bedzie obszarem, zas f : {2 — R dowolna funkcja taka, ze/ f € C*(Q2).

gy X A (-2>c4 2%, + 2y )
dbf R =R, dyy f(ha, .o b)) =) axiaxj(Po)hihj L Xy ("z

ij=1

. . . . 0\(,\ ¢ ") f\/\
jest forma kwadratowa. Jej macierz ma postac e o

ok
| Y
/f IR — 1R ) 8628f
10T
7)) ) TL-(R
/ﬁxy /ij 8x281n( )
/’CH ’( “: 6w85gx1 <P0) 6xajgx <P0) e gz_g(PO)
ALY

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.

11.2 Okreslonosé formy kwadratowej

K(X\%’/ N ™y b9t e

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0. I

/AU
OLO NOM\C\P 0 ) ) )
Definicja 11.2.1. Forme kwadratowa v : R* — R, v(z) = XTAX nazywamy JV R —= IR

i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) >0, Wﬁ\ (x}
ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R"\ {0} ~(z) <0

Y

)

) K b
iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) > 0, ﬁ b ﬁé@ /9 ‘ &3‘0% : 1

)

)

iv) ujemnie potokreslong, gdy Vo € R™  ~(x) <0

— Y

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zaréwno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona, — © <
gdy forma kwadratowa (z) = XTAX jest dodatnio okreglona itd. L0 )
qo&” kw\db & , KQ/\ 12
ALY
8%

Przykiad 11.2.2. i) v:R® = R, (1, o, 73) = 227 + 23 + 23

. . . B DW& =0 ) v
jest Mmslona XC Xa g ¥w) =0 L7274 %m){@)) (yniow ¢
Xon,
i) 7 R — R, y(21, 02, 73) = —aF — 423 — 23 jest ujemnie okreslona” \&% 0\9

DY A

)9
9%9 @'H/%%\98 ) o
W d (dg) =



%O(mr\w - N g | o

w,\,(»()dm%ﬂ\ /?%m/\% 2

iii) v:R3 — R, y(x1, 22, 73) = 75 — :c2—|—x3 jest meokreslona bowiem (1, 0,
za$ 7(0,1,0) = -1 < 0.

iv) 7:R® = R, y(xy, 22, 23) = 223+22 jest dodatnio polokreslona Vag € R 4(0, 29,0
0
v W k) = ©>@ KR
Badanie okreslonosci formy kwadratowej

L/ Mad@ﬂ_ Quadrmw\\h
Definicja 11.2.3. Niech A = [a;;] € M, (R). o

i) Minorem gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstaltej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

S

ii) Minorem wiodqcyméq%dwnymlstopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powstlej przez skreslenie n— k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem

fk'/ /\ m“mﬂm Sy | A AU n
Symbolem D;, ;, oznaczamy minor gl()wny stopnia k, powstaly przez skreslenie wierszy
i kolumn poza\tymi o indeksach i1 < ... < 4.
OLV\OK(LC“‘( t A
r’“o“ )
7 T Przyklad 11.2.4. A =
A

1 2 3
Ag = D123 = 5 6 7| = O, A4 = D1234 =detA = 0
-1 -2 =3
minory glowne: Dyy = L4 =12, Doy = 68 =0
-5 -8 -6 -8
RN N
e Y 20T Ay —
W VN A V» N \\k‘ A
Twierdzenie 11.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M, (R) bedzie macierza
symetryczng.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtéwne sa
dodatnie, tzn. Yk € {1,2,...,n} Ay > 0. ‘
T

i) A jest Wna wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtéwne
parzystego stopnia sg dodatnie, a nieparzystego ujemne,
tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)*A, > 0.
{ FED DL D70 Dryly Do
Bez dowodu. v

—

— + — 3
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0
Przyklad 11.2.6. i) A=| 1 —1 | 0 | jest ujemnie okreslona.
-3
2 1 /oy
A =-2<0, Az—‘ 1 _1'—1>0, A3 =detA = -3 <0. ‘ mm“/’q
pr=P T - Nl
Y\

jest potokreslona ujemnie, gdyz v(x1, 7o) = —25 < 0.

/ (}\\Oj =0 LA\O}#&O\ \> o
« Uwaga1l.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0nie wynika dodatnia potokreslonosé

AL -_
d

Twierdzenie 11.2.8. Niech v: R* — R, v(z) = XTAX, gdzie A = AT,

i) Forma kwadratowa v jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gltéwne macierzy A sa nieujemne, Clr e e inony @Tc‘w

. . >
tzn. V1<k<n V1<iy <...<iz<n D ,; >0 £— ~ 1\2( bl
70 o 30 e Rl D

ii) Forma kwadratowa v jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory ’? Y
glowne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki

A Y\]/lea/‘\_)/\(
<k< << << kD, \ | NG
Vi<k<n VI<i< <ip<n (-1) D“...z £o '7//0) <o 20 )

Bez dowodu.

Przyktad 11.2.9. Forma kwadratowa 7 : R — R,

(1,2, w) <TD4 o+ 21 fost dodatnio polokreslona.
)ﬁjl/bz% ‘\ 2 x/\\‘,b I X"Q,XJ/) *(/[ﬁ\
.9 A Pa 2 ~ /)J\JU’ G
- G0l - Posperet SN
pafeeelo ‘

Uwaga 11.2.10. i) Jesli Ay = Dis < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci
wtlasnych (liczac z krotnosciami).

Dowdd. i) Ay = Djp to minor stopnia 2. Jesli Dis = (=1)?D1, < 0, to na mocy
kryterium Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okreslona. Na
mocy twierdzenia 11.2.8 nie jest potokreslona dodatnio ani pétokreslona ujemnie.

ii) Dowod mozna znalezé¢ w [4]. O
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Twierdzenie 11.2.11 (Kryterium wartosci wtasnych). Niech v : R* — R, ~(z) =
XTAX, gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {\1,...,\,}. Woéwczas forma kwadratowa

v jest
i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,

ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,

iv) ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; <0,

P Z )
Cw Ve
Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym wiadajacym M. ? AL
Oczywiscie v # Oy, wiec |v| # 0. Obliczamy v” é: ;—— ) =0 Zatem ( (\j/)
A(v) >0 < A >0, co dowodzi podpunktu i) naloglczme wpozosta adkach 2(

O
W) (?o) - %l/

b
Przyktad 11.2.12. A= | 0 0 |0 | jest dodatnio pétokreslona.

101 _ _ _
1—t 0 1 S ATe B2 2 S0 meolee )
=] 0 —t 0 |=-t1-t)2+t=t(1-(1-0)?) =t2t—-12)=t>2—1)
" 10 1—t ( ) (uko
Spec(A) ={ 1 =X =0,\3 =2} v
T o ‘

/00 DA~ O(-/OH{MGO

)
)
iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0,
)
)

iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 34,7 € {1,2,...n} X\; >0 AX; <O0.

~ I
20! o(/bm)mm\

?ob WV

@ VL me\mk ,Jn%o\ao\m /

Le ocale owoter mmun

‘@(aadﬁ ¢ /‘/wcm?jf /
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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowane;j
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

Algebra wyzsza
Wyktlad nr 14
Data: ...cccoviinnn

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

12.1 TIloczyn skalarny i norma

Niech V' = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.  x

Definicja 12.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli spetnia - .
ona nastepujace warunki: [y niowo i nA N\ Ta i a 9 v L J
1% .

i) Yu,v,w €V Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v, w),
i) Vu,v eV s(u,v) = s(v,u), SU”MOMUMf
H
11 ‘ \ J € nC !
i) Vo e V. s(v,v) >0 A s(v,v):O(i)v:OV.htzawf "ouw, 'y ) jrm)(\‘ '/D
— v J J 7
Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq. Bywa ona oznaczana symbolem L 4
E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v_lub (u,v). o
—_ P, U7

e
/0
Przyktad 12.1.2. Ponizsze funkcje sg iloczynami skalarnymi. C\(\i/ ,\ng g ©J
\ -
. 7~ = (A4S
1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R” —R taka, ze > v7J Uit
Vu= (21,...,2,),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3"" xyi=x1y1 + ...+ Tpln
Przestrzen euklidesowa (R™, o) oznaczamy Symbolerrllag_, \{5
,, o (U )
2) V=C([a,B,R), (,.):VxV =R, YfgeV (fg)=[ fl)g(z)dz (W09 \\“) (/ﬁvﬂx\’l
Calka oznaczona ma wlasnosé liniowosci. Ponadto [’ f?(x)dxz > 0, bowiem f?(z) >0 AN
i catka oznaczona zachowuje nieréwnosé¢ stabg. ' V\U J
- =
)V =R,[z], (,.):R,[z] xR,[z] =R, (\bg(\/b = 1
Vp,q €V (p,q) =>"  p(x;)q(x;), gdzie zq < ml < ... < z, liczby ustalone (EVIN
i=0 (\j\ n \ W X WY
| U g Rl g e
Rozwazmy Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q¢(—1) + p ) + p\/q _ \(\N\ 7/0

Wowezas (p,p) = [p(=1)* + [p(0)]* + [p(1)]* > 0.
Jesli (p, p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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Niech p(x) = ag + a1z + ... + a,2™. Zalozmy, ze (p,p) = 0. Wowcezas p(xg) = p(z1) =

1 zg x3 ... af 0
_ 1z 22 ... 2} a;
= p(z,) = 0, skad otrzymujemy G )
/w\b' 1 =z, 22 ... 2" ap /
Al Wyznacznik gtowny W tego uktadu, to wyznacznik Vandermonde’a.
§ W= [locicjen(®j — i) # 0, bowiem x; # x; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
" jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ag = a; = ... = a, = 0, co oznacza, ze p jest

wielomianem zerowym.
o (ArD)

)V = Mysn(R), (.,.): JZ n(R ) X Mpsn(R) — R, o T\DMW@’] ) — MA/,\/'*VB

VA, B € M,«n(R) (A, B) (

Na mocy twierdzenia 3. 1.13, moéwiacego o wlasnosciach §ladu macierzy, mozna wywnioskowac,

>\w& swama  ehe

ze jest to iloczyn skalarny. /b/ ( |
& A)
gy %p/CIQ/)
Tw1erdzen1e 12.1.3. Niech (V,s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
é\ \W‘\ ) Vu,v,w €V Vo, B €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w)
A 2o
i) Vo e V. s(v,0y) =0, f)(:{bt ﬂ/lL\/> — 5CV oéu/mvjj(/lv/

2
,veV <s(u,v)> < s(u,u) - s(v,v) memwnosc chwar
—_—

oC 66\/ M) w(v sz

,u) —2as(u, v) + a?s(v,v) > 0. Biorac a = ZEZZ;, otrzymujemy s(u u) - 2[8((—)]2 +

s(v,v)

O
Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa. d(/ﬁ g )
S
Definicja 12.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spetnia ona nastepujace

warunki:

J)woev lbliz0 A llll=0ev=o, (U] > A
1< o
i) weV VaeR favl|= ]|l I ll=201C )
i) Yu,v € V. |lu+ || < ||ul| + ||v]]- tzw. warunek trojkata
—

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dlugoscig) wektora v. Par¢ (V,]|.||) nazywamy
przestrzeniq unormowang. 2
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1?\6 (l_j"“(:uxl Uy Ltzj)

2
O = A vyt it = | 1)
Twierdzenie 12.1.5. Jesli (V) s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowamg [.1]s :

V' — R dane wzorem — =
VeV |l = v/5(00) |V < [Qrew

jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny. 0
Dowdd. Poniewaz dla dowolnego v € V' mamy s(v,v) > 0 oraz s(v,v) = 0 < v = Oy, 4
zatem ||v||s = /s(v,v) > 0 oraz |jv]ls = 0 < v = Oy. Dla dowolnego a@ € R

mamy |lav|[s = /s(av,av) = y/a2s(v,v) = |a|y/s(v,v) = |a| - |[v]|s. Ponadto na

mocy nieréwnosci Schwarza ||u + v||s = s(u 4+ v,u + v) = s(u,u) + 2s(u,v) + s(v,v) =
]2+ 25w, v) + [Jo][2 < [fullZ +2+/s(u, u)y/s(0, 0) +{[0l[2 = [Jul 2+ 21 [ull[[v]|s + [v]]2 =
(||u]]s + |v]]s)?, skad otrzymujemy nieréwnosé trojkata. [

Przyktad 12.1.6. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dlax = (21,7, ...,2,) mamy ||z|| = \/2? + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa

w R™. /L_//

Whiosek 12.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.

12.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V, ktorego dlugosé jest
rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna
unormowac, tj. znalez¢é wersor © o tym samym zwrocie i kierunku co V.

Istotnie 0 := i jest wersorem, bowiem l|o|| = ’ ol ‘ ||v|| Nl = % l|lv]| = 1.
[ | B
Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami. | 1 A b
Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u v € V mamy JQ(J i
(u,v) . ( v) ) N
@V\J Vi upy/To,0) = [l - [l = iy <1 e | -1< iy <1 oy
Jesli v # 0y, u # Oy, mozemy widzieé I <ﬁ ﬁZ}H jako cosinus Jednoznaczme okreslonego kata v
a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem . ’
U, v u, v .
cos £ (u,v) = g, L(u,v) = arccosg.
[ful| - [[ol] [lul| - [[ol]

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest nieokreslony.

— r S A
O M A \<M\\D\



Przyktad 12.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R [x], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+

p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) = E/— x.
Fu(Mo(1)=2-5%2-4= 18 .

\/[U(O)] +u()? =v22+22 =2

Joll = /fo.1) = VIO + (D = VB 5P = VaT ijg -

18
£(u,v) = arccos ;=== = arccos \/83

Definicja 12.2.2. i) Dwa wektory w,v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn 0
skalarny jest rowny zero. Piszemy wowczas u | v. @_)U
71\ \
ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli \Q\J \v
Vi,j€{1,2,...,n} 275] :><’Ui,?}j>:0.
ii) Uktad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym
i kazdy wektor jest unormowany, czyli T
o . ol
e(2° . o D 1F£ ] o «J\
, W Vi,je{1,2,...,n} (v;,v;) = L Go g %U \ju
§ \ A
})’ & Uwaga 12.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora.
S
\*) N Przyklad 12.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7|, R), (.,.)), gdzie (f,g) =
- J{;@ f f(z)g(z)dzx. Sprawdzimy, czy wektory f(z) = sinz, g(x) = cos z sa ortogonalne/ortonormalne.
~NJ
% o (f,9) = [T sinzcosadr = § [7_sin2zdr = [—1 cos ]:r—%i( ~1))
ST 7 e Oy LV g -
R% Wektory sg ortogonalne, ale nie ortonormalne.

Twierdzenie 12.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

Vu,v €V u Lo & |lu+to]> =]+ 0]
4M\4»>y4u\v)44\4u>@ v - U/L'}\)> J
Dowdd. ||u+v||> = (u+v,u+v) = (u u>+2<u o) + (,0) L P |o|P O &
\ oW (pely Ve Uo W/ +ol

Twierdzenie 12.2.6. Uktlad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo
0) niezalezny. /

Dowdd. Zatoimy, ze {vy,..., v} jest ukladem ortogonalnym oraz aqvy + ...+ apup =
Oy, dla pewnych a,...,a € R. Dla dowolnego j € {1,...,k} mamy 0 = (0y,v;) =
<Zf:1 Qv V) = Do ailvi,v)) = aj{v;,v) = agl|vj]]2. Poniewaz v; # Oy, zatem
Hv]|| 7& 0i tadd a; = 0. Jest to prawda dla dowolnego j, zatem oy = ... = ay, = 0 i uktad
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Whniosek 12.2.7. i) Uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

—

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny
nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 12.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonormalnym),
nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyktad 12.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),es = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1). N9
R U\J \R \

O (+on v canthnn

Wspélrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E?

baza ortogonalna B; = (5 =(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0 0,1))

Dla dowolnego wektora v = (v, vy, v,) mamy v, = v o 1, Vy = U 0], vV, =00 k.

7, doktadnoscig do znaku skalary v,,v,, v, to dlugosm rzutow ortogonalnych wektora v na
osie Oz, Oy, Oz odpowiednio, zas wektory v, - 1 Uy - 7 0, k: to rzuty ortogonalne wektora
v na osie Oz, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 12.2.10. Niech B = (bl,bQ, cee bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni
euklidesowej (V,(.,.)). Niech v € V, v = [a, ag, . .., ay] 5. Wowcezas

— (v,b:) =

(\fiofkaﬁL oﬁl"l-NJ,o( by, Vi€{12 Ny o=
Moy 2 L © 7 -
48 bon7 = Sk, ) = <<h LN L <1>z%/ ARV

onadto

<u,b1>(w,b1>+<u,b2>(w,b2>+ by (Of°\

Y Vv =
wwelV fww =" ToalP Tk

Dowdd. Poniewaz v = aybi+anbo+. . .4ay,by,, zatem (v, by) = (a1bi+anbe+. . .+a,b,, by) =
a1(by, b1) + ag(ba, by) + ...y (bp, b1) = ay]|b1]]?. Stad a; = fﬁ)b‘lp Analogiczne rachunki
przeprowadzamy dla 9, ...,y Q. o

21 n i n b;) (v,b;) n w,b; _
Jesliv = 371, b, w = Zz—l [l bs, b0 wowezas (v, v) = (3L 1, '%Zjb%jzbz meb) =
thmmmwmmmmM—ZEWWww<»WW—ZLim%—D

Whiosek 12.2.11. Jedli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej
(V,(.,.)) oraz V 3 v = [aq,qa,...,a,]s, to wowczas 0\6\‘)

Vie{l,2,...,n} «a;= (v

- T \\sd\\

Vu,w eV (u,w) = (u, by)(w, by) + (u, ba)(w, ba) + ...+ (u,by)(w,by).

Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 12.2.10 przyjac ||b;]| =1. O
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Whiosek 12.2.12. Niech B = (b1, by, ..., b,) bedzie bazg przestrzeni euklidesowej (V (., .))
oraz niech v,w € V, v = a1, qa,..., ], w = [B1, B2, ..., Pnls. Wowczas baza B jest
T ortonormalna wtedy i/tylko wtedy gdy (u,w) = a1 + a2 /. . + anBn.

Dowdd.  Zauwazmy, ze (v,w) = (3211 oubi, 350, Bibs) = D20, ciBj{bi, bj) rowna sie b7<)
: 05 i#y
Yo auf; wtedy 1 tylko wtedy, gdy (b;,b;) = { A . . N0
L=y <BWBU>;A ODL\L’}

————
=

J
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 15
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe - ciqgg dalszy
13.1 Metody ortogonalizacji Q/W‘a(ro/‘)/) (amf\b :(w < \/

Twierdzenie 13.1.1. Niech (V] (., .)) bedzie przestrzenig euklidesowa. Niech {b;,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Woéwczas istnieje uktad ortogonalny

———-—'/’_\\.
{c1,...cm} CV taki, ze lin{by,... by} = lin{cy,. .. e} !
—_— ——

Bez dowodu. Metoda dowodowa jest analogiczna do tej przedstawionej w przyktadzie
13.1.3 ponizej.

Wnhniosek 13.1.2. i) Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rozna od
{0} ma baze ortogonalng i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoniczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.

Dowdd. i) Na mocy twierdzenia 7.2.23 i) skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa
rozna od {0} ma baze. Na mocy twierdzenia 13.1.1, baze te mozna zortogonalizowac.
Ponadto mozemy unormowaé¢ wektory otrzymanej bazy ortogonalne;j.

ii) Na mocy wniosku 12.2.7 uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny. Na mocy twierdzenia
7.2.23 iii) uklad liniowo niezalezny moze by¢ uzupelniony do bazy. O

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyklad 13.1.3. Rozwazmy przestrzen E?, tj. R ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dana jest baza B = (61 =(1,-2,0),b = (5,5,1),b3 = (5,4, 4)) przestrzeni R®. Dokonamy

ortogonalizacji bazy B.
AS ()5 +0-]

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem b oby =5 — 10+ 0 = —5 # 0. .
Niech C = (¢1, ¢o, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna.
T

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1,—2,0). Wowczas oczywiscie lin{c;} = lin{b
L— J

IT KROK: Aby zagwarantowac, ze lin{ci,co} = lin{bl,bg}/, poszukujemy c, w postaci
cp. = by +|ar, dla pewnego a € R. Dobierzemy a w taki sposob, by ¢z 0¢; = 0.

Obliczam Cy O C1 = (bg + CYCl) oCl = bg oc; +«- (62 @) Cl)-
c@e@m{ﬁn by

C o oo W\\FO}% 2
,vj_\"/&/\-/ C/\ \/\O{l\J
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Aby ¢y 0 ¢; = 0, wystarczy przyjaé¢ a = —%. b Ch en ¢ A\
W naszym przyktadzie 0 = byoc; +a-{czo¢q) = (5,5, 1) (1, —2,0)+a-(1,-2,0) 0

(1,-2,0) = =5+ 50, skad ¢ = 1. Zatem ¢ = b + &1 =6 _ gm(cA 0 by b e ¢,

CN\ @ J\ <=/ C1

IIT KROK: Aby zagwarantowaé, ze lln{cl,@g@ = lin{by, be, b3}, poszukujemy c3 w
postaci ¢z = bs + B1¢1 + Paca, dla pewnych 1, 55°€ R. Dobierzemy 1, 52 w taki sposob, % w%/ﬁq

by c30c; =0 oraz c3 0cy = 0. ) é‘ﬂCL od
Maimy U = czoc; = (534‘31014-5202)001 =bzoci1+fi(cioc))+Ba(croer) = bsocr +fi|er]|?,
skad 5 = ﬁ3°ﬁ12 Analogicznie 0 = ¢3 0 cg = (bg + f1c1 + Pacz) 0 o = bg o ¢y + [1(cy 0 b/, /‘0 1

c2) + Pale20 ¢2) = byo ca + faleal|?, skad B = — fiots.

. 0263001+61||61||2:(5,4,4)0 ,—2,0)+ﬁ1(1+4+0):—3+551 :/O
Wnaszymprzykladm{ 0=bs0cs+ Bollca]|? = (5,4,4) 0 (6,3,1) + Ba(36 + 9+ 1) = 46 + 468> " — .
Sk@d 51 §, ﬁz = ~ ‘
Zatem ¢ = by F 4er = ¢y = (5,4,4) + 2(1,-2,0) — (6,3,1) = (=2,-1,3). = Koo olo

C=(a=(1,-2 0) = (6,3,1),c3 = (—2,—1,3)) jest bazg ortogonalna.

e

Poniewaz ||c1|| = V/5, ||ca|| = v/46, ||cs] P, zatem bazg ortonormalna jest

Whiosek 13.1.4. Jesli B = (bl, ba, ..., bn> jest dowolna baza przestrzeni euklidesowe;j

(V,{.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Coyen cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalna tej przestrzeni.

<bn, C¢>

il [?

(b3, c1) (b3, ca) o <

c1— c Cp = b, —
a2 leaf2 e

&

Przyktad 13.1.5. Rozwazmy przestrzen Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)g(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1,z,2?).

Niech(bl = Lby = x,m Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem Qg &o
biobz3=1-(—=1)2+1-0 1 =2#0. 0 4 /

Niech C = (¢1, ¢o, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna. .
\ Y 7 | .
I KROK: Niech ¢; := by = 1. ) lnr @,H\”) = lur(Cn, (;z,,j - fw (JOA‘ C?/

II KROK: Poszukujemy ¢y = by + acy, & € R. Dobierzmy « tak, by ¢3 0 ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cyoc; = (b2+acl)oc.r: b2001+06‘((;f1001) = (—1-}0—|—O-1+1-1 +a(1<€t1+1)

3a. 7y . . 2 .p Ch o A
Skad o = 0. Zatem ¢y = by = x. (Moglismy to zauwazy¢ wezesniej.)
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(G € b (0 mk i 00 oo by ) = w@

IIT KROK: Poszukujemy c3 w postaci c¢3 = bs + 5101 + /8262, b1, P2 € R. Dobierzmy f1, (32
tak, by cz30c; = 0 oraz c3 0 ¢y = 0. -

Mamym (bg+BrciFB2ca)ocs = bgocy+Pi(crocr)+Pa(caocy) = byocy+fi||ai|]? =
(1-1+4+0-1+1-1)+ 83, sk@@

Analogicznie 0 = c3 0 ¢y = (b3 + f1c1 + Pac2) 0 ¢a = by o o + [B1(cy 0 ca) + Bafc =
by o ey + Baollcal|* = (1 (— 1)+0 0+ 1-1)+ By (1) + 0%+ 12) = 20, sk@d@
Zatemjg:_% —

C=( '

co=1,co=x,c3=0"— %) jest baza ortogonalng.
P e

lall=vVI+I+1=V3, |lo|l=vI+0+1=v2 |la||=/i+i+1=

Baza ortonormalna jest uklad wektorow

C' = I a  _ N3 02_f c3 __6(1.2_2):_62 > @%M m@
2 3 .

A=l =5 2= oy = 266G =

Macierzowa metoda ortogonalizacji L
Qﬁd(@f@uﬁ

Twierdzenie 13.1.6. Niech uy, . .., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni N

E". Niech A € M,,»,(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspotrzedne
_wektoré6w wuq,...,u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Wowczas stosujac operacje
clementarne na wierszach (bez zmiany kolejnoéci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna
~ doprowadzi¢ ja do postaci [G|A], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna gorna.
Wektory wierszowe tak otrzymanej macierzy A’ € M, (R) sa ortogonalne w E".

Bez dowodu. Dow6d mozna znalezé w [4]. LﬂfP\T A] — LJ\% ‘ 74_]

Przyktad 13.1.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektorow b = i
(1,-2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3. ‘ /

Myail
=46 # 0.

=~ = O

1
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5
5

Ot~ O N

Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem by o by =
1 5 5

—2 5) 4 AT
0 1 4
0| 5 =5 -3
1]-=5 51 49
41 -3 49 57
5 =5 —-3| -1 5 =5 —-3| -1

2 0
51 49| 5 5 1 | 22,10 /46 46| 6
54 4 | wetsw o@ﬂ 28

—1040=—5#0.

5 =5 =3
A-AT = | =5 51 49
-3 49 57

w3—w2
—_—

“E o o
S _ O

5 5

Uklad o ogonalny 1 =(1,-2,0),¢c0 =(6,3,1),c3 = (—%, —%,3).
Jedli nie uzywali$my operacji a-w;, to na przekatnej macierzy G otrzymujemy ||cq||%, ||e2||?, |||

Zatem ||a1]| = V5, [leol] = VI, [les]] = /2.

e
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13.2 Rzut ortogonalny na podprzestrzen /\ )

Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem.
Definicja 13.2.1. Zbior S+ = {v € V : Vz € S (v,x) = 0} nazywamy dopetnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy /]

tj. S = {x}, to zbiér St nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V. .
< |
Twierdzenie 13.2.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. ﬁ R

i) Jesli U C V jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni V, to wowczas UL rowniez jest — / [ \L /Z/
podprzestrznia liniowa. T

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbioér {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni a/ / K
V.

D%i) Niech z,y € U+, a,8 € R. Woéwcezas dla dowolnego w € U mamy (ax +
By, w) = alr,w) + By, w) = 0. Zatem ax + By € UL,

ii) Niech z,y € {u}t, o, 8 € R. Wowezas (ax + By, u) = oz, u) + S{y,u) = 0. Zatem
ar + By € {u}t. O

Przyklad 13.2.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
u=(1,0,1,0). Y vstand. Lsleddain {‘UyJﬂ

Niech v&x,y,z,t} €R* Wowczas u L v & uwov=0 < z+2=0. Zatem

v=(x,y,—x,t)oraz {u}* = {(z,y, —x,t) : z,y,t € R} =1in{(1,0,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 13.2.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniowa przestrzeni V. Jesli w € U+,
a4

to mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.
N

Uwaga 13.2.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {b, ..., b}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V'
I

wlU < Vie{l,2,....k} w Ly

—_—
Dowaod. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [ay, .. ., ;]| mamy

(w, u) :a1<w,bl>+...+an<w,{)n> =0. Zatemw L U. O
\) )

Z .9 : 1
Przyktad 13.2.6. Rozwazmy V = Ry[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = [, p(z)q(x)dz,
podprzestrzen U = Ry [z] oraz w = 62> — 62 + 1. Czy w L U? / W
¢

Neog= 6 D6 7

15
wlU=Rz]=lin{l,z} ©|lwllAwlzx L
(w,l):f01(6m2—6x—|—1)dx:2m“—3:v‘+x;:0 N €u

(w,z) = f01(6zv3 — 622 + x)dr = 32t — 225 + %xz‘; =0 Zatemw L U.
NS

N
Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego
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Twierdzenie 13.2.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, Us jej podprzestrzeniami
liniowymi. Woéwczas: B
—

i) UL = (linU)", -
i) U c (UL = S g iz,

Dowdd. i) x € Ut & VyeUyxz Ly nig VyelUyz Ly & xe Ut

ii) Wynika z uwagi 13.2.5.

iii) Niech u € U. Wowezas (u,z) = 0 dla dowolnego x € U+. Stad u L z dla dowolnego
reUt czylize. 0O

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenig liniowa.

Definicja 13.2.8. Operator liniowy © € End(V) dany wzorem K
~ €& U H Nto)
Vo eV m(v)=u, gdzie v—u LU, 4

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U.
Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

N -

/(Z - =_ut Q{Logondn /U’
U D,
N

Twierdzenie 13.2.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny v € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, by, ... ,bk) jest dowolng baza podprzestrzeni U, wowczas v = w(v) =

[ag, g, ..., s, gdzie/A AN\ Gl tig, Grao
(b by) (bibo) .. (b)) ]| @ (v,01)
(b, 1) (boba) ... (bayby) | | @2 | _ | (vib2) 0
<bk,b1> <bk,b2> ce <bk,bk> ay <’U,bk>
i) Jesli B = (bl,bg, e ,bk) jest baza ortogonalna, wowczas rzut ten okreslony jest
wzorem < b) < by) < b
v, 01 U, 02 k
RRE T [lbel?
-/ \ )
<, 112 < L

X"O//U\P/M Mek)\/ \)L /14

\0.2,"\"4 b Oy }/3 OLL > ‘HO&”

T = f/‘l"t



iii) Jesli baza B jest baza ortonormalna, wowczas . H -

u=mv)= wbl + (v boYby + ... + w%k
N oéq, <

Dowdd. Jesli u = 7(v), to v—u L U, co na mocy uwagi 13.2.5 jest rownowazne v —u L b;
dla i € {1,2,...,k}. Zatem (v — u,bz-) = 0 lub réwnowaznie (v,b;) = (u,b;). Poniewaz
u € U, zatem istnieja oy, ..., q, € R takie, ze u = [aq, ..., a5
i) Otrzymujemy uktad rownan (v,b;) = (u,b;) = (a1by + ... + agbi, b)) = ay(by) + ... +
ag (b, b;), gdzie i € {1,2,... k}, ktory jest rownowazny uktadowi (1).
ii) Na mocy twierdzenia 12.2.10 mamy «; = %
iii) Na mocy wniosku 12.2.11 mamy «; = (v, b;). O

<b17 b1> <b17 b2> ... <b17 bk:)

Macierz (b2,b1) (b2, ba) oo (B, i) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
(b, 1) (brsba) ... (by,by)

macierzq Grama uktadu wektorow (bl, by, ... ,bk).

pU s shand il skatary
Przyklad 13.2.10. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora
v=(1,1, 1, 0) na podprzestrzen U = lin{(Z,i), 1,/\2) ,(1,1,-3,0)}. bt

xcﬁ%bmm\“ }\9 A = L +¥A-D> =0 A N bana W
(x° Zauwazmy, ze B := (b1, by) jest baza U, bowiem r _; g } =2 )
METODA I e SV S = o) ottogpnama | %(
~3,0)

u = my(v) =7, w::v—uJ_UﬁwJ_b::2112)/\w (1,1,-3,
u € U, zatem istnieja o, f € R takie Wowczas "f\ Po?
w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — f(1,1,-3,0) = (1 —2a— B,1 —a — (5,1 —a + 38, —2a)
V = =V —Llor /
Otrzymujemy uktad dwoch rownan
0=(w,b;)=(1-2a—p,1—a—p5,1—a+38,—2a)0(2,1,1,2) =4 — 10q,
0= (w, by) :(1—204—6,1—a—ﬁ,lza+3ﬁ,—2a)o(1,1,—3,0):—1—115.

Stad a = %,ﬁ = —; oral 75 (z‘/’,/ﬂz) — (-3 'o}
_ _ 12 1 2 4 2 2 4 1 —3 39 17 37 4
u=lo,fls =2, —qls 7 201 — b F (5,2, 2,5) — (010 1.0) = (38,5, 5. 5)

METODA I e\ adeaie
\ Zauwazmy, ze baza B := bl, bz) jest ortogonalna.
\%\\\j{ Istotnie by = (2,1, 1, 2) 1, 1,—3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 12.2.10 mamy
!
@%’ u 2|2 Ale ( = (u, bl , zatem u = ﬁ%g, ‘bQHQ] Obliczamy

vbl (1,1,1,0)0 2,1,1,2)_4 (v, b3) m8,1,1,0 o(1,1,-3,0) = —Loraz ||bi|[2 = 10, &
bQH2—11 Stad u = B —O [

UWAGA: Gdyby baza B := (b1, by) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowac i w dalszych rachunkach wykorzysta¢ znaleziona baze ortogonalng

C :=(c1,¢9). S H ‘-(\)//UU ’/L)M
74‘ 113 _ e, =0

A V\IOK'M /
U\) Yo r \/L\OA>J/0 4V/WIL)“>§O
4\/»\05‘4\M /\770 &r



LV bay =Lu by <V byy=duby)

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzen E? i jej baze B = (by, b, b3). Niech C = (cy, 9, ¢c3) bedzie szukang

bazg ortogonalna. —_— —
KROK I:
QJW‘CC/\\) = Q”\'LL/LMB
KROK II: L -Ch
?
Cy=
(}Am ‘Uoﬂ\\o.bb
I\

i [nd 6207 c,
A ¥ €€ Wnfog, 1Y

;Qs Y, «
f b,=c, % N LCJCA

gl o {ch\x’ 2 SUW{C’\\ﬁ
¥

KROK III: <

(s.c) (s,
7C 7C
c3:= bz — Hi ||12 1 — ||i H22 cy = bz — Wlilq{cl}(bg) - Wlin{cQ}(bg) = b3 — W]ill{(’tl.("g}(I)Ji)
1 2 5P " - U‘
Joanri¢ il Wad€a €2 3) = J,54 J/@g?
ééﬁf{'“) Rk <°D 2 (4

" o (hogena s ,
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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowane;j
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

Przykladowy egzamin z przedmiotu Algebra wyzsza

bLacznie mozna otrzyma¢ 100 punktéow. Aby otrzymaé¢ z egzaminu ocene pozytywna,
nalezy uzyskaé¢ nie mniej niz 50 punktow.

Zadanie 1. (20 pkt)

a) Czy zbior Z(i) = {a+ bi € C: a,b € Z} wraz z dziataniami dodawania i mnozenia
liczb tworzy pierscien (przemienny, z jedynkq)? Czy jest to ciato? Odpowied?
uzasadnij.

b) Rozwiqz w zbiorze liczb zespolonych podane réwnanie.
2= (V12 = 20)? (i — 1)1
Zadanie 2. (20 pkt)
a) Podaj wszystkie mozliwe warto$ci wyznacznika macierzy A € Mg(R) takiej, ze
34— (A7) = 0.
b) Dana jest plaszczyzna m : 4x + 2y — z + 2 = 0. Napisz réwnanie ogdlne i

parametryczne ptaszczyzny m przechodzqceej przez punkty A, B, C, jezeli A = (2,4,6),
zas B i C to konce odcinka symetrycznego do odcinka

r=2+Tt
DE: ¢ y=-3+6t ,t€l0,1] wzgledem ptaszczyzny 7.
z=4-=2t

Zadanie 3. (20 pkt)
a) Podaj definicje endomorfizmu diagonalizowalnego.
b) Niech ¢ € End(R?) dany bedzie wzorem
o(r,y,2) = 2x+y+z,2+2y+ z,x +y + 22).

Uzasadnij, ze o jest diagonalizowalny i oblicz p1%3(2,1,0).
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Zadanie 4. (20 pkt) Dane jest odwzorowanie liniowe
fR* =R f(r,y,2,t) = 20 +3y+2+t,—3v+y+4z — Tt 2+ 2y + 2).
a) Wyznacz Kerf, jego baze i wymiar. Czy f jest monomorfizmem / epimorfizmem?

b) W R* rozwazmy standardowy iloczyn skalarny. Wyznacz rzut ortogonalny wektora
(1,1,-2,—1) na Kerf.

¢) Podaj macier: M;(B,BY), gdy B = ((1,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(1,1,1,0)) ;
korzystajgc z macierzy A oblicz f(1,1,—2,—1).

Zadanie 5. (20 pkt) Dana jest przestrzern wektorowa (Rylx]|,+,R,-). W przestrzeni tej
definiujemy iloczyn skalarny

(p(x), q(x)) =ad + bV +cd, dla p(x)=ar®+bx+c qlx)=dz*+br+c

a) Udowodnij, ze B = (p,q,r) jest bazq Ro[z], gdy p(x) = 2*+x,q(x) = 2, r(z) = 2—1.

b) Metodg Grama-Schmidta przeprowadz ortogonalizacje bazy B.
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