Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Ny =NuU {0}

7 zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegdtowy (maly) istnieje
= istnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as, ..., 0mn, @ni1,-..,a, to dowolny ciag liczb.

Sume(a; + as + ... + a, oznaczamy symbole Symbol i to wskaznik sumowania lub
indeks sumowania, m to dolna granica sumowaniz, to gérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
agtas+...+a,=(ag+as+ ...+ ay)+ (Gpmi1 + amao + ... + a,) oraz
clay +as+ ...+ a,) =ca; +cag + ... + cay, czyli

Sa=dat 3w da=d
i=1 =1 i=m-+1 =1 i=1

Prgzylﬁz)id 15.1.16. Z;:l iS: 1 + 24+3+44+5+6=21

Yigr = tstatnta N

S () =14 i ()=

lloczyn a; -as - ... a,_1 - a, oznaczamy symbole m Symbol i to wskaznik iloczynu, m
to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gorny wskaznik ifoczynu.
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Przyktad 1.1.2. [[_,(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[M,i=1-2-3-...-(=1)-n=n!

z-r-..ox=[["z
e

n razy

Definicja 1.1.3. Illoczynem kartezjariskim zbiorow A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}

Analogicznie definiujemy
Al XAQ X, XAn ::{(al,az,...an): aq GAl /\a2€A2 /\/\aneAn}
Oznaczamy A? = A x A oraz AT=AXAx ... x A

n—razy

Przyklad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B2

i) A={3,4,5), B={5,7}

Ax B=H{(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5),(5,7)}
Bx A=1{(53),(54),(55),(7.3),(7.4),(7,5)} AxB#BxA
B? = {<5a 5)7 (5a 7)7 (77 5)7 (77)}

ii) przedzialy A=(0,1) CR, B=(1,2) CR

AxB={(r,y):0<z<1lAl<y<2}
BxA={(r,y):1<z<2AN0<y<l1}

i) A=B=R
Ax B=BxA=A%= B>
Oznaczamy R? =R x R = {(z,y) : z,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Y

1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci
}l/ VI/O» @ *
Niech A bedzie zbiorem niepustym. ( 6)i— &

Definicja 1.2.1. Dowolna funkcje h : _4\><~A — «-é.. nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartosé funkcji h(a,b) € A nazywamy wynikiem dzialania dla pary argumentow

a,b e A. N

Przyklad 1.2.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N. ( //V "
N /)
ii) Odejmowanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w N. / //V/ -

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w'R \ Q.

Wilasnosci dzialan wewnetrznych M iCgeniom @%rz J 4 /_ G ) <

Definicja 1.2.3. Niech *: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.



i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b€ A axb="bxa.
ii) Dzialanie % nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax* (bxc). a ké e

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania x*, jesli

2664 Vace A axe=exa=a.
&.

Przyklad 1.2.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R.
0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1 jest
elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypu$émy, ze istnieja e, es € A bedace elementami neutralnymi w A. Wowczas
€y = €1 xey = e1. L]

Przyklad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior. / modg\yw\ wizuptleich
i) Zbioér pusty & jest elementem neutralnym w (P (X), U). f”‘d%.a,,,b
‘
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N). thron, X

Definicja 1.2.7. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym element

neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element a’ € A taki, ze axa’ = a’*a = e, nazywamy
elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x. e — Wa':.g -

a€Ada < A —2 Z/O‘*a:c
Przyktad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

LI

0
ii) W (R*,-) elementemn symetrycznym do 5 jest + (tzw. element odwrotny). 5. 5/ - 4 -

U

iii) W (R, o), gdzie z oy = z + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem syme-
trycznym do x jest —2 — x.

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest laczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowdd. Rozwazmy zbior A z dziataniem tacznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dziatania o. Niech d’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowczas

! " / "
aod =e = ad’o(aocd)=d"oe

(a//oa>oa/:a//

eOa//:a///

/ "
a =a

ngS):

e-
O

-5



1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Struktura algebraiczna - zbiér wraz z dzialaniami wewnetrznymi w tymze zbiorze

Niech G bedzie zbiorem niepustym, za$ x : G X G — G dzialaniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, x) nazywamy pdlgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.
ii) Pare (G, *) nazywamy monoidem, jezeli dziatanie jest taczne i posiada element neutralny.

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest laczne, posiada element neutralny oraz
kazdy element GG posiada element symetryczny wzgledem * w G.

Jesli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to méwimy o potgrupie przemiennej, monoidzie
przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyktad 1.3.2. Oznaczmy R* = R\ {0}. Czy podane struktury to polgrupy/grupy (prze-
mienne)?

_ R*= Rifoy
(. 4) 2)) @n (@) @ (F
\_/ \_/
wewnetrznosé v v v v nie v
—-1+1=0
0¢R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1eZ 0eQ 1eQ 1eR
el. symetryczny brak v brak v
2-b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
b—%géZ a=-acQ a’:é a’:%
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny
bez el. neutr.

abelowa

Przyklad 1.3.3. (Z,+) jest grupa przemienna. Rozwiazujac w Z réwnanie x + 5 = 8, korzy-
stamy z wlasnosci dziatania w grupie.



r+5=28
(r+5)—5=8—05 istnieje element przeciwny do 5, nalezacy do Z
r+(5—5)=3  dodawanie jest laczne w Z
r+0=3 istnieje element neutralny
r=3

Przyktad 1.3.4. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € Ny = NU{0}, za$ dzialanie o to mnozenie
liczb. Czy (X, o) jest polgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b,c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2.
wewnetrzne  aob=2".2m = 2" ¢ A
przemienne @ob = 2".2™ = 2Mtm = 2mtn — M . 9" — phoq
taczne  (aob)oc=2mtm. ok = gndmik — gn. gm+k — 46 (ho )
el. neutralny e=2%se€Ny aoce=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
brak el. odwrotnego aob=1< 2" =20 & m=-n = m=-n¢N,

Whiosek: monoid przemienny (tj. potgrupa przemienna z jedynka)

O innym ciekawym przyktadzie grupy mozna przeczyta¢ w dodatku na koncu wyktadu.

Definicja 1.3.5. Zespot (A, o, x) ztozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim dzialan
wewnetrznych o : A x A — A, *: A x A — A nazywamy pierscieniem, jesli (A, o) jest grupa
abelowa, zas dzialanie * jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,c€ A (aob)xc=(axc)o(bxc) N cx(aob)= (cxa)o(cxb).

Pierécien, w ktéorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z jedynkq
lub z jednoscig. Pierscien, w ktorym dziatanie x jest przemienne, nazywamy pierscieniem prze-
miennym lub komutatywnym.



Notacja addytywna Notacja multiplikatywna

o/+ dodawanie * /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e= 7€10 e=1 Jjedynka
a' = —a element przeciwny a'=a"! element odwrotny
no=a+...+a, neN a"=a-...-q
—— —
n n
0-a=0 =e=c=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) at=at-...-a’
Q /, —_——

Definicja 1.3.6. Zespot (K, o, %) ztozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa elementy
i okreslonych w nim dziatann wewnetrznych o : K x K — K, x : K x K — K nazywamy ciatem,
jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e, ),

o (K \{e.},*) jest grupa abelowa,

e dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania o.
Zatem cialo to pierscien przemienny z jedynka (rozna od zera, tj. 1 = e, # e, = 0), w ktorym
wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposob nastepujacy:
%::a*b_l, a,be K, b#0.

Przyktad 1.3.7. i) (R,+,:) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciala
R*,-) grupa multiplikatywna ciala

(
ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych
iii) (Z,+,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ 7Z)
(

iv) (Rlz],+,-) zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej = o wspotczynnikach rzeczy-
wistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianéw ma strukture
pierécienia przemiennego jedynka.

v) (R(z),+,-) zbior wszystkich funkcji wymienych jednej zmiennej z o wspodlezynnikach
rzeczywistych z dzialaniami dodawania i mnozenia funkcji ma strukture ciata.



vi) (Z/pZ;+p, ), gdzie p N, p > 2
+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest ciatem ' (tzw. ciato reszt modulo p). Jesli p nie
jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie ciatem.

410 1 2 3 4 S0 2 3 4
001234 00 00 0O
: 111 2 3 4.0 110 L 2 3 4
Z/5Z to cialo 2023 4.0 1 200 2 41 3
313401 2 3103 174 2
41401 2 3 410 4 3 21
Zauwazmy, ze w ciele Z/5Z zachodzi rownos¢ 5-1=14...+1=0.
———
+4/0 1 2 3
0101 2 3
Z/AZ nie jest ciatem 111 230
212 3 01
31301 2

Definicja 1.3.8. Niech (A, +, -) bedzie pierécieniem. Elementy a,b € A, a # 0,b # 0 nazywamy
dzielnikamsi zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.3.9. W ciele nie ma dzielnikow zera.

Dowdd. Niech (K, +,-) bedzie ciatem oraz niech a,b € K. Zalozmy, ze a-b = 0 oraz a # 0. Jesli
a # 0, to istnieje a! € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a'(a-b_(a'-a)-b=1-b=h.
Zatem b= 0. 0

Definicja 1.3.10. Niech (K, +, ) bedzie ciatem. Niech 1 oznacza element neutralny mnozenia,
za$ 0 element neutralny dodawania w ciele. Najmniejsza liczne naturalng n taka, ze

n-l=1+...+1=0,
—_———

nrazy

nazywamy charakterystykq ciata K i oznaczamy symbolem char(K). Jesli taka liczba naturalna
nie istnieje, méwimy, ze ciato K jest charakterystyki zero.

1Jest to przyktad ciala o skoriczonej liczbie elementéw. Tego typu ciata nazywamy ciafami skoriczonymi lub
inaczej ciatami Galois.



Mozna wykazac, ze charakterystyka dowolnego ciata albo jest réwna zero albo jest liczbg pierw-
szq p. Ciala Q, R, R(X) sa cialami charakterystki zero, zas Z/pZ jest cialem charakterystyki
dodatniej, mianowicie char(Z/pZ) = p. Kazde cialo o skoniczonej liczbie elementow jest ciatem
charakterystyki dodatniej. Ciala o nieskoriczonej liczbie elementéw moga mie¢ tak charaktery-
styke dodatnig jak i rowna zero. Przykladem ciata o nieskoniczonej liczbie elementow, ktorego
charakterystyka jest dodatnia, jest cialo funkcji wymiernych o wspotezynnikach z ciata Z/pZ.

Przyklad 1.3.11. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dziataniami dodawania i mnozenia zdefiniowa-
nymi ponizej ma strukture ciata.

Y(z1, 1), (2,12) € R? (1, 01)+ (22, ¥2) = (T1422, Y1+Y2), (T1,11)-(22,y2) = (T1T2—V1Y2, T1Y2+T2u1 ).

(C,+) jest grupa abelowa. @ /7L ;e )

—
Drzialanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) € R?,
za$ elementem przeciwnym do (z1,y;) € R? jest (—x1, —y1) € R2

(C\ {(0,0)},-) jest grupa abelowa.
Dzialanie - jest wewnetrzne.

przemiennosc:
(22,92) - (w1,91) = (L2221 — Yoy1, Toy1) = = (X122 — Y1Y2, L1y + Toy1) = (21, Y1) - (T2, ¥2)
tacznos¢: L =P

L= (a,b) [(z1,51) - (2, 92)] = (a,b) - (z122 — Y112, 21y + T2y1) =

= (ar122 — ay1y2 — b1y — broy1, ax1ys + axays + 1w — by1ya2)

P ={(a,b) - (x1,y1)] - (¥2,92) = (az1 — byr, ayr + bz1) - (v2,92) =

= (ar122 — by172 — ay1yz2 — br1y2, ax1ys — byiye + ayirs + ba172)
el. neutralny: e = (1,0)

Y(z1,51) € R® (1,0) - (z1,90) = (121 = 0- g1, L-y1 +0-21) = (21,31)

el. odwrotny do (z1,y;) # (0,0):

(21, 91) - (a,0) = (1,0) & (az1 — byr, ays + bx1) = (1,0) & {xl i } : { ‘g] = “]

Yy
X -4
V(z1,y1) #(0,0) a=——, b=
xi + i ri + i

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.
L = (a,b)-[(w1,y1)+(22,y2)] = (@, 0)-(x1+22, y1+12) = (ax1+awe—by1 —bys, ayy+ay,+bx1+bxs)
P =[(a,) - (z1,y1)] + [(a,) - (z2,92)] = (az1 — by1, ay1 + bx1) + (awz — bya, ays + bxs)

Definicja 1.3.12. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymia.



