Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja
N «— Z — Q — R ﬁ C
n—n 'm—)T x—(x
X? — 2 = ( réwnanie o wspotezynnikach z Q, jego rozwiazania £v/2 ¢ Q 2/ 2 - O
Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q — Q(v/2) — R \)i///
————

( X?+1= 0)réwnanie o wspotczynnikach z R, jego rozwiazania +i nie naleza do R L24, A= E )

RO ={adbi:a,beR}=C -
__C cialo algebraicznie domknigte - tzn. rozwigzania rownan algebraicznych (wielomianowych) o

wspotcezynnikach z C nalezg do C “{
Zanurzenie R w C , R — )Cffll
Niech © =R x jO} ={(z,0) : z € R} C R*. Wowczas (2, +, -) jest ciatem.
wewnetrznosé: (21,0) + (22,0) = (21 + 29,0) € Q, (21,0) + (22,0) = (r122,0) € Q
przemiennos¢: (21,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (x2,0) + (x1,0)

(xl,O) . ([L’Q,O) = (1'13?2,0) = (xgxl,()) = ([L’Q,O) . (fL’l,O)

lacznosé: [(z1,0) + (29,0)] + (23,0) = (1 + 22 + 23,0) = (21,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 3,0 = (212273,0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (xy,0): (—x1,0) wzgledem +, (%,0) wzgledem -

rozdzielnosé: [(21,0) + (x9,0)] - (x3,0) = (x1 + 22,0) - (23,0) = ((x1 + x2)23,0) =
= (z12 4+ 3 4 x923,0) = [(21,0) - (23,0)] + [(22,0) - (23,0)]
,_,___————’—/’_—\___
Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze _
h(xy 4 x2) = h(z1) + h{zs) orBZ by - 23) = h(x1) - h(zs). & 2306“\( 7 oA Ananamn’
Utozsamiamy zbiory R oraz ) i piszemy = zamiast h(x).




Zdefiniujm tzw. jednostka urojona. Woéwcezas
y YL_\_/ J ]

i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

€5 =)= (o) + 00} ) + 0,00 Ja v |

Posta¢ z = x + iy, gdzie x,y, € R to tzw. postac kanomczna (algebraiczna, Gaussa) liczby ze-
spolonej. Liczbe z € R nazywamy czescig rzeczywistq liczby z i oznaczamy Rez Liczbe y € R
nazywamy cze$cig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci iy, y € R nas nazywamy czysto
uT0jONYMI. Jem(2)

)

LX)

2 =29 & (Re21 = Rez; A Imz; = ImZQ)

Lefz)

nej ¢, przy warunku

=

Posta¢ algebraiczna\i ozwili na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianéw zmien-

(z1,91) + (T2, 2) = (1 + T2, Y1 + ¥2) (21 + 1) + (22 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 1)
(x1,y1) - (X2, y2) = (£122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) (X1 4 1v1) - (22 + iy2) = (1209 — Y1y2) + i(T1Y2 + T2y1)

Przyklad 2.1.1. g{+7z/@( —2i) = —2+0i

(3—1)-12+ 3i) :@ 9 — 24 — 34° :@—i— 7i domnazani ¢

ez
I = 2430 _ (2+31)(2+54) q101+61—i2- 5% /)161 __1n + 16, ? sznn\\&
2-5i  (2-51)(2+5i) 4-25i | 29 - s«?vzqz‘on‘j
(1) ()= g g o= x4
Uwaga 2.1.2. W ciele C me mozna okresli¢ porzadku liniowego. uﬂ
L= xX—i
dmieim (i) (=) T=1-1=(=1)-(=1) J

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na plaszczyznie lub wektorami zaczepionymi w
(0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz

Z1+Zo=(X1+X2) +i(y1+y2)
Iy=0+iy @------------- pZ=X+Hiy
""""""" 5"22=x2+iy2
pa— - — —p
X=X+i-0 Re 7 X1 Xz/\/&th Re z
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Definicja 2.1.3. Niech z =2z +1wy € C, z,y € R.
-N
i) Liczbe zespolona w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja Z.
€

i) Liczbe rzeczywista \/x? 4+ y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.
——ENE

AImz
Almz
_ Z=x+iy Y @\ P Z=XHIY
D : v Vi
oy
: o/
5 Vs
§ > 4 :
X Re z - W
S EE—— e = |
Z=X+HY=X-1y N X Re z
Ve

Twierdzenie 2.1.4 (Wtasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 2z € C. Wowezas prawdziv% sa
nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 4 22) = Rez; + Rezg, Im(z1 + 22) = Imzy + Imzy ,
7 x4+
ii) Rez = 3(2+2), Imz=5(z—2)

21 2 =Z1+t 2, 21— 220=21—22, 21 22=21"2 \\zi)é’\'\j

)

)

) ~ 7 T
| T Ze2 - <y 27

)

)

X)| |21 + 22| < |z1| + |22]\ (nieréwnosé trojkata) ‘|zl| - |zz|‘ < |z1 — 29

Dowdd. vii) (z + iy)(x — iy) = 2% — i*y? = 2% + y? = |2|?

viii) Rez =z < |z < /22 + 42 = |7

)1—R1—R 21420 QR 2 + R 22 déf 21 zo | V) |z + |22 -
X = el =he zitz2 ] € z1+22 € z1+22 — |z1t22 z1t+22 T Jatae] |z1+22]
|21 + 22| < |21] + |29

1] = |21= 2 22l < 21—zl ] A L] = |a—2121] < Jza—ail o] = ||zl =12l | < 21—l

g
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2.2 Postaé trygonometryczna i wyktadnicza

Postaé tryﬁonometryczna liczby zespolonej

2\ 7O Z = X410 ) )
Niech z = x + 1y # 0. Wowczas z = ]z\(f’j' + za Poniewaz <i> + <|y—‘> = 1, wiec

x

istnieje kat ¢ taki, ze -
z = |z|(cos p +isiny).
a— /

AImz

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentéw liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy (argumentem gtdwnymliczby z i oznaczamy argz. }
Zatem dowolny argument liczby z ma postaé¢ argz + 2km, k € Z. Przyjmujemy, ze argument
liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolng liczbe z € C,z # 0 mozemy zatem przedstawi¢ w
postaci z = |z|(cosp +isinp), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow. Powyzsze przedstawienie
nazywamy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy 21 # 0,29 # 0, 21 = |z1|(cos a + isin ), zo = |22](cos f + isin §), to wowezas z; = 2o
wtedy 1 tylko wtedy gdy [z1| = |22| oraz|f = a + 2k7 dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczneJ ‘/2¥3
URNERA

\z\/ X+b
z=T7(1+ 0i) 2| = V02 + (—1)2=1 |zy \/27+ —6 @?‘5(“9
o =10+ (—1) i) z—6< V3 2)
> gt 5 <O T pyial W
X sinp = —1 " singo_ <O /C
@ =0+ 2kr ¢ = =5 +2kn » o = I + 2k, kel
_ —3 -7
argz = 0 argz’ = 5w argd™= {m
z = T(cos0+isin0) —i=1(cos ir + isin$x) —/27 — 3i = 6(cos I + isin I7)
() —
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Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin ¢),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |z2|(cos f + isin 3). Wowczas:

( (
1) 21 29 = |21|~|22| . (COS(a—i—B)+isin(a+6))7 — z’/\z/\ c\"z/‘\ (CO) 2,( X \S\\f\‘2<)

ii)%:%-(cos(a;-ﬁ)—i-isin(a—ﬁ)), /

ii) 2" = |z@ (cos+ ¢ sin ngp) tzw. wzor de Mowre’a
w—— —
Dowdd. 1) zy - z9 = |z1] - |22|(cos a + i sin &) (cos § + i sin 5)

= |z1| - |22] ((cosacosﬁ — sin asin §) + i(sin acos 5 + Cosasinb’))

cos (‘c;+,6’) sin (\a,Jr,B)
ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2% = z - z = |2]*(cos 2 + i sin 2¢). 5 1 )
Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze. [ — —
b Ja Yy, y ><Jén% € >0 /\O

Przyktad 2.2.3. Przedstaw liczbe z = —sin 5 + i cos {5 W postaci trygonometrycznej.
h@ v 00)? ;‘LO '
- METODA I: Poniewaz |z| =1, Matem z = cos ¢ + isin ¢ dla pewnego ¢ € [0, 27).
cosp = —sin{5 <0
{ sin ¢ = cos 75 > 0

= ¢z 1l ¢éwiartki
—

Na mocy wzoréw redukcyjnych ¢ = 7 + {5 oraz z = cos (2 + %) + 72 sin (% + l).
M

METODA II: Z—L_Sll’l +zcos10 i? smm—i—zcosm (cosm—{—zsmm):
(cos—+2sm )(COS —Hsmw)—cos §+ )—Hsm( +17B)

. 20
Przykiad 2.2.4. Oblicz (11247)

1+iv/3 =2 <% + @z) a@cos ItisinZ) 1—i=+2 <§ - \/752) :@(COS (=Z) +isin(—12))
Tree——— —_——

S -
| cos (2 + %) +isin(3+75)) =v2(cos L+ isin57) T -‘\

(cos%—l—isin (£27)) = 20 (cos (37) + isin (7)) = /))

19 (cos (127 — ) +isin (127 — T)) = 2'° (cos T —isinT) = 210 (L1 — ¥3;) =
3 3

—— 3
/‘\

e o) [+ L) 4vsiw Kﬂ AR A \.

Twierdzenie 2.2.5 (Wtasnosci argumentu). Niech z, 21, 2o € C.
Wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) arg(z120) = argz; + argzs + 2k, k € Z (k=01ub k =—-1)



ii) arg(2) = argz; — argzy + 2k, k € Z (k=01ub k= —-1)
2 em—me— ' -z
iii) arg(z") =n-argz +2km, k € Z )

iv) argz = 2w — argz, gdy argz # 0 o =Z
——— X {

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z-z) = argz +argz + 2km = 2argz + 2k.
Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze.

v) z -z = |2?| oraz 0 = arg(|z?|) = argz + argz + 2k, skad argz = —27 —argz O )
Przyktad 2.2.6. argi = 7 arg(—1) =7 arg(—i) = 37 L
i=(=1)-(—i) = argi=7+3r+2kn :ngj 2k dla pewnego k € Z, tj. k= —1 ’63’__
g NAA ' -
) . : . 1\ r U )
Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej P O~ 9 ‘

L
Dla ¢ € R definiujemy e’ =|cos ¢ + i sin . |Zatem dowolna liczbe zespolona z # 0 mozna
zapisa¢ W postaci z = |z]e??, gdzie ¢ to terrargument liczby z.
Przyklad 2.2.7. a) 2’ =cos§ +isiny =0+ 1-i =i

b) €™ = cosm +isint =—1+0-71 = e +1=0
najpickniejszy wzor w matematyce

Twierdzenie 2.2.8. Niech «, f € R. Wowczas:

et

i ez(oﬂ — eia . eiIB’ ei(a_ﬂ) =

eiB )
——

ii) (e')* = e dlak € Z,

)
)
iii) eexZm) = el dla k € Z,
iv)

e £0, | =1.

Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wlasnosci dziatan na liczbach w postaci trygonometrycz-

nej.
iv) Mamy |e®| = |cosa +isina| = Vcos? a + sin® a = 1, zatem €' = 0 < cosa = sina = 0,
co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = +1. [

Whiosek 2.2.9. Niech z = 1€, z; = r1€’®, z, = rye?” bedg liczbami zespolonymi w postaci
wyktadniczej. Wowczas:

: _ i (a4 z1 11 i(a—
i) 2129 = 1yrpe’@+H) 4= ée( 8,
ii) 2¥ = rket*e dla k € Z,
iii) z=re .

Dowdd. iii) Jegli argz = ¢, to argz = 21 — ¢, skad e?™=9)l = 2Te=¢t — ¢=¥ ]
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Wzory Eulera

e’ = cos p + isin

e~ = cos (—p) +isin (—p) = cosp — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

e 4+ e ¥
2 )

e —e ¥
21 ’

cos p = sin p =

Obroét o kat '
z :r;)emo 7 6\\& z Cp)

\Z QC\?\—\ z \Z\'\C\\*)A’\q‘\ \CN \ -

Przyklad 2.2.10. Rozwiaz rownanie 23 = (z)3.

Widzimy, ze z =
Zatozmy teraz, ze z
oraz ¢ € R. Zatem

e

Rozwiazaniami sa punkt z = 0 oraz polproste ¢, =

speklia réwnanie.
owczas z = re'¥, dla pewnych r € R, r > 0
a———

2\ e

=e

N =0+4+2kn] keZ Z‘
=k ke (%

\i—s__’/i—J

%’T, ke {0,1,2,3,

Podsumowujac, rozwigzaniami sa punkty naleZa?cg do prostych y =0, y =

4%2. /
3z oraz y = —/3x.

P

g, k-6
(T
=
Q

2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.
.

Definicja 2.3.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca rownanie
n-tego stopnia z liczby w.

Przyktad 2.3.2. Rozwigz réwnanie 2% = 8 + 6i.

15

e

7=
2’-2=0

@zywamy pierwiastkiem



:Zz;é&+4§(’

1 sposéb: IT sposob: III sposob:
postac algebraiczna posta¢ wyktadnicza posta¢ algebraiczna
z=x+1y, w=_8+ 061 z = |z|e", w =8+ 6i 8+46i=9+6i—1=
2=w |2]2e? = w = |w|e™ =32 4+2°3-i+i%=
iy)? =8+ 6i = (3+41)?
20yi — y* = 8 HG jw| = 10
Py =8 TR . .
=6 w=8+6i=103+i2) z=3+iVz=-3—i
) #0 (gdy y =0, to z =2, 2® #8+6i) « = arcsin 2
y%y28 .| 22: |Z|2€2up:1061a
v T8y’ —9=10, A =100 20 = a+ 2km, |2| = V10
y=1y==1 gok:%arcsing—kknr
z2=34+1V z=-3—1 z=+/10e¥*, k € {0,1}
- —

Aana
Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, d/: r(cos ¢ + ising), to wowczas rownanie
z" = w,posiada n réznych rozwiazan. Rozwi ia_te majg postac

_ et
Dowdd. Niech|z = p(cos a + i sin «)| wowczas

n n . — . = i B
2" =w @}(cosg+zsmna —ﬂcosgo—l—zsm‘f_) & {nach—l—%ﬂ, ke . Otrzymu k/

jemy 2z, = {/r(cosay +isinay) , gdzie ap = £1%2) k=0,1,....n— 1. O k’/ M
Symbolem {/w oznaczamy zbiér wszystkich rozwigzan réwnania. Zatem

{zeC:2"=w}={z0,21,..., 201} OC _ l(g J(ZV\\

N
N
Przyklad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 2° = /8 — iv/24. \g/ Zﬂ\
Niech z = p(cos o + isin ) oraz w = /8 — iv/24. N
Obliczamﬂw| =32 =4v2, skad w = 4\/5(% — ‘/ng) Zatem

] V2= (/2 ﬁoe%
5 5
- . . s (x 0P =4v2=(V2) 7
2> =w @@OS%+ZSIH50&) os(i)—l—zsm(é)) & { 5a:—§+2k:7r’, he {01,234}
Stad p = V2, ay :\ﬂﬂoraz 2 = V2(cos ay +isinay) , gdzie k € {0, 1, 2, 3, 4}.
e —

)(:S{,Osmwvo w fa k:o zk: QC

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolo-
nej

iy

Liczby =z, 21, ..., 2n—1 bedace rozwiazaniami réwnania 2" = w sta-
nowia wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o rodku z =0
1 promieniu /7.

S—
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Przyklad 2.3.5. Rozwiaz rownanie z* = (/3 —i)'2.

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2y, 21, 29, 23. Beda one wierzchotkami kwa-
dratu.

4
= (o)

Niech 2 = (V3 —1)®, = 3v/3 = 9i = 3V3 +i = —8i.

Kolejne wierzcholki kwadratu otrzymujemy przez obrot o kat 7, co odpowiada mnozeniu przez

zlzz(]-z:é 22:,21-22‘8-2 1’3222-22:1 \27) /\\\‘
=

Im z 0\ \
_ . 2 =
ok AW
Re z j N

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie réownan w R i w C

w R w C
Vo =3 VO ={-3,3}
v/—1 nie istnieje V—1={—i,i}
vi=1 V1={-1,1,—4,i}
Vr? = |z| V22 ={—z 2z}

Rownania wielomianowe >

( MAqdo i\ (Int

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej jz stopnia n. ’
W(z)=cpz" +cn12" P+ ... +cz+cy, cootn€C, k,#0
_ ) e

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zo) = 0.
| b s NS

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba z; € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu W
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — z0) P(2).
\/

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — zy, otrzymujemy W(z) = (z — 2z9)P(2) + const. Stad
Wi(z)=0 < W(z)=(2—2)P(z). O

Niech k£ € N.
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Definicja 2.3.9. Liczbe 2z, € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli

istnieje wielomian P taki, ze W(2) = (z — 20)*P(z) oraz P(z) ZU-

Przyktad 2.3.10. Niech W (z) = 2* — 2* — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) = 2*(z —
D—(z=1)=E=-1)EF-1)=(—1)>*(z+1).,

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym. Jr aldo N\{)ZQO‘A A >

® Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zesgolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w C,
liczac z krotno$ciami.

Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech zq, 25 .. ., 2, to jego wszystkie pier-
wiastki o krotnosciach ki, ks . . ., k,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia algebry i
twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ko ...+ k,, = n oraz

—

Tréjmian kwadratowy az?+bz+c=0, abccC, a#0 z

Obliczamy A = b* — 4ac € C oraz VA = {4, 6}.

—
Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rozne pierwiastki zespolone z; = %;5, 29 = =8, 24 L

Gdy A =0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 23 = 3.

Przyklad 2.3.13. Rozwiaz réwnanie 2% + 2iz + 3 = 0.
Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 16i%, VA = {—4i, 4i}.
Niech § = 4i, wowczas z; = —3i oraz zo = i.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba zg € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W'.

Dowdd. Niech W (2) = a,2™ + 12" + ... + a1z + ag, ag, - .., a, € R, a, # 0. Udowodnimy
twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie, ze W (zy) = 0. Wowczas

1 1
a2y + an_12y  +...+az20+a =0 = a2] +ap12)  +...+az0+a=0

= An2d + an12) Ly 4@z +ag=0.

Poniewaz ay, = ay, zatem W (%) = an(Z0)" + an_1(20)" ' +... + @120 +ag=0. O
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