Definicja 2.3.9. Liczbe 2y € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli

istnieje wielomian P taki, ze W(2) = (z — 20)*P(z) oraz P(z) ZU-

Przyktad 2.3.10. Niech W (z) = 2® — 2% — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) = 2%(z —
D—(z=1)=E=-1)EF-1)=(—1)>*(z+1).,

Zatem z =1 jest pierwiastkiem dwukrotnym. Jr aldo N\{)ZQO‘A A >

® Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zesgolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w C,
liczac z krotno$ciami.

Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech zq, 25 . . ., 2, to jego wszystkie pier-
wiastki o krotnosciach ky, ks . . ., k,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia algebry i
twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ko ...+ k,, = n oraz

—

Trojmian kwadratowy az?+bz+c=0, abccC, a#0 z

2
Obliczamy A = b*> — 4ac € C oraz VA = {6, 6}. J =\

e —

—
Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone z; = Q‘S, 29 = =b{3) 24 L

Gdy A =0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 23 = 5.
Przyklad 2.3.13. Rozwiaz réwnanie 2% + 2iz + 3 = 0.

Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 16i%, VA = {—4i, 4i}.

Niech § = 4i, wowczas z; = —3i oraz zo = i.

Q__&

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba zg € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W'.

Dowdd. Niech W (2) = a,2" + ap_12"' + ... + a1z + ag, ag, - .., a, € R, a, # 0. Udowodnimy

twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie, ze W (z) = 0. Wowcezas
T

1 1
a2y + an_12y  +...+az20+a =0 = a2] +ap12)  +...+az0+a=0

n—1 —_— — .
= anzo—i—an 129 +...+az+ag=0. T ANOS

W :
Poniewaz zatem W (%) = an(Z0)" + an1(Z2)" t+ ...+ @120 +ag=0. O W Econ
— S

AP
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Whiosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, ma przy-
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyktad 2.3.16. Rozwiaz rownanie 23 — 322 + 62 — 4 = 0.

0=(z—1)(§i:,24t\4)=(z—l)[(z—1)2+3]=(Z—1)[(zm
=(z=Dz—1-V3i)(z—1+V3i) —

rozwigzania z; = 1, 2z =1+3i, 23=1— /3, Zo =23

Przyklad 2.3.17. Rozwiaz rownanie 2* + (2 4 )2% + (7 + 2i)22 + (12 + 1)z + 6 = 0, wiedzac,
ze z1 = 2i jest jednym z jego rozwiazan. QQ

Ve 2(
(Z—Zi)(z +(2+3z)z +(1+62)z+3z> =0 ]m+ T vigatle) Crm/\é
aloe\ka Horn ey
(z —2i)(z + 1)\1(2 + (14 3i)z+ 31) (z—=20)(z+ 1)} (2+3i) =0

rozwigzania z; = 21, 29 = 23 = —1, 24 = —31¢
W Victe’a a(z +bZ14' (; 7 Vb 2/
Zory Vie ( Ny CO\oOUidLZlbOJ(» Zrizq =T L
Twierdzenie 2.3.18. Niech W € Clz], W(z) = 2"+ cp 12” ! + 4z —l— co, gdzie ¢, # 0 Q
ma pierwiastki (niekoniecznie rézne) rq,...,r, € C. Wowczas
Cn(rl +ro+...+ rn = —Cp—1
Cn [(7"17“2 +rirs+ ..o rrn) + (rers+rora + o rery) + o Tl 17“,1} = Cp_o e Co
1< g’
7 ¢
CT1To .. Ty = (—1)"co
Dowdd. Niech W (z) = ¢,(z —11)(2 — 1) - ... - (¢ — r). Wymnazajac, otrzymujemy
W(z) = cn[(—l)"rlrg (D) 2 (D) g 2
B B e O I R A S Tk S UUTI 0 FLa z"} O

Przyktad 2.3.19. Wielomian W(z) = 22° — 52° + ¢z — 5, ¢ € R ma pierwiastek 2, = 1 — 2i.

Wyznacz pozostate pierwiastki oraz wartos¢ wspolczynnika c.L/\_/

Wielomian ma wspotczynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 2. |

Oznaczmy a =2, b= —5, d = —5.

Na mocy wzoréw Viete’a otrzymujemy| zq + 29 + 23 = 2+ 23 =

Zatem z3 = s oraz W(3) =1 —-2+£—-5=0 = c=12.
= - T -
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l%] - (wn'mij oM(jzo SO Z O/D
2.4 Interpretacja geometryczna |[<7— Lol  rmiea ¢ odl. z o 2
- =

Niecl{t%%zl = x1+1Y1, 22 = To+1ys beda liczbami zespolonymi w postaci algebraiczne;j.
Niech r € R, r >

—

1) |z1 — 29| odlegtos¢ z; od z

(1 +iy1) — (22 +iy2)| = /(21 — 22)% + (41 — 12)?

_ rownanie okregu o §rodku z; i promieniu r

r=\x—z1)+(y—y)i |—\/($—$1) +y—p)? = rr=E-—u)+ly—wn)

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola

- >

Almz A A

> >
Re z Re z Re z
3) |z — 21| = |z — 22| réwnanie symetralnej odcinka o koncach z; i 2o
2 Aimz
punkty
rowno-odlegte ~ o .2+3i
/. 2
7, /T3]

- e \
///77/\/ /\@

arg(z —1—i) == T < args < in (Zl‘dowo)nj

4) Zbior {z € C: argz = p}, gdzie ¢ € R ustalony, to polprosta.

Przyktad 2.4.1.

argz = =

4 4

org (2= ) )<
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L =0 QA rent nicolzres Aon Y,
Aimz
T
Y
|
Re z
arg(z —2) =73 arg(i—fﬁ) =3
ﬁlmz Aimz
.J>\
N . v
2 Re z

5) Zbior {z € C: arg(ZH

£Z:><4|’/\j WZaily

) = 5} to tuk na okregu.

r+y+1)i o+ (y+1)i-[z—(y—1)i] _/:}— ?z’+@z‘+x;fz’+}z'+y/2—1\
v+ (y—1)7 224 (y —1)? B ! 1:2{—7 —1)2
Rew—ml w:@ {Rew:0@x2+y2: 1%(1\))
2?2+ (y—1) \_x/i—/(bl) Imw >0 & >0
- s o
Crey U‘)z‘_ o
o= 107{0 C(“/
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..cccovvvveveennnnnnn..

D46 RES 74

TEMAT: Macierze 1 ich wltasnosci. Wyznacznik macierzy. [ﬂ"‘ > ,/-‘ //\/9”1 F—’qu €//Z

o MO B
K 3.1 Mamerzer i ich wlasnosci ? (N‘) =
| Niech K =R b K =C. <, )

. : n g
Definicja 3.1.1. Funkcje A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — L A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, Zespolonq gdy K = C) om Wlerszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazami lub elementami: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy sym- ( >A{W

bolem [@;;mxn- iy amn €

a1, D WIC
A2p

U7

A
a (AN
. , _ Slcdumn o
Ciag a;1, a2, - . . , 3, NAZywamy i-tym wierszem m zy A, za$ ciag ay;, agj, . . . , Gp; NaZywamy

j-tg kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem(M,, .., (K) [zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach i ele-
mentach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M, (K) Macierz A € M, (K) nazywamy macierzq
kwadratowq stopnia n.

wadratoug stopian - — T,

Dla A, B € men(K) A [aw] B = [bw] mamy M ¥ m,

1 -1 2 =2
Przyktad 3.1.2. A€ M;(R), A=|3 -3 4 4

556 6] b

1 2 3
B e M3(R B=1]14 56
3(R) Luadatous  stopara 5
789 (9
0 0 . 0
0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
0 0 . 0 .
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:
p— =y

a) diagonalng lub przek@tniowq, gdy a;; =0dla¢#j
b) trojkatng gorng, gdy a;; =0 dla i > j
c) trdjkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy: | N Poﬁ‘n%a vy Mao(/w)

D,,(K) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gornych stopnia n TYK)NTP(K) = D,(K)

TP(K) zbiér macierzy tréjkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. [, - macierz jednostkowa stopnia n

e
I
o ofm
o
— o O
ey
I
| — |
o
o
L 1
I

1 0
(\}\/ A= |0 eTE(K) B=|2 0N
Jv L0 0Ny L 0 1
) m“f(%ﬂm gbrnp\ b/@ Vﬂitf\ﬂ\
Dzialania na macierzach L(ﬂ‘ A
e Dodawanie macierzy: Niech A, B € My« (K), A = [a;;], B = [b;;]. ‘La(& )
- -— B m’)
e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o€ K, A € M, «,(K), A = [a;]. Ny fo

C=aua- A, C = [Cz'j] c Man(K), Cij = QL+ Qjj
Oznaczamy —A = (—1)- Aoraz A — B= A+ (—B).
.

e Mnozenie macierzy: Niech A € M, «p(K), A = [aix], B € Mpyn(K), B = [by;].
C=A-B,C=lglec s Cij = Dopey Qikbky e
Dla r € N oznaczamy A" A

e Transponowanie: Niech A € M,y (K), A = [a;] @Y Jg g /VL
C=AT C = [cij] € Mnxm(K)rgij = Qj;
-—, )

23



Przyktlad 3.1.5.

-] '@ ]

1=1-0+2-243-(=1)

E/MZ"S) o 10l71‘4]

1 2 3 hﬂ
6 /47,

4 5 6 5'2’15’4 AB # BA /
g -

0 1
2 2110 14 1 = -
-1 1} 3 3 3

D?*=D-D e My(R), CA € May3(R), zas AC' jest niewykonalne

1 4 —2 -1
C’DEMQ(R),DC’EMQ(R),OD:{B 20} DC = { i 23} CD #CD

Wilasnosci dziatlain na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, f € K. Woéwczas prawdziwe sa nastepu-
jace ré6wnosci. -

) A+B=B+A  Pacanicanc

(A+B)+C=A+(B+C) Tg0, ¢

i

1ii

i)

1)

) AT0=044  tpouicalny A= (“/’) A
iv) (a+p) - A=a-A+5-A + [ — —

) }N\J’ZC‘/’uf//\o\)C A (A) O

i)

v)a-(A+B)=a-A+a-B

A%! ( ) =« o226 N & TCZ(?"O"(/
Whiosek 3.1.7. (M, (K), +) jest grupa abelowa.
TrE————

C \LL /m o



Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech a € K. Jesli

@W@l& to wowczas prawdziwe sg nastepujace réwnosci. e
) (AB)C = A(BC) a(1n( ﬁm #
, 3¢ 3

i)
ii) (A+ B)C = AC + BC >\row‘7 inos ¢
i) A(B+C) = AB+ AC \A?{)\ Oloaww”’& P’Q( (£

) «

)

vi) 1

e 47 1LJ

o
-0
mnolcﬂll\ > A‘T -LA /5 A
A (\m Whniosek 3.1.9. i) -) jest polgrupa nieprzemienna z jedynka. N 0 N
e l S R

ii) (M, (K),+,-) jest piersieniem nieprzemiennym z jedynka.
— »
Ponizszy przyktad pokazuje, ze (M, (K),+,-) nie jest cialem, bowiem w zbiorze macierzy
kwadratowych stopnia n o elementach z ciala K istnieja dzielniki zera.

Przyklad 3.1.10. Rozwazmy macierze A, B € My(R), A = [ :1 3 ], B = [ g g ] Obli-

| -12 24 100 6 & ~A-6 4 7.
czamyBA—{ 6 12]orazAB—{O 0]. 4 ‘3
_ - - —N 7 O
ArORA-OUB0 15|53
Twierdzenie 3.1.11. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech « € K, r € N.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

i) (AT = A
ii) (A+ B)T = AT + BT A % H’@
iii) (@A)” = a - AT Lx3 =¥e) R <5
2 mGank L T _ RT AT el
Lol )| (AB)" = BT A 2 H_T %7 -
v) (AT = (AT)" . B 4
B - A-A bx S
Acr ()=l (Aa 2 3 x5

Definicja 3.1.12. Niech A = [a;] gsK Sume elementéw na przekadtnej antas+...+ay,,
nazywamy Sladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr

s T A -l
Przyklad3113 tr — =1—-7+3=-3 Alﬁdf

L {VOMC

Wlasnosci §ladu macierzy

N\
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Twierdzenie 3.1.14. Niech A, B € M, (K), a € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace row-
nosci.

i) tr(A) = tr(AT) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

ili) tr(ad) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)
Whiosek 3.1.15. Jesli A, B € M,,xn(K), to wowczas tr(ATB) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).

Definicja 3.1.16. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdi
\\
b) antysymetryczng, gdy —AT
\

Twierdzenie 3.1.17. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy macierzy
symetrycznej 1 antysymetrycznej.
Dowdd. A = B + C, gdzie(B = $(A+ A"),)C = (A - AT)/ B = BT, C = —C". Ponadto

T
BT = [%(A n AT)] - %[(A + AT)} — L(AT 4 (AT)T) = L(AT + A) = B. Analogicznie

sprawdzamy, ze CT = —

macierz symetryczna

0 @ 3 | B =, L o, L
B = @ 6 | macierz antysymetryczna A N 1 2 . /(4’
) 3 73

Definicja 3.1.19. Macierz utworzong z macierzy A;;, dla 1 <¢ <m,1 < j < n postaci

Agy | A | ... | Ay

Aml Am2 N Amn
nazywamy macierzq blokowq. Macierze A;1, A, . . ., Ain stojace w i-tym wierszu macierzy bloko-
wej musza mieé¢ te same liczby wierszy, zas macierze Ay, Agj, ..., Ay, stojace w j-tej kolumnie
muszg mieé te same liczby kolumn.
3.2 Wyznacznik macierzy /
Definicja indukcyjna wyznacznika o
Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy liczbe
detA € K okreslona nastepujaco: ——

L\IV/?“A(?’?)&\-

4
g/i olef

f/e"’ﬂ/’fnﬂ/’f

A “mallr A




e gdy n =1, to detA = ay;

o gdy n>2, todetA =37"  (=1)"ay;detAy; =
= ( 1)1+1a11detA11 -+ ( 1)1+2a12detA12 + ... (—1)1+"a1ndetA1n,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczenia:
11 Q2 ... Qip 11 Q12 ... Qip
21 Q29 ... QAgpn 21 A922 ... Q9p
detA = det | . ) . ) A= .
An1 Ap2 ... Qpp An1  Ap2

4 ()2 v 5.( o (
Przyklad 3.2.2. A = [ _}é ] O(/MA A .2 ~ S (- )
detA = (—1)"apdetAy; + (=1) T 2appdetApp=1-1-2 -5 (=3) =17

1 -2

= - . ,
detB = (—1)1+1@6t311 + ( 1) +@etB12 ( 1+3a13detBl3 =

1 —6

2 —6
\Z‘gfs 8‘_(_2) ‘—3 8’+3 -3 6’@
Metoda Sarrusa (tylko dla wyzmacznikéw stopnia 3!)

5 s —[3~1~(—3)—|—(—6)~(—6)~1+8~(—2)-2] 59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n — 1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go symbolem
M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"7 - M;; € K.

Przyklad 3.2.4. B =

1 3
Dss = (—1)322 My = 17\
O(/O(Im'fn{c mVno v o7

MQ(}O/@\(’IV\C UCM\(’MW\
vres



Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;5] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:
\
i) Vi € {1,2, R ,n} detA = Z:Zl aikDir];,_/ cia Ao D%A/p/))(' a(,(4 .
Sum ”E rozwleae wzgledem i-tego wiersza)
em g oy

i) Vje{1,2,...,n} detA=>7_, ayjDy;.

(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

— Z

5 .

2
5 = —4

1
1

Interpretacja geometryczna wyznacznika macierzy stopnia 2
Rozwazmy wektory na ptaszczyznie 4 = [a, b], ¥ = [¢, d]. Niech D bedzie réwnolegltobokiem roz-

: . b
pietym na tych wektorach. Wowczas pole |D| tego rownolegtoboku jest rowne |det [ (Z d ] |.
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Dowo6d mozna znalez¢ w [3].

£y

\/

ST

Wlasnosci wyznacznikow

Niech A = [a;] € M,(K). Oznaczmy przez A, k-ta kolumne macierzy A, czyli A =
[Ay, As, ..., Ay =
T = o lumn J

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzeni

detA = det (AT DE— % °7/0)

i) de et(A") ? < ) T
ii) Jesli pewna kolumna skltada sie z samych zer, to wowczas detA = 0. 7/t
iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez liczbe 27

[ ) 2 A #£ 0, to wowezas detB = A - detA.
/ ' bl 1V) Jesli Ay = By + Cy, to wowczas detA = det[Aq, ..., B, ..., A, +det[Ay, ..., Cy, ..., A, ﬂ '
)

3¢,

\ 5' v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch kolumn,
~ to wowcezas detB = —detA. , ~
19 q kolumny proporcjncahc <O
l/‘_,ZVI) Jesli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz A, = AA;, dla pewnego A € K, to
5 k/\ wowcezas detA = 0. ——

\ vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostalych, tzn. I\, ..., Ae_1, Adgr1, -, Ap €
D A = Z] Lk A+ Aj,y to wowezas detA = 0. aqz a, 7/\ +/\A

sli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostalych kolumn
acierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie. /

W ) Jesli B € M,,(K), to wowczas det(AB) = detA - detB.
( ! j ) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci
Bi|0]...]0
?7 1 By|...| 0O
T B
gdzie By, By, ..., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogét réznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, za$ 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas
detA = detB; - detBsy - ... - detB,,.
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