Przyktlad 3.2.10.

0
0 : .
3 macterz  blokowo — diagonalna
4

2
7
0
0

2 1 10 3
detA—det[7 1]-det[ 5 4]—(2—7)-(40—15)——125

wdumof

\
%sek 3.2.11. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy. A '3 ]\/, m ( IE )

a2t ;‘\’»\ =Y ii) det(AA) = A" - detA dla dowolnego 0 # A € K

SlE—
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N. S—\'O\Dr\m m
pE— Z - FL
L et (M) == (Ithp) ot f) ek (A ~‘£LM/A Wie
i Metoda opéracji elementalglyc obliczania Wyznz?cz ika ‘) ( m /-ﬂ‘j/
AT TINNAAANAA A

Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba)
A-w;, A€ K;\# 0 pomnozenie wiersza przez liczbe (rézna od zera)
w; + X-w;, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w;

Przyktlad 3.2.12.

21 3 4
1110 1
A=139 10 3
11 55
1)1 10 1 1 1 10 1 1 1 10 1
detA Wiowy 2 1 3 4 w2 —2w . 0 \—1!—17 2 W3—W2 0 —1 —]_7 2 o : _
- 3210 3| wiwm “1y-20 0| 0 0 (=3)-2 _e'//‘
11 55| 0)—54 0 0 -5 4
1 1 10 1 1 1 10 1
hwa g |0 =1 17 g witswa 5 | 001 —17 g 31 (e1) 12— 99
) 0 0 1)2 0 0 1 ; 3
/(5) 0 0 (=5 4 0 0 0\Z

Przyklad 3.2.13. Dane sa macierze A, B € M;(R) takie, ze A = [a;;], gdzie

a;; = { 2i _11) ny ’ z fﬁ , za$ det B = 9. Oblicz wyznacznik macierzy C' = 3B3A?B7.
Korzystajac z wlasnosci wyznacznikow, obliczamy

detC' = 3°det(B*)det(A%)det(B”) = 3°(det B)*(detA)*.
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Ponadto detA=|1 1[7 1 1 |™=" =3-6-9-12=3.2%
11 100 1 |%-a —
111 1 (13

Zatem detC = 3°-9%.(35.23)2 =3%. 26.

———— )
p\) \tm\l'\ RIS i }
dwrotxga (“,\m (M\ 4 \cXQ‘/ /:\\ﬁ\v‘\w C\'f(‘t’o |

O‘J\

3.3 Mags%\é{“z

Jesli dla danej macierzy kwadratowej A € M, (K) istnieja macierze B,C € M, (K) takie, ze

AB =T oraz CA = I, to wowczas B = C'. ? Istotnie,
s —m—

C =CI=C(AB) = (CA)B=1IB = B.

Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A € M,,(K), 2
jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A1,

M = 2 A ricoduincal ne~ %/A‘L

S UR SR P b

= c=0A c¢=1 sprzecznosé

Przyklad 3.3.2.

C
AAT  =T|& c d(
c

o

O 1
O N

Zatem nie istnieje A1

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M,(K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg. I

4

¢ Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M,(K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ,
nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie. (}\ S

\
bb) Niech A € M, (K) bedzie macierzq nieosobliwa, za§ D = [D;;] macierza jej dopelnien X/\ -
)

}p algebraicznych. Wowczas}A L= . D" J

ék N Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K') bedzie macierza nieosobliwa, za§ D = [D;;| macierza jej do- B -
N pelnieni algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A i oznaczamy \s

symbolem ﬁ. ) \)‘\X

~N\
Whiosek 3.3.6. Zbior macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z ciata & 3
K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienna. Grupe te oznaczamy
symbolem GL,(K) i nazywamy ogdlng grupg liniowg.

——

2Mozna uzasadnié¢ tenze fakt przy stabszych zalozeniach, mianowicie jesli dla danej macierzy A € M, (K)
istnieje macierz B € M,,(K) taka, ze BA = I, to wowczas AB = I i vice versa.

@Che(o\i Watar 0)r Ou% .



Metody wyznaczania macierzy odwrotnej
1. Za pomoca definicji

Przyklad3.3.7.A:{ 3 5}, A‘lz{z 2}:?

-1 2
A \
dﬁeEé_fz,lJ_;é 0, zatem A jest odwracalna. W o W
3a—b=1
3a—b da+2b| 5a + 2b = L[ & =2
{3cd 5c—|—2d}_1<:> 3c—d=0 4 _{ﬁ 3
\ Be+2d =1

Us A
2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Przyktlad 3.3.8.

)
/c—ie\tA = —3 #0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoréw elemen-

tow a;;. Wowezas

(19 4 3 4 3 97

53 1 3 15
Lo 7 7 5 6
QAND e |[13]2 D
NG 1 -1 -3

73 2 3 2 7

|9 4 3 4 3 9] |
) 7/-5, 6 7 -6 1
D = [Dy] = (1) My;] = [-6 ) 373 JAT ==L -5 3 1
—_— uJ—s /]R_, 6 «3 —3

——

A
3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M,,(K) bedzie macierza nieosobliwa.

m A ciere AlT operacje  elementarne I A_1
QDQ,@\,(/Q\P\ L| ] tylko na wierszach ! ['l ] Na L(»Oiu N NAac b

™M oL o ,

Algorytm Gaussa: macierz nieosobliwa — macierz trojkatna géorna — [ R

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposéb uzywania metody operacji elementarnych.
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Przyktlad 3.3.9.

12 01
o0 -1 2 4
A=l10 21 4
A T, oo 1o
1 0 1 00 10
00 —1 2 00 0 1
All=110 21 1 0 0
0 10 01 0 0
: 7 T12 01|10 o0 100 0T b6 lghan
|- N) fo1 1ol 1 b0 =L Ty T
00 D o[0T D 00 01 o
[0 0y-1 2/01 00 01 01
[1 2 0uJ1o 00 1 -1 0 —3
01 -170[0-%0 0 =3 0 fuarus
00 10/00 01 0 0 0 1
o0 oo 5 03 o L+ o !
[112f0 0|1 -2 0 —3 0 —5 1 -2
oo ot o0 -1 1 oo -1
0010/0 0 0 1 0 0 0 1
00010 L o ! o 1 o 1
o -1 1 -2 k’\f—J
L9 -1 1 /\-4.
-1_ | 2 2
Zatem A 0 o0 b 1
0 3 0 3

Wlasnos$ci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), a € K, o # 0, r € N. Jesli macierze A i B sa
odwracalne, to wowczas macierze A=, AT, AB, aA, A" réwniez sa odwracalne i prawdziwe sg

nastepujace rownosci. _A \ \
W) -
(2r) = 24

q 0
L R R A ‘

~A
(@OQ) Przyklad 3.3.11. Rozwiazemy rownanie macierzowe E4(X — 41)" = LE3F*D™' D7 wiedzac,

~m—
-V ze D,E,F € My(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna, zas

e

i) det(A1) = 1

2 1310 V20 0 0
oA p_|03 10l o | 02 0 0
“la200" "7 00 -2 o0

000 3 00 0 V2
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Macierz E jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Oblig_g&my

= -4 f >
\\) W E4(X—4I)T:lE?’F?’D_lDT:%E?’F?’ E zt F
\{) \b \_(X—4I)T4:@§E3F3_ 5'/—17:: /T N .

1
2
9 X—4I—(1Q/F LEHT(EHT _ A -he® ©
4 = A T
£ X AT Iy (e, 2% s
(\ \_ — _\
Pozostaje obliczy¢ £~ i wykonaé¢ odpowiednie mnozenia oraz dodawania. T
Be) = 7 T
Twierdzenie 3.3.12. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalng postaci
A, 0 ... 0
0 Ay ... 0
A = ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalne sa
0 0 ... A
ALt
0
macierze Ay, Ao, ..., A,. Wowezas A™! =
0
22 0 0 0
0 8 =6 0
Przyktlad 3.3.13. Czy A = 0 16 -8 0
0 0 0 \
2[)0 0|0 T R S
Jest to macierz blokowo-diagonalna 678 6] 0 Q, d = /‘ ﬁ’* ' \% /\J
0[16 —8| 0| b
ol 0 oflr ~ )
Kazdy z blokéw jest macierza nieosobliwa, zatem A“jest odwracalna. — A O - =& ©
/ —1 - i
. -1 8 —6 1 3 -1 g ({J (j .-J
I CEINE LIRS
5> 0 0 0 p\ Lo
1 3
Stad A= | 0 “p i O ARSI
0 -3 1 10 O\Q@\
o 0 0 - 0)\%‘
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych - podstawowe pojecia
e

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnar liniowych z n niewiadomymi z, ..., x,
o wspotezynnikach z K. — -

£ on
aj1ry + A12L9 + ...+ a,T, = bl
- -
a21T1 + Q2T + ... + A2y, = by

., be Kyie{l,2,...,m},j€{1,2,...,n}
Am1T1 + Qma®2 + ... + ATy, = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspdtczynnikami ukladu, zas liczby b; wyrazami wolnymi Jesli
by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€{1,2,...,m}, to uklad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (V1,72 ..., vn) € K™ speliajacy ten uktad.
Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy doktad-
nie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, zas uktad posiadajacy nieskoriczenie wiele roz-
wigzan - uktadem m’eoznaczonym

y/\ | ; Jm\t Y Aran o
P eu) agdo
Przyklad 4.1.1. 2' \)’ (\po‘rdl‘Ml v wieul ad ’W‘:jo{'\/
r—y = 3 rT+y = 5 r+y = 0
2z4+y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
Ok =
y=-2x Ay Ay /y ,
y:x-3 % ‘L) (\ 0‘“1 {
y=-X y=5-x ,
= y=5-X
x ’?( O)‘P‘L)
P=(1,-2) - »
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny
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Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX = B,
gdzie

s ARA m <N o </
ayj; G2 ... Qip T by
a1 929 .o Qop T2 bg
A=| X=|" B-=
m1 Gm2 .. Oamn Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspoOtezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyklad 4.1.2. 0‘¥3 A, , )< = B

A 2
it a2 =1 1l 10 2 . 1
"o Fr"14=0 & 1 10 —1 ; =10
Ty —Xo+ T3 —x4=9 1 -1 1 —1 lﬁ’ 9
4

\

4.2 Uklady Cramera \¢ (897 0‘;‘\,(“\-@0{ 0 oy
w

Definicja 4.2.1. Jesli @oraz macierz A € M,(K) jest nicosobliwa, to uktad réwnan

AX = B nazywamy uktadem Cramera. '_‘1\,4 ad 7GR0V A A ) X: E)
Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uklad Cramera jest uktadem oznaczonym. Atk A +0 = B'Ad'
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A1, mamy X = A~'B. O AX=p
Whiosek 4.2.3. Rozwigzanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je row@zn;;lezc A - D
Z/? pomocy wzordw Cramera \y+ N#y % <

S \ Aer
7w M b T @ & x= a0
v Vie{l,2,. .. n} | x= ;
\A?‘ Nl BRI detd = 1/
gdzie A; jest macierza powstala z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna wy-
razéw wolnych B.

Przyktad 4.2.4.

3r—2y=>5 3 =2 | |5
Uktad { %+ dy = 1 jest rownowazny roéwnaniu [ 9 4 ] [ y ] = [ 1 ]
W = det [ ; _i ] =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera

Metoda eliminacji:

y=3x—3 zatem 2z +4(3x - 2)=1,skad 2 = & oraz y = — &

Rozwiazanie réwnania macierzowego:
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AxD A

4 2 4 5
- _ 1_ 1 _ 1
sersidn. [4 e[ 4 sea 4[]
X_{ﬁ} p=U y—_T L/ —
Y A’\ \
Wzory Cramera
5| -2 3/
W = detA = 16 # 0, W, = det4d; = 1] 4 = 22, W, = detdy, = 9 = —
W T 16 W 16 -
K L ”L"?\\a‘)o ixw’wya
A - 4. - -0
Whiosek 4.2.5. i) Jedynym rozwiazaniem Jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie

=...=z,=0.
ZETOWe X1 z MA 3//0 7> ol V\&t("l\o_/j

i) Jesli detA = 0, to ukltad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.

%
Przyklad 4.2.6.
Or+0y =0
Uktad 0z + 0y = 5 jest ukladem sprzecznym. Ponadto W = W, =W, = 0.

Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykaza¢, ze jesli detA = 0 oraz detA; # 0 dla pewnego k €
{1,2,...,n}, to uktad jest sprzeczny.

ii) Jesli detA = 0 oraz detA; =0 dla kazdego i € {1,2,...,n}, to uklad jest nieo&czony‘
lub sprzeczny.

4.3 Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Capellego ) o F v \ A

Definicja 4.3.1. Niech A = [a;;] € M,,un(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie k € N,
k < min{m,n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z macierzy A

poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn. \ nic
- Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € Mpxn(K), A # 0 nazywamy najv&i@kszy stopien jej \04\6\1((’
+ niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy, ze rzad dlh,\o
dowolnej macierzy zerowej jest réwny zero. X,NO‘
W

r(A) < min{m,n}
Przyklad 4.3.3. 57 \/\

1
A=1| 0 3 —1 |, r(A)<3, | 03 —1|=-50+£0,r(A) =23
3




(meL)

SN

-

D = 2 |, 7(A) <3, wy =2wy, wy =3wy, 7(D) =1

| 3 = ‘\ggﬁo‘\de = iR 5
0006\ )

Twierdzenie 4.3.4 (Wlasnosci rzedu macierzy). Niech A € My un(K). Wowczas (Y \b>

i) r(A) =r(A"),

B
E/L 1
3

WL'( —~ '
, i) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu. 2 J
N
Dowdd. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. L. ' - 270
Ny -
J

Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,«,,(K) nazywamy macierzq schodkowq, gdy pierwsze niezerowe
elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja sie w kolum-
nach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezerowym wierszu,
a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

h w 1231 el e
_ |02 K*Wﬂ»&

00 6 1 2okt d
15 J 00 0
4 schodki 3 Schodkl to nie postacé!schodkowa

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy (tj.
schodkow).

Dowdd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy macierz
trojkatna gorng nieosobliwa. [

2 3 4 5 1 2 3 4 5
o 2 5 5 7 ].0 wo —2w1 0 1 _1 _]. O w3 ~+2w2
Przyktad 4.3.8. D= 1689 3 —>w3jjw1 0 > 4 7 _17 —>w4+w2
4\7 78 3| " Jo]-1 -5 -8 —17
) T<D) = 3 7\_‘7) J/
Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., x, o wspotczynnikach z K

postaci AX = B.
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Macierz U = [A|B] = | . , , ) € Myx(ny1)(K) nazywamy macierzq UZU-

etniong ukladu AX = B.
p 4 - e\ Wwadato ua m f N i _p\

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Whiosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

iii) Gdy 7(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r
parametrow.

Przyktlad 4.3.11.
rT—y+3z = 5
de+y+7z =
S +2y+8z = 4

(0g)

1 3|5
1 718 |,r(A)<3,r(U)<3
2 8|4

1 -1 3] 5], [1-1 3] 5 1 -1 3| 5
U100 5 <5 -12 | 2 |00 1 1) 22 g 1)
emlo o =720 ™ 0 1 -1 -3 0 0 o0f-2

<

—~
d

~—
I

3#r(A) =2 = uklad sprzeczny, brak rozwiazan

Algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych
1. Jesli 7(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy row-
niez minorem macierzy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwigzanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réwnan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli r = n,
to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < m, to n — r niewiadomych, ktérych wspoétezynniki nie tworza M, przenosimy
na strone wyrazoéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne niezalezne). Uktad
ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r parametréw. Mowiac doktadnej r sposrod
niewiadomych oznaczanych !, ..., x; zalezy od pozostalych n — r niewiadomych z/_ ,..., ]

b n-*
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