oane A N
ot (U\N}O““ﬁ \L
~ air G2 ... G| b

. a1 929 Ce agn- b2 )
Macierz U = [A|B] = | . , ) , ) € Myx(ny1)(K) nazywamy macierzq uzu-

etniong ukladu AX = B.
p 4 el A G Wwadato ua m f N i _p\

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Whniosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) =r(U) %@Jkl&d jest oznaczony.

iii) Gdy 7(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r

parametrow. R~ (L '\/0“3

Przyktlad 4.3.11.
rT—y+3z = 5
de4+y+T72z = 8
S +2y+8z = 4

1 3|5
1 718 |,r(A)<3,r(U)<3
2 8|4

1 -1 3 51 41, 1 -1 3 5 1 -1 3 5
ULl 5 o512 | 2S00 1 -1 2| M g 1| -2
w3 —Hw 1
o7 <72t e o 1 —1] -3 0 0 o0 -2
r(U) =3 #r(A) =2 = uklad sprzeczny, brak rozwiazan
Algorytm rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych
o (O) #C (IN)
1. Jesli 7(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.
2. Niech 7(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy réw- C
niez minorem macierzy U). “Wéwczas uklad ma przynajmniej jedno rozwiazanie. V‘l \

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réwnan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli r = n,

to otrzymujemy uktad Cra, :

2b. Jesli r < m, to n — r niewiadomych, ktérych wspoétezynniki nie tworza M, przenosimy
na strone wyrazoéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne niezalezne). Uktad
ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r parametréw. Mowiac doktadnej r sposrod
niewiadomych oznaczanych 1, ..., x; zalezy od pozostalych n — r niewiadomych z/_ ,..., ]

b n*
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Przyktlad 4.3.12.

2r—y+32 = 7 o{",fo oWy
3r+2y—52 = 4 oCC\L 08 RN
4 -1 = 1 ‘ '
\//\l x + 5y 3z Wy X \\
2 -1 3|7
=[ABl=|3 2 =54 |,r(A4)<3,rU)<3
4 5 —13|1 |
_— —1) 2 3|7 , -1 2 3 7 3
U —2o 3 —p|4 | w2, 07118
zmienney X Z 5 4 _13 1 wsz+dwq \14 A‘JO 0 7 1 18
_1 2 x %
# 0 minor niezerowy [)\@(MR(W\
St f
y+2x = 7-3z Y 7T—3z
{< Tr = 18—z ub x 18 — 2
- 8 _ 1
ktad ni : x: 713 7220
uktad nieoznaczony, rozwigzania ¢ y = —= + =z
ZER

Whiosek 4.3.13 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A, B € M., (K). Wowczas
i) Jesli detA # 0, to wowcezas r(AB) = r(B).
ii) Jesli detB # 0, to wowczas r(AB) = r(A).

4.4 Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbiér rozwia-
zan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza ztozonego z samych zer
lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja rzedu macierzy
U, zatem prowadzag one do réwnowaznego uktadu rownan. Ewentualne przestawienie kolumn
macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.

Dokonujgc rownowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz
= [A|B] do postaci

Sir+1 -+ Sin | 21

1

A/ B/ — T
[ | ] Srr41 oo+ Sen | 2p
0 ... 0]0 o 0 |z

Jesli 2,1 # 0, to uklad jest sprzeczny.
Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uklad jest oznaczony i jego rozwiazaniem jest
ri=z,dlaie{1,2,...,r}.
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Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja postac

Ty 21 Ty
$/2 B 29 B S1,r+1 Si,n 5'3/r+2
_]j;, Z‘r Srr41 Srn ,’Jj:hb
Przyktad 4.4.1.
\}\l $1+2CL’2—.Z'3—$4 =1
A < T1+Tot+ax3+3T4 = 2
b%\/\ (B\Ab 3.%‘1 + 5332 — T3+ x4 = 3
@ 2 -1 —-1]1 1 2 -1 —-1]1
U=1{11.1 1 32| 2210 2 41\ &2
3)5 —1 13 ] ™™ Lo =1y 2 4|0
Rownanie 0xq + Oxy + 0z3 + 0z4 = —1 jest sprzeczne, zatem uklad jest sprzeczny.
ey
Przyklad 4.4.2.
20 +4y+ 92 —5t+6u = 13
r+2y+4z -4 +2u = 5
3r+6y+T7z—11t+2u = 18
4o 4+ 8y + 192 — 15t + 11u 20
—sr—y+z+3t+2u = —3
=92 4 9 -5 6|13 D2 4 4 2/5
( 1 2 4 -4 2 5 2 4 9 -5 613 wa—2w1
.a) w2 w1 wz—3wy
U= 3 6 7 —-11 2| 18 —_ 3\6 7 —11 2118 —
4 8 19 —15 11| 20 G;“’S 4\8 19 —15 1120 | “wi-ur'
-3 -1 1 3 2@ e -2 -6 4[5
24 -4 5]
/i.\L,\ 0\0 1 3 23 LA 7 2205
2 [ o za ks 0 32 003 | wetsw
2 00 -5 1 —4]|3 BRI
010 3 1 310 zmienne xztuy 0 E- 1 4 0 3 wq—3w2
el O D Vo 1 3 0/0
\OJO =6=2"=6706 x Z L w
(1 4 —4 2 2| 5] L 4 —4 2 25 ﬁ
0L 3 20 3w g 39 03 @
U 1u 10 0 v +¢5 0 0 8 3 019 zmienne X z:-ty
00 -8 =3 0[-9 | ;
| 5lw 1 4 2(—-4 2|5 1Q0—%2—1
w0 3 2= {012 3032221000 -5 0| -3
8 wz—2w3 . g
(Nng(ow') 9 0011} 5 03 0 01 3 0 3
0 2| 11
= - 0/-3
g
5{0 3
Y, "



Qeouno ™y’ N o 1|23

(N z=11-2y

- 2y z=-3+1t
rownowazny uktad 2 %t =-3 rozwiazania " 3 t3
8¢ — — 9273
.u'—l— 3 y,t €R

r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uklad nieoznaczony, nieskonczenie wiele rozwiazai zaleznych od
5 — 3 = 2 parametrow

Uwaga 4.4.3. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny,
lecz nie jest_dowolny.
/—~

Przyklad 4.4.4. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga byé¢ parametrami w rozwiazaniu

ukladu réwnan.
r—3y+z—2s+t=-5

2v — 6y —4s+t=—10
22 +t=0

31 -2 1| =5
U = [A|B] = —6 0 —4 1|—10 | 2222
0 02 01| 0

02 01 O} r:=71(A)=rU)=2,n=5n—r=3 parametry

5

3) = 10 sposobow.

e sposrod pieciu mozna wybraé¢ na (
Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry i . , ,
b, s {y,s,t} Nie dadia ~'9Q¢ L
k1, ks {y, z, s}
k‘g,k’g, {(E7S,t} (LWTOW 60[
ko, ks {z,2,s}
k4;k3 {xvyvt} Z‘-S \k
k’4, k5 {$a Y, Z}
ks, ks {z,y,s}

det A#O

Uwaga 4.4.5. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest_ukladem Cramera, wykonujac
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupelnionej U = [A|B], sprowadzamy te macierz
do postaci [I|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem ukladu.

_ [A|B] operacje  elementarne |X]
na wierszach
gl 0
Przyklad 4.4.6.

r+y+z = 3
2r—y—2z = 0
r+3y+z = 5
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) 1 13 111 1113
[AB] = | 271 —1]0 | w2 0@ -3 —6 ) o)1) 2 | e
1) 3 1(5] ™™ |o 0 “ 0T 01
11@ 3 11 1(’(()\_'01
01 L1 2|2 oD 1 L lo 1 01
0o =D/ -1 ] "™ Lo 0 —1f-1 ] &7 [0 o0 1)1

uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1, y =1, 2 =1

TP ek Ad

Przyklad 4.4.7. Okredl ilosé rozwiazan uklgélu w zaleznodci od parametru p € R.
W

1 + 2x2 +  (p+1)as
201 + 4dxe 4+ (2p+4)xs
p+1Dxr + 220 + (p+1)z3
1 + 2z +  (p+3)xs
@ 2 p+1 p+3 4
U 4 2p+4 4dp+6|p+15 | wo—2us
l_/2 p+1 p+3 p+4 w3 —wsy
2 p+3 2p+2| 11 e
L

2 p+1 1 p+3 4
b1 s ks 0 (2J0 2 [p+7
zmienne Xg X3 X1 X4 0 0 P 0 P
- 0 \2 ‘0 p+1 7

Whnioski:

/\) Dlap € R\ {0,1} mamy r(A)

2\ Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze r(A) =r(U) =3 <n =4.
Zatem uktad jest nieoznaczony.

Posiada nieskonczenie wiele rozwiagzan zaleznych od jednego parametru.

'b> Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

= r(U) = n = 4, zatem uktad jest oznaczony.

wy—w2
e

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ccoooveeeeiieeee

TEMAT: Geometria analityczna w R3 \Qn) — \Q < \R NO ‘ (L
Zz %

5.1 Wektory w przestrzeni

R3 = {(z,y,2) : x,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

—— — y
e zbior punktow P = (z,vy, 2), gdzie z,y, z to wspodlrzedne punktu 7%
U\ \fl\?) e zbiér wektoréw zaczepionych w poczatku ukladu wspétrzednych @ = OP = [x,y, 2], gdzie
x,y, 2 to wspolrzedne wektora - )
i)
M

e zbior wektoréow swobodnych @. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektorow zaczepio- ( )Co% ‘0}
@ uych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé. oA

Oznaczamy przez 0 = [0,0,0] wektor zerowy.
Dzialania na wektorach

Niech @ = [ug, uy, u.], U= [vs,vy,0:], A € R.
U+ VU= Uy + Vg, uy + vy, u; + v;] suma wektorow

AU = [Aug, Auy, Ay iloczyn wektora przez skalar
—U = [—Uy, —Uy, —Us) wektor przeciwny do
u—v=u+ (V) =u+(—-1)-U roznica wektorow

AZ i-v, AZ

i X
U
-
U+ v
o9 >
v
X v

Dtlugos$é wektora
Oznaczamy przez |u| dtugos¢ wektora . Jesli Py = (z1,y1, 21), Po = (2, Y2, 22), to woOwczas

— —
PPy =[x — 21,92 —y1, 22 — 1),  |PiPa| = /(22 — 21)2 + (Y2 — 11)2 + (22 — 21)%
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L2,s-3)=1290] (05 0)r £9.0,-3) = 2-[49,0)+ 5 (910
20 +55 -3 -%70,a4)

]

=



2 Y 1= Lo — N n
, * iy w o Y
RIS \¢ thosy ko) 0 \1=po) 4

L, . 2 A A 2
Wektor dlugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przez ¢« = [1,0,0],7 = [0, 1,0],kA =
[0,0, 1] wersory osi ukladu wspolrzednych. Wowczas zapis @ = [ug, uy, u,] oznacza 4 = u,i + )
U }—F u.k. Ponadto U] = \/u2 + u2 + u? - — k L)) $0.0)
\ Y zlve. x Yy z° Neﬂolj fo 24% /
. L . o . . o . . LA‘O‘O):'C
Wrtasnosci dhugosci: |u| =0 < =0, |A-u| =\ -|d], |+ 9] <]|u|l+ |7 / N
)(
Wersorem niezerowego wektora i nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co .
Oznaczamy go 4. Oczywiscie u = \71*| - .
| — ’
. . amoromoua ¢ Wit/ -
Jesli @ = [ug, uy, u,], to = “7””, 7” I%I} oraz W %‘0‘) C

— |\
o~/
u? u? 1 ((Y{\
4| = \/| ﬁ|2 ﬁzww/ug%—ug%—u,ﬁ:l. (Y\O

Jesli wektor @ = [ug, u,, u,] tworzy z dodatnimi polosiami uktadu wspoétrzednych katy a, 5,7,
odpowiednio, to katy te nazywamy katami kierunkowymi, zas wspotrzedne wersora 4, czyli
cosff = |, COS7Y = | z‘ nazywamy cosinusami kierunkowymi wektora .

AZ

(\/& nenol” ;/\/wz\ w@\‘ o t) Mz,'?“\“", (\ﬁ‘
AW /.

@ 3

liczby cosa =

T
’LL
-

Tloczyn skalarny

Oznaczamy przez £ (i, V) kat miedzy wektorami 1, v’.
Przyjmujemy, ze jego miara nalezy do przedziatu [0, 7].
-— supcr R
Definicja 5.1.1. Iloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektorow , o' nazywamy liczbe [ -
|¥] - cos Alu v). Oznaczamy ja symbolem @o¢. Gdy jeden z wektorow jest zerowy, przyjmujemy,

ze iloczyn jest rowny 0. -

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [u,, uy, u], U= [vg, vy, V,], tO W()WCZ&SéO’U = Uy Uy + Uy Uy + UV,
——————————————————— ————_\

(W —
Przyktad 5.1.3. [1,4,0] o [2\P11]—1 24+4-(=1)40- 1=-2<0
Cosinus kata d ektorami jest uje . zatem kat jest rozwart N
inus kata miedzy w rami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty. (m \/>< O

\(‘\1\ 'V 7\ WJ%((UV) —5 wAt
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Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) ot =170l Ymm«nn»j 2
o - = _(uz 1 T \"’
et ) WUy ua) WM U = k]
- i) ﬁ—l—ﬁ)ﬁoz{(io/(ﬁo%—k(vow) nmu\z\o\nj w1 cdiom  hodauanrs
we 05¢ N ‘ 5
< W el W U= LW T e \*\\A“\

)

vi) i #0,7#0,d07=0 :»m @ <oy |-
Dowdd, W 00 )L = ’ S WV
owdd. Wynika wprost z definicji. [ \ J’ \4 9

R \#0

=
©
A

Uktad wspoétrzednych

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych sie w
jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskreti
Z Z

E

j“‘t C(\ag *(O\chﬁow )
Definicja 5.1.5. Uporzqdkowana trojka wektorow (ﬁ U,

uktadu wspotrzednych; jedli

x “’
<V¥

zD') ma orientacje zgodng z orientacja

Uy Uy Uy A\N
vy vy v, | >0. -
Wy Wy W, | T //\/\ V]
Iloczyn wektorowy / 7

Dwa wektory u, v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w ktM

zawate sa te wektory. Piszemy wowczas i || U.

Definicja 5.1.6. Iloczynem wektorowym uporz_a,dkowanej pary niewspotliniowych wektoréw

U, U nazywamy wektor w taki, ze: W AN
—————, \

. —»_L — —oL — ‘( = Al —

) @ La, Lo, Weant\e A ﬁ v




(<6 30

iii) orientacja trojki (ﬁ, U, fLU) jest zgodna z orientacja uktadu WspéeranyCh = ot
o)

Wektor @ oznaczamy symbolem u X .

Jesli v = 0 lub ¢ = 0, to przyjmujemy @ x ¢ = 0.

xj=kxk=0

X 1= 1=

Przyklad 5. 1 7A y |
75

zxy—k X k=1,

%>?v>

) X

;T”M >

Twierdzenie 5.1.8. Jesli 4 = [uy, uy, u,], U= [y, vy, v;], to wOWCzas

Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, —3],7 = [3,4, 5] Korzystamy z twierdzenia Laplace’a
AY +Tamg)- (1) <= Lo, JE ©, )

J 22, —14, —2] + 9o y
T o \.
//__ﬂ

i S
Txv=|12 — _102+4k; 9]—6k+122 57 = 22i — 145 — 2k.
31 N5

Twierdzenie 5.1.10 (Wlasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

Reguta prawej dtoni:
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[V c\x\\?

Uwaga 5.1.11. Pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach o, v réowne jest |u X v|

Iloczyn mieszany lb’ \ IS\naC)

T
Definicja 5.1.12. Niech @ = [u,, uy, w.], U = [vy, vy, v:],0 = [wy, wy, w,]. Iloczynem mieszanym
uporzadkowanej trojki wektorow @, v, w nazywamy liczbe !ﬁ X U 2 o w. Oznaczamy ja symbolem
(@,v,w).

6%%\%\&

Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [u,, uy, u.], T = [vg, Uy, V], 0 = [wy, wy, w,]. WOW

Up Uy Uy
tU) =| Vx vy U
Wy Wy W,

(Uw?’)*’D‘ 5

Uwaga 5.1.14. Objetos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach «, v/, w rowna jest |(ﬁ, U, ’LU) |.

Dowdd. Niech ov = £(@ x U,w). Poniewaz V' = P, -h = |4 x U] - h oraz cosa = Wfi', zatem

= |u X V|- || cosa =wo (dx V). O

Przyklad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C' = (3,-1,2),D = (1,3,5) leza w___
jednej plaszczyznie?

Punkty leza w je_ch>1ej_p>1asic>zy2nie wtedy i tylko wtedy, gdy objetos¢ czworoscianu rozpie-

tego na wektorach AB, AC', AD jest réwna zero.
__—_\

@2[4,1,3],14—)0:[2,—1,0],14 D =0,3,3] L Q\ oSé —~ D
4 1 3 @ \

I

(AB,AC,AD) =| 2 =1 0|=-12+18-6=0 L\‘///O
0 33 .

Punkty sa wspotptaszezyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych

wektoréw u, U, W, d prawdziwe sg nastepujgce réwnosei. o S
o = —7 A e ‘

C\&Ukw)ﬁ” V’“)Om-\@%éé’éiu (U \/\N)
Y (@.,9) = —(5,4,3) = (50,9 2 |
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