5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3

Roéwnanie ogoélne i normalne plaszczyzny

Niech Py = (x9,%0,20) € R3 bedzie ustalonym punktem, zas i = [A, B, C] # 0 ustalonym
wektorem. Wowcezas zbior

7 ={P=(z,y,2) cR: BP Lii) PP =
—_ S = L.X‘)fa\\g'\joﬂ,‘za)

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Fy i prostopadta do wektora n. Wektor 7 nazywamy
wektorem normalnym plaszczzm{n;u:z’f
—

Penm e PBPon=0<< Alx —x9)+ By —yo) +C(2 —20) =0

Rownanie normalne: 7 : A(x —zg) + By —yo) + C(z — z9) =0
Réwnanie ogolne: m: Ar+ By+Cxz @: 0, D=—Axqg— Byy— Cxz

—=

)v O ——
m o %p =0
m:1l-(x—1)4+(=1)-(y—2)+3- (2 —5) = 0 réwnanie normalne

Przyktad 5.2.1. i) By =(1,2,5),n=[1,-1,3], Bhen,n Lx, m=" T zas]
— ’ ?Ob’ LX'4\ \TZI

) 7r:x—y+§z—14:Orc’)wnanieog(’)lne =>N‘C¢IA \‘/I) 3X_Lfﬂ

7 ii) Plaszczyzna Oxz opisana jest rownaniem y = 0. A-Q (=0 =/ ~ = Lo\ OJ

4 -
* iii) Z roéwnania plaszczyzny 7 :‘x + 2z = 0Jmozemy odczyta¢ wektor normalny 7 = [1,0,1] 1= (0,0, 0\
oraz punkt nalezacy do ptaszczyzny Py = (0,0,0). T
A (x-0) + O (y-0) + I (2-0)
Rownanie parametryczne plaszczyzny = O
sk ~ Niech Py = (20,Y0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, za$ @ = [a,,ay, a;] # 0, b=

/

2iby, by] # 0 ustalonymi wektorami niewspotliniowymi, tj. @ }f b. Wéwezas zbior

—

3 — B o
7={P=(v,y,2) € R°: Jt,se€R PP =td+ sb}

a jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i rownolegly do wektorow a, b. Mowimy, ze wek- ‘T
tory @, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne . B - '
ta+rsl

— Yo, = — ZO] = t[axaay)az] + S[bz,by,bz] = {'64”»4/55 ) =) J

=x0+t-a,+5-b,
yrzyo—kt-ay—i-s"by' ,t,s€R
z=zy+t-a,+s-b,
PI6cREsyAa ?a«rmmc’ﬂjzao\og
(f\,mlC?“oﬂb j

POP—ta+sg<:) [z — o,

A~~~

Roéwnanie parametryczne: 7 :
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Przyklad 5.2.2. i) Napiszemy rownanie parametryczne i rownanie ogélne plaszczyzny T
przechodzacej przez punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.
-_—

o

IR

) AN T —_—
- A I A o
B LL4,0] 5§ =[0.1,01| Oy = j | 7 Aen ,

2y

Plaszcezyzne m mozemy opisaé¢ rOwnaniem parametrycznym postaci
yzne Yy Op ’ p ycznym p C /’l“ ‘O) “ ('“‘
r=1+1-¢t+0-s 1+4+¢

7: 4 y=1+4-t+1-s 1+?_1;+s,t,seR. 9

z2=W+0-t4+0-s 4 +0:
. S e = =~
Wektor 77 := AB X j jest wektorem normalnym ptaszczyzny 7. Znajdziemy jego wspol-
\ rzedne R
\ - ig ok B
Wy AL MeABxj=|1 4 0|=001] LT
™ 10 (MY
e [x\b A=A
Rownanle ogolne plaszczyzny m ma posta¢ 7: 0-(z —1)+0- (y — 1) +1-(z2—4)=0,

skad m: 2z =4.
! o (%P) O

ii) Zapiszemy rownanie parametryczne plaszezyzny 7 danej rownaniem ogdlnym

2
° W:x—y+32—14:0’.\/
Przyjmijmyb,z:—s;'wéwczas X =) "\ e ,\0 7) 2

r=t—3s+14
T y=t , t,s € R.
z2=3s

Inne réwnania plaszczyzny

Rownanie postaci m: £ 4+ ¥ 4+ 2 =1, gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzng przecho-

dzaca przez punkty (a,0,0),(0,b,0),(0,0,c). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe plaszczyzny.
Roéwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty C

Pl = (xlayhzl),PQ = (3727312,22)7133: ($37y3723) ma pOSta‘é / \,

r—T Y-y <2—x2x
T | Xe—x1 Yo—Y1 22—z | =0.

Lol oB vl T3— 11 Ys— Y1 23—z

Istotnie, nie, poniewaz PPy =[xy — x1,Y2 — Y1, 20 — 21), P1Ps = [x3 — T1,y3 — Y1, 23 — 21| || 7 oraz
—

n—PngxPngj_w zatem
7= {P=(ey2): PP L) = (P =(2,y.2): [t~y —m.2— 2]
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Niech Py = (o, Yo, 20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas @ = [a,, ay, a.| # 0 ustalonym
wektorem. Woéwczas zbior

5.3 Prosta w przestrzeni R?

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

—
|={P=(x,y,2) €eR*: PP|a}

jest prosta przechodzaca przez punkt F, i rownolegta do wektora a. Wektor @ nazywamy wek-
torem kierunkowym prostej [. - -
Po P = Lxrro, 97Yo2-22)
Phel & FHteR || RP=tda

— L& = LV%, Tay HVO‘LJ

rT=x9+1t-a, s
Roéwnanie postaci [ : y=1yo+1t-a, ,teRnazywamy rownaniem parametrycznym prostej

z=z+1t-a,
L \/\? t
1% 2 Y :/o\ Gz7 O /]

. . . 2 4 : 2 : : . T=xX0
Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢, otrzymujemy rownanie postaci [ : =
Y00 — 2220 ktére nazywamy rownaniem kierunkowym prostej [.

az

&/p -

Rownanie krawedziowe prostej

A2+ B2 +C2 # 0 beda dwiema nieréwnolegtymi plaszczyznami. Ich czescia wspolng jest prosta
[ =7 N . b G N

Pel & (Pem ANPem)
A1$+Bly+ch+D1:0 qT/\
A2x+BQy+CQZ+D2:O Fﬁj\
Przyktad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i réwno-

legtej do ptaszczyzn m :!63@ 6 yHz—2=0, m g —i—@y —\/22 +1=0. (;\7]’ w,

Niech 7 : Ajx+Byy+Ciz+D; =0, my 1 Asx+ Boy+Coz+ Dy = 0, gdzie A2+ B2 +C? # 0, //

Roéwnanie krawedziowe: [ : {

Oznaczmy 7i; = [6,—1,1] L m, fio =[1,3,—2] L m oraz @ =1 x iy || [.

T

~

1 3 k r=2—-1
Wowczasd=|6 —1 1 |=[-1,13,19]orazl: ¢ y=3+13t ,teR.

5.4 Wzajemne potozenie plaszczyzn i prostyc

Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech 71 : A1z + By + C1z + Dy = 0, my = [Ay, By, C1] #0,

T+ Agt 4 Bay + Coz 4 Dy = 0, 115 = [Ag, By, Co] # 0.
T

ol



Szukanie punktow wspolnych m; oraz ms polega na rozwiazaniu uktadu réwnan

Alx -+ Bly + C’lz + D1 =0 A1 Bl Cl . . —D1
Agl’ -+ Bgy + CQZ + Dg =0 A2 BQ 02 - o —DQ '

_,Q:{Al By Cy —D1]‘

NlechA:[ Ay By Cy —Dy

-

A B 01]

-
Ay By A\nf(m;‘mzxgo

, L = - g \_J
Ptaszczyzny moga by¢ rownolegle. m|me & nillne &Ny xny =0

Woéwczas albo m = 7y & i—; = g—; g; = D1 yedy r(U) =r(A) =1

—

‘&U. k,on CC/LCC/A

albom Nm =0 < ﬁ; :B—;:g—;#g—;, gdy r(U) =2, r(A) = 1.

. — CW‘L(O
Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny m Jf mo przecinaja sie wzdtuz prostej.

W szczegodlnosci moga by¢ prostopadte.
7r1J_7r2 S nplng & njony=0
(u\u) N 00),/\
@?WM /’Tﬁ,

(\A\&s o) T2 A TyaT zf¢ M Ty

Wzajemne p lozenle prostych —) T nN= L }\
. ?(Oo LA
Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt Py, zas b wektorem

kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ réwnolegte. l ||k: & b slixb= ;
Woéwecezas albo [ =k, albo [Nk =

Gdy I }f k, mozliwe sa dwie sytuacje.

L
1) Proste [ i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory Py Ps, @, b

leza w jednej ptaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspolny tj. [ Nk = {P},

a L
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2) Proste [ i k nie leza w jednej ptaszezyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne stwier-

dzeniu, ze wektory P Ps, d, b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [ Nk = @

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy P1P2, a, 5) £ 0.

>

{‘;

N @

Katy

Definicja 5.4.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy
proste sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi tychze
prostych.

ii) Kaqtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny sa
prostopadle) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze ptaszczyzn.

= /?
T

(/F,@ le(‘c‘]a o(-l'agorm(,/fm

Definicja 5.4.2. i) Rzutem prostokgtnym pun tu P na ptaszczyzne m nazywamy punkt
P’ € 7 taki, ze PP 1 .

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ L [.
> %

&
5

~a.

=\

-mmowm s = e m = e

- ’“ _ e
(Y\:\\t?"\ N L/ san
| L
- P\ ; Pel

\ A
W T ”{j 5 ) m_L L
Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o J m:
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Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zakladamy, ze nalezy do plaszczy-
zny zawierajacej P oraz [:

N ) VY
k> ? J
knlc= <?\\) R Ut

At \w\”\(

Przyktlad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu!P = (4,5, —3) na plaszczyzne
r=2+2t+s

T y=143s -,t,seR. )

== | 2=3+T+s

Niech k bedzie prosta taka, ze k L w, P € k.
u=1[2,0,1] || 7, Tv=[1,3,1 || 7, A=(2,1,3)en

P

=[-3,-1,6], k L= :E —)

- f

. L 2l
* k: : P

N ey TEF T = 0 {P’}:(kﬂw:? ) '

02 34 -3t)+5-t—-6(-3+H6t)=0=1t=1, P =(1,4,3) \ lX/
7 ) — \
Definicja 5.4.4. Kqgtem muiedzy plaszczyzng a prostqg nazywamy kat o \

mierze § — o, gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta \
i plaszczyzna sa rownolegle) miedzy odpowiednio zwréconym wektorem
kierunkowym prostej a wektorem normalnym ptaszczyzny.
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Przyklad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : Y=
- z=242t

,teR
—> - —> —~
a plaszezyzng 72 3r+y+2+1=0. ~ aoma\mj-](ﬂ.lw)%
B u v N 9

Mamy @ = [-1,0,2] || [, n=]3,1,1] L 7. Oznaczmy 8 = £L(n,d), a = 5 — 3. Ao
Obl y_["—_: |—3+0+2| ] _ 1 0w y-ﬂ (1 ) 2 ﬁ Cpﬁ%; - vl =

1czamy COSﬁ— 7l Te _m_\/_ﬁ’ oc—§—arccosx/—5—5, ) \ﬂl n \

in = cos f = a = arcsin —— ——
v -0 /L\LB o s d°n el

Odleglosci 09 € L7

>
02‘ Q/O)\z_‘/\/‘q = 'Oo?;:, -7 \ ;‘k’\__,

( - —
\-l{\)“ De{inicja 5.4.6. 1) Odlegtosciqg punktu P od plaszczyzny w, nazywamy dlugo$é odcinka =1
\Loé- NS & PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, ).

)

ii) Odlegtosciq punktu P od prostej [, nazywamy dlugos¢ odcinka PP’ gdzie P’ jest rzutem
prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

\

?\\ drsvancC Nnakiza

;?my/“ R

5 »?MN)"\
L

%o

71\$
- /

RWA )

N (oxcdﬂ\,‘r") R 7 A/
Wzér na odlegtos¢ punktu od ptlaszczyzny

—

I

Niech Py = (20, Yo, 20) oraz 7 : Az + By+Cz+D =0, @i = [A, B,C] # 0. Wowczas

d(PO 71') _ |AIO+By0+CZO+D‘
ot YOy
e

Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L 7. Woéwcezas k -

\
{F}=knm="

%)




/e \\,k L=y

P X\’QDYC'L XD =
A(wo + At) ¥ B(yo + Bt) + C(z9+ Ct) + D = 0, _t = —AxputCasD
d(P,7) = |PoFy| = /(ADZ + (BEP 1 (CO)2 = |f| VA T B7 4 C2 = MantBniCao D)

VA24+B2+C?

Wzor na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (xo,¥0,20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Woéwczas

|P.Py x dl Kol €

W =" T g0t M““ﬂ

"""""""""""""""""""" "PD,'\) ?oe/k
L/ 2l

L 2%~

Odleglosé prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej [ od ptaszczyzny 7
nazywamy odlegloéé dowolnego punkty prostej od plaszczyzny.

A
Lo \\\\/ o o L
/ ( Cpll :?

Definicja 5.4.7. Odlegtoscig dwich plaszczyzn (prostych) réwnolegtych nazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykazaé, ze dla ptlaszczyzn rownoleglych m : Av+By+Cz+ Dy = 0, my :
Az + By+Cz+ Dy =0, 1y = [A, B,C] # 0 zachodzi wzor d(m, my) = 22221
L J

I7]

on Pk

Ta [ To

oM - 56



Odleglo$é prostych sko$nych

Przypomnijmy, ze jesli dwie proste leza w jednej plaszczyznie, to przecinaja sie lub sa row-
nolegte. Proste, ktore nie sa do siebie rownolegle i nie maja punktéw wspoélnych nazywamy
skosnymi. Zatem proste sa skosne, gdy nie leza w jednej plaszczyznie.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt Py, zas b wektorem
kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps. —
——

Zalézmy ze proste te sg skosne. Wowczas ist-
nieja plaszczyzna m zawierajaca prosta [ oraz
plaszczyzna 7y zawierajaca prosta k takie, ze
m || m oraz m N m = &. Ponadto plasz-
" czyzny townolegle, na ktorych leza dane dwie
proste skosne sa wyznaczone jednoznacznie.
Istotnie, m; jest plaszczyzna zawierajaca [ i
rownolegta do wektora b. Jej wektorem nor-
malnym jest wektor @ x b. Podobnie, 7 jest
plaszczyznag zawierajaca k i rownolegla do

wektora a. Jej wektorem normalnym réwniez == w
I °

Tz

1% .

jest wektor @ x b.

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwdch prostych
skosnych nazywamy odlegltosé¢ dwoch ptasz-

-
czyzn rownolegtych zawierajacych te proste. L’\/éﬂ oW &

Uwaga 5.4.9. Niech [ i k beda jak wyzej. Zalézmy ze proste te sa skosne, co jest rownowazne
e g
stwierdzeniu, ze wektory P P, a,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowczas

, . NI
M atk, ) = [P, NIRRT
- s a x [; : W
| S 79\ ¢ godom :j
Przyktadowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odlegto$ci dwoch prostych skosnych mozna
znalez¢ tutaj.

Symetrie

Definicja 5.4.10. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz m ustalona ptasz-

CZyZna. |

i) Punkt Py jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS — S—>PS

ii) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA L |.
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punlhy So wiheor P3I

iii) Punkt Py jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem plaszczyzny m, jezeli istnieje
—
A € 7 taki, ze PA = AP; oraz PA L.

? (S) b o) lac|a @fbaumlqmzj

?5 - ?ur\(,,,l Sy omed
—Pe Jer
o 2

"7
ACHCam S
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

V=R @
TEMAT: Przestrzenie liniowe _— W \ (\/L
oC € = [

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,) bedzie ciatem, gdzie K = R lub K = C, zas§ V_# @ zbiorem. Niech
dane bedzie dzialanie wewnetrzne @ : V x V 3 (u,v) —m ud v € V oraz dzialanie zewnqtrzne
O:KxV3(av)—abveV. —

— ——_ FodbuinC yehtoro~

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V, @, K, ®) taki, ze W

. ' 2bvor slealarou

i) (V,®) jest grupa abelowa, hiar wehiomg\ \n

ot A

i) Vo eV Vae K a®(udv)=(adu)®(adwv)

iv) WweV Va,eK (a-B)0v=a6(B6v) .
N ibtank Toetr®t 2% Q (\f

1 =
/\Q\[, v) VeV 10v=wv fniJrOMOB%

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, zas elementy ciata K skalarami.

)
)
i) Vo eV Vo, e K (a+8)0v=(a0v)® (o) U\W
)
)

Przyklad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

Dla w = (u1,...,uy),v=(v1,...,v,) € R" oraz o € R definiujemy

udv=(u +0v1,...,U +0,), a ©u=|ou,...,au,).

ii) Lf_ff,@,K, ®), gdzie K = (K, +,+) to dowolne ciato
Dla u = (u1,...,u,),v = (v1,...,v,) € K™ oraz o € K definiujemy
UuBv=(u1+01,.. U+ V), a@Qu= (- Up,...,0-Up).

i) (RY, +,R,- gdzw@E (/| /:R—R}/

Dla fi :R =R, fo — R oraz a € R definiujemy

f3 = f1 & fa takie, ze Vo € R f3(z) = (/1 ® f2)(z) := fi(z) + fo(z)
oraz fF'OT(Dfl takie, ze Vo € R fy(z) = (a ® fi)(z) = a - Ji(x

Eleméntem neutralnym dziatania & jest funkcja stale réwna zero.

V) Mpxn(R) = (Mysn(R), +, R, -), gdzie dziatania +,- to dzialania dodawania macierzy i
mnozenia macierzy przez liczbe. T

59



7 N
Co tAf X t 07> +- A aAmX
v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie Rlz] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x o

wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomiandéw i mnozenia wielo-
mianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +,-) i
dzialania w przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, -).

u+v suma wektorow

a + [ suma skalarow

a-u iloczyn wektora przez skalar

-  iloczyn skalarow

Wowczas dlau,v e V, a,f € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia wektorows. Niech 0 oznacza
element neutralny dodawania w V', za$ 0, 1 elementy neutralne dziatan w ciele K. Woéwczas:

i) vveV VaeK 0-v=a-0=0

i) VvveV VaeK a-v=0<« (a=0Vv=0)

111

YVoeV YaeK (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)

)
)

iv) YweV —1.-v=-v

V) VoeV Va,B €K (a—p)v=(a-v)—(8-v)
)

vi) Vv €V YVae K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)

Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K, +,-) iniech U C V
bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dziataniami

Bluxy : U X U3 (u,v) mudveU, Olgxv : K xU 3 (a,v) — a®v € U jest przestrzenia
liniowa nad ciatem K, to U = (U, ®|uxu, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzenig wektorowg lub
podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V,®, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V, to
wowcezas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Yui,ug €U Yae K uQuelUANa®u €U

lub réwnowaznie
Yuj,up € U Va,f € K (a®@u) B (O uy) €U.

Dowad. ITmplikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z faktu,

ze U jest podgrupa grupy V. O

Uwaga 6.1.7. Niech V = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U = {0} jest
podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzenig trywialng. Podobnie U = V jest pod-
przestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami niewtasciwyms.
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