7 N
6‘\0 fﬂ/\)é f‘ﬁ?“ ‘L“/*ﬂm)c
v) Rlz] = (R[z], +,R,-), gdzie Rlz] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x o

wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomiandéw i mnozenia wielo-
mianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dzialania w ciele K = (K,+,-) i
dzialania w przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, -).

u+v suma wektorow

a + [ suma skalarow

a-u iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, o, f € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V| +, K, -) bedzie przestrzenia wektorows. Niech 0 oznacza
element neutralny dodawania w V, za-é_g, 1 elementy neutralne dziatan w ciele K. Wowczas:

i) VoeV VO[GKL_O/‘?/)‘:/Q/‘O/:Q\J
VDI Sl

VoeV YaeK (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)

iii

)
)
iv) YweV —1-v=—v
)
)

| A
— ’ 'O‘,Jﬁ(\\
v) WweV Va,eK (a—pB)-v=(a-v)— (8 v) Lc\q\{/\(w)b O}g/\(\d\
vi) Vu,v eV Vae K a-(u—v)=(a- o \,(l/}{\

v

Niech V' = (V, &, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K,+,-) iniech U C V
N\
bedzie niepustym podzbiorem zbioru V. —_—

Deﬁnicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dziataniami

>< U3 (u,v)—udveU, Olgxv : KxU 3 (a,v) — a®uv € U jest przestrzenia
liniowa nad cialem K, to U = (U, 69|UxU, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowg lub
podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V, to
wowcezas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Yuj,ug €U Yae K uQuelUANa®u €U ﬁtylﬂ‘ﬂ,(c‘)q
N

lub réwnowaznie j(  IR— [&
Vuy,up €U Va,Be K (a®@uy)® (BOuy) €U. {?(&)*«xz

Dowad. ITmplikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z faktu, { /( ][ 97)
A 9

ze U jest podgrupa grupy V. O € hhor Z%

Uwaga 6.1.7. Niech V = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniows. Wowczas U = {0} jest
podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzenig trywialng. Podobnie U = V jest pod-
przestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami niewtasciwyms.
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Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

g

Dowdad. Jesli U jest podprzestrzenig liniowa, to Vuy,us € U Va € K @6\({ NaGuy € U.
W szezegolnosci —1 ©up = —ug € U oraz ug & (—uy) =0€ U. O ~—
\——“f

SR
Whiosek 6.1.9. Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, za§ U C V podzbiorem
V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
%‘.\

————————

v
Przyklad 6.1.10. W;@) (A -
i) V= (R[OJ]’ +, R, ')7 U= ( ([07 1]>R)7 +R, )

1
Lo\ = |- funkga
U jest po’((itrztésot‘r nia \linioi(@ﬁ/, bowietn suma funkcji cigglych jest funkcja ciggla oraz iloczyn
funkcji ciagtej przez liczbe jest funkcja ciagta.
i) V= (Rla], +R,), U= {f € Rla] || dea f]~ parzysty) degee - Stopien
oo 'adn AU

U nie jest podprzestrzenig liniowa V. Niech f(x) = z* + 2° oraz g(x) = —x'. Woéwczas
(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U,ale f+g¢U. —
i) V=R, +R,:),U={(r,9,2,t) ER*: 20+ 2 -3t =0Ay =0} h
LT A — £ > RuR¥%IRXIR,

U jest podprzestrzenia liniowa V. Skoro z = 3t — 2x oraz y = 0, zatem dowolny element_u € U
jest postaci u = (x, 0, 3t—2x,t). Wezmy t; = (x1, 0, 3t1—2x1,t1) € U, ug = (29,0, 3ta—2x9,t5) €
- A~
U oraz o € R, wowczas
Uy + Ugml -+ T2, 0, 3(t1 + tz) — 2(%1 -+ 332), tl + tz) S U
oraz auy = (axy, 0, a(3t; — 2x1), aty) = (0, 3at; — 2axy, aty) € U
— A~ T~

iv) V:(R[az],%—,R,%U::: {p € Rlz]: degp <n}. Oz2n ‘R E)Cj
Przyjmujemy, ze deg 0 = —oo. Wowcezas U jest podprzestrzenia liniowa V. (4]

Zatem R, [z] to przetrzen liniowa wielomianéw stopnia ¢o najwyzej n-tego. 3
ges(4-9) = Mgl +degs
Podprzestrzenie wektorowe R? i R3
——

Jedynymi wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi R? sa p%&echodzadce przez (0,0).
Jedynymi wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny 1 proste przechodzace
przez (0,0,0). T

- T

3Niektorzy autorzy stosuja réwniez oznaczenie P, (R).
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W, we€ W
WA*(\A’\ < M

6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektorow, baza i wymiar przestrzeni linio-

Wel nualar)
Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech ay,...q,, € K,
W Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.

(
Ko Jbeﬁnicja 6.2.1. i) Wektor aqvi+. ..+ v, € V nazywamy kombinacjq liniowq wektorow
V1, ..., Uy, € V 0 wspolczynnikach aq, ... q,, € K.

i) Jesli aqug + ... + apv,, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i tylko
wtedy gdy a3 =0,...,a,, = 0.

iv) Zbior {v:mw] 4+ . Foagwg oap,...a € K w, .o w, € W kEN},
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadow wek-
toréow w zbiorze W, nazywamy powtokq lintowg zbioru W i oznaczamy symbolem ling W
———

W
/)’Sio n ( lub kroétko linW.

T ———
Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}.
Czyli lin{wy, ..., wn} = {oqwr + ... + apwy, : aq,... o € K} N

N

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+, K, ) oraz @ # W C V. Woéwczas zbior linlV jest pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji in&luzji) podprzestrzen
V' zawierajaca zbior W.

Whniosek 6.2.3. Jesli u = My + ... + A\pup, dla pewnych vy,...,v,, € V, A,... )\, € K

2 . —— .
oraz A1 # 0, to wowczas lin{vy, v, ..., vn} = lin{u,va, ..., v}
—c—— P,

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatoramsi przestrzeni linW, zas podprze-
strzen linW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W.

Przyklad 6.2.5. Wersory 7 = (1,0) oraz j = (0,1) generuja przestrzer R?, bowiem dla dowol-

o hego U = (ug, uy) € R? mamy @ = u,(1,0) + uy(0,1) = uzt + uyJ.
A A
W () 70 wy) 62 /\LO oo C oron ]

Q%= Din {73y = bed 03 3




- =) A A /- ‘

" W=(Qs)=27% *+ B (25 )foc(m)w(-j H;m(/

L v (01 /=

—" 2, B

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. 5 ”\2 =2 .

- Q(ﬁ 4_\) ¥ )

Definicja 6.2.6. Wektory vy,...,v, € V nazywamy liniowo_niezaleznymi lub moéwimy, ze

tworza uktad lintowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy jesli
dla dowolnych skalarow Sy, ..., 3, € K zachodzi \L

k@m+.”+@wm:0=>@=.”:@nzo

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy EZnYmi.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m € N, m >
2. Wektory vy, ...,v, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest kom-
binacja liniowa pozostatych.

Dowdd. Zatozmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne, czyli istnieja aq,...a,, € K nie
wszystkie rowne zeru, takie Ze@. ..+ a,v, = 0. Bez straty dla ogdlnosci mozemy zalozyé,
ze ap # 0. Wowcezas v = —2ug — ... — T2y, -

ST . . o1 L. C e .
Zatozmy teraz, ze vy jest kombinacja liniowa vs, ..., v, czyli istnieja Bs, ... 5, € K takie, ze

vy = Pove + ... + Bnvm. Wowcezas Sivy + Pove + ... + By, = 0, gdzie 1 = —-1#0. 0O

AZ

o(/\(\jA\JQ\YL‘\.- B4 VM:O

D/)/\r\y/\'.:"o[)\/L. = Lo \/M/
P e

Ary ~ (27 L (

2
™ \4

MZS (U\\/‘I,\J €\\25

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy, ... SUBS R7Z.generuja R wtedy i tylko wtedy, gdy rzad

macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspolrzedne wektorow vy, ..., vg, jest rowny n.
PN N (S — . . B
Whiosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., v, € R" generuja R", om %
S ka’“fi’:*Onou
Przyklad 6.2.10. Czy wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5, 2,2) generuja prz{ggtrzem U‘)YOWL(,
R3? mﬂ) ?

e ———

W{Cudeownﬂﬂmi 5
o B |



07/\01 (FLC)’:j

Wektory generuja R?, jesli powyzszy uktad jest oznaczony.
1 2 5z 1 2 5 x 1 2 5 T
11 2|y |20 -1 —3|y—a |22 101 3 T —y /r
10 2z ™™ o 2 7lrga| TV {0 01| —2t2ute
Uktad oznaczony, posiada rozwigzanie =+ 2+ =z i— r—y—3y=4x — Ty — 3z,
o=z —20—5y=—2x+ 4y + z. Zatem uktad wektoroww)gg%

—

Przyklad 6.2.11. Czy uktad {A, B, C} jest ukladem liniowo niezaleznym?

a=[3 4] e[ Y emam |

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna. 2 2= 9 =Y :@
Niech «, 8,7 € R beda dowolne takie, ze A + BB + vC = 0352 = [ 8 8 ] j
y ,
prnd | / m
Stad | ©°F° @ _ |00 %:'2——0 \ é\‘»ﬂ/\/\m’ L\/j
& 0 a+pB+y] |00 7:—/_04_—520 7 O ]
Zatem macierze A, B, C' tworza uklad liniowo niezalezny. « L/(\O - ) v Y) L o N a! 6 L0 A
Lozt A

Przyktad 6.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4),v = (1,2,0,—1), w = (0,1,3,1) € R?* sg liniowo
niezalezne? - - ——

L by %0
Niech o, 8,7 € R quad dowolne takie, ze |au + Bv +yw =0=(0,0,0,0) .

a=08=v=0.
1 1 0]0 1 1 0]0 11 0]0 Olnang — hn

2 2 1|0 | w2w [0 0 1[0 5w [0 0 1]0 m(%ﬂ
3 0 30| wsw |0 =3 30| _1, |0 1 =10

4 -1 1ol ™™ o -5 0]0 01 0|0

G0 :
= r(U)=r(A )—n—3 m - RA'C\&@ newnad omy M " [ b\n’

Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uklad jest oznaczony. Zatem wektory u,v,w sa Zf( L

liniowo niezalezne. Vo7 N e M

Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektorow w R" polega na wyliczaniu rzedu ma- 212000
cierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad macierzy A-1o
/’\

Al
rowny jest liczbie wektorow. - VA "o ,g)
— N S LE AU RSN
Whniosek 6.2.13. Niech vy,...,v, € R", Jesdli k > n, to wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne.
Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., vx sa liniowo niezalezne, to k < n.
—_
’4 aev
Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa. A
¢ ¥
i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
\’v 64 ‘
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ii) Uklad wektorow zawierajacy poduklad liniowo zalezny jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduklad jest liniowo nieza-

lezny. n,‘/\\‘ew (V\\/( T ujQV\ (Aon )

iv) Uktad wektorow zawierajacy wektor y jest liniowo zalezny.
e e ————
0.0 13U =0

Definicja 6.2.15. Niech fi,..., f, € C"}(R), n > 2. Macierz W (z) postaci

———me——

ST R 1P
T W= |
Y At n— n— n—
R = e A )
O
nazywamy macierzqg Wronskiego uktadu funkeji fi,..., f,, a jej wyznacznik wrornskianem.

. Jesli wronskian uktadu funkcji

Twierdzenie 6.2.16. Niech fi,...,f, € C"'(R), n > 2
€ R: detWy, . ;.(xo) # 0, to funk-

fi,-.., fn nie zeruje si¢ tozsamosciowo na R, tzn. dxg
cje fi,. .., fa sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R). LA 0
—’/\

tworza uktad liniowo niezalezny w C(R). f\d*{\

METODA I: Skorzystamy wprost z definicji liniowej niezaleznosci. Niech C1, Cy, C5 € R beda
takie, ze C1f1 + Cofs + Csf3 = 0, gdzie 0 oznacza funkcje tozsamosciowo réwna zero.

\___\/
Skoro Ci fi(z) + Cafa(x) + Cs f3(x) = C1 + Cysinz + Cscosz = 0 dla dowolnego = € R,
. . T T
zatem w szczegolnosci rownosé jest prawdziwa =0, 7= 73 oraz x = 7.
Podstawiajac te wartosci, otrzymujemy =

Ci+C3=0 N Ci+Cy=0 AN Ci—-C3=0.

Stad C; = Cy = C3 = 0, a zatem uklad funkcji fi, fo, f5 jest liniowo niezalezny.

METODA II: Skorzystamy z kryterium wronskianowego opisanego w twierdzeniu 6.2.16.

1 sin x CcoS T
_ : _ 2 L2
detW(x)=|0 cosx —sinz |=—cos’x—sin“z=—-1#0
0 —sinx —cosz

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.
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‘%PZ: b {2 (25)= 2C+35

Przyklad 6.2.18. Uktad wektorow i = (1,0),7 = (0,1),7+ 7 = (1,1) generuje przestrzen R?,
to jest R? = lin{%,j,f +§} ,
o (25)= 9.¢ +§3 O ()
. . 2 . . )
Rozwazmy wekotr v = (1,2) € R : Zaquizmy, ze (QAA ) ¥ (4\/” = (10
v=1-142-5, w=1-j+1-(i+)).
“——— P —

Wekotr v jest kombinacja liniowa generatoréw przestrzeni R?, lecz przedstawienie to nie jest
jednoznaczne. *

Wyréznimy uktady wektoréw generujacych dana przestrzen liniowa o tej wlasnosci, ze do-
wolny wektor z tej przestrzeni przedstawia sie jednoznacznie jako ich kombinacja liniowa.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 6.2.19. Uktad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli jest on
liniowo niezalezny oraz V' = lin{by,...,b,}.

—_— ‘O\MCM \‘(/
Whiosek 6.2.20. Jesli wektory vy, ..., v, € R™ tworza baze przestrzeni R”, to Wéwcza
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy Wiioskow 6.2.9 oraz 6.2.13. [

Przyktad 6.2.21. Baza przestrzeni R"

Uktad wektorow {es, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R". n P
N
e1 = (1,0,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) U vg_\ t(/{,
e e
Przyktad 6.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli N € 12 D
U= 11411{_(@, 2, 1)1,(1, 2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3)F.

'\ e 1 \o ?@d\’ﬂw
Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uktad 5 wektoréw w przestrzeni R* jest
liniowo zalezny.

1 111 37
391 2 4
"o 1091 ]| St
BRI
'11113'/
321 24|
"o 102 1|~
1111 3|

e %3 = U=lin{(1,3,21

Uktad wektorow (1,3,2,1), (0, —1 st b
(poréwnaj wniosek 6.2.3).
.

Istnieje wiecej niz jeden sposob przedstawienia wektora v jako kombinacji liniowej wektorow z, 7,7 + J.
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Twierdzenie 6.2.23. i) Kazda przestrzen wektorowa rozna od {0} posiada baze.

«0 ii)

liniowej jest nieskoriczona, to kazda inna jej baza takze jest nieskonczona.

Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej sa réwnoliczne. Jesli baza danej przestrzeni oA 4

L\/'s""'i'vu

4
1

Sq

iii) Kazdy uktad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupelniony

do jej bazy.

Twierdzenie 6.2.24. (Warunki rownowazne do bycia baza przestrzeni wektorowej)

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech by,...,b,
pujace warunki sa rownowazne.

€ V. Naste-

i G nelatoroo Uavoso 1k £
i) Uktad wektorow by, ..., b, jestrzestrzeni V.

ii) Uklad wektorow by, ..., b, jest minimalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem generuja-
cym V.
iii) Uktad wektorow by, ..., b, jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem liniowo
niezaleznym w tej przestrzeni.
Y )P (\A/(,,\ N SN PR
iv) Dowolny wektor v € V' ma jednoznaczne przedstawienie jako Rembinacja liniowg elemen-
OW bly"-abn' ﬁﬂOlnﬁAhQ
Yo \om¢> >c( ,Y\a/l;noh’(,”tn( ](‘V\ eny ’FO /)

Definicja 6.2.25. Liczbe elementéw bazy przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, -

) nazywamy

wymiarem przestrzent wektorowej V' i oznaczamy dimg V' lub krotko dim V. Méwimy wowcezas,

tworzy bazy

ze przestrzei V jest n-wymiarowa. Jesli zaden skoniczony uktad _wektorow nie
przestrzeni V, to przyjmujemy dim V' = co. Ponadto przyjmujemy} dim{0} = 0.

\-‘-

Whniosek 6.2.26. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow, gdzie

m > n jest liniowo zalezny. —

CHIEND

ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych sta-

nowi baze tej przestrzeni.
-

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen sta-

nowi jej baze. qd Yim m,,mj d . \/: ~
Przyklad 6.2.10 - raz jeszcze "oma my v vdorou N 1

So .

(j:vlm
DA

er/mxg s

Wiemy, ze wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzeri R”. Ponadto Z/'ﬂ"é//
‘n

dim R? = 3, zatem uktad {u,v,w} jest baza R3.

. M byar o ley
Whiosek 6.2.27. Wektory v; = (v11, 019, ..., 01p), V2 = (Va1, V22, - - -, V2n)s « -« s U = (Un1, Una, - - - ,Un$ .
tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det[v;;] # 0. A

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 6.2.8 oraz 6.2.26 iii). O

2 9;\,1 \r/\T7 o4 67 NAwtT mx m
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Whiosek 6.2.28. i) Na plaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspolliniowe tworza jej

baze. [/l . Vﬂ,m\\/) f/O

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolptaszczyznowe tworza jej baze.

L . ”n
R=0in{T QY
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b,...,b,} jej baza. /l\

Definicja 6.2.29. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (b, ...,b,) nazywamy reperem il
bazowym lub bazqg uporzqadkowang.

—

Czesto moéwimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektoréw bazo-
wych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych

1) (R*,+,R,-)

By = (61,...,en>,gdzie e1=(1,0,...,0),es = (0,1,...,0),....en = (0,...,0,1)

—— e——

2) (R[.Z'],+7R,) %\( > 7 NAo AV EN

7 Zo . % © pol@ 2 IR
Bz(l,x,zz,x3,...), dlmR x:-a%th i & { ’:# —I—aS{ )

3) (Rul2], +,R, "), []—{feR Ddeg f<n} POYmom ad
“—
Bz(l,x,x2,...,$”), dimﬂ%{‘x]: /;.p?efﬂjf:’;'t
dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) =ag-1+ a1 -z +ay-2*+ ...+ a, - x™ w204 0
o/ ) s

4) (Mymxn(R), +,R, )

B = (Ella E12, ey Eln; EQl, RN Emn); glem za$ ekl {
dim My, (K) =m-n

Przyktad 6.2.30. Baza M- Jest uktad (Eyq, Eig, Ea, Eag), gdzie |

oVl [5G [0 1[4

N
Dla dowolnej macierzy A = [ d } mamy A = aF1 + bE s + cEy + dE22

O =
—~
=
<~
~—
RN
—~
~—

S~
=) s Les o) 65+

Twierdzenie 6.2.31. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas W jej podprzestrzemad Wowezas
) W#V = dmW <dimV,
i) dimW =dimV <oco = W =V.
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