(Ll .w(/(«wro% +# 3

Whiosek 6.2.28. i) Na plaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspolliniowe tworza jej

baze. [/l . (/ﬂ,m\\/) f/O

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolplaszczyznowe tworza jej baze.

L . ”n
R=0in{T QY
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b,...,b,} jej baza. /l\

Definicja 6.2.29. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (b, ...,b,) nazywamy reperem il
bazowym lub bazqg uporzqadkowang.

—

Czesto moéwimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektoréw bazo-
wych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych

: m
) (R 4R, borr kAamonictaa |

(ﬁj (61,...,en>,gdzie e1=(1,0,...,0),es = (0,1,...,0),....en = (0,...,0,1)
— ——————— -
2) (R[z], +,R,")

2hove 7 intho a0 2z < ole. 2 IR
Bz(l,x,xz,x?’,...), dim R[z] = oo, xl—aOJ/Z#al aijr —I—as? )
o ——

3) (Rufz], +,R, ), Ryfz] = {f € Rz]: deg f < n} Tolvmow\w

“—
B = <1,l’,l’2, s 7$n)7 dlm]l%&l’] = , / LJ)(')OT[Q‘? ’:o’;;l:; 6
dla dowolnego p € R, [x] mamy p(z) =ao-1+a1-x+as-2°+ ... +a, - z". Ca

4) (men(R)a + R, )

B = (Ella E12, ey Eln; EQl, RN Emn); glem za$ ekl {
dim My, (K) =m-n

Przyktad 6.2.30. Baza M- Jest uktad (Eyq, Eig, Ea, Eag), gdzie |

ol [5G [0 1[4

N
Dla dowolnej macierzy A = [ d } mamy A = aF1 + bE s + cEy + dE22

O =
—~
=
<~
~—
RN
—~
~—

S~
=) s Les o) 65+

Twierdzenie 6.2.31. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas W jej podprzestrzenlq Woéwcezas

) WAV = dimW < dimV, NEENY,
2 N A
\%\:/(L Q)

- -2 23]

i) dimW =dimV < 0o = W = V. \RZ



Nt

Przyktad 6.2.32. Podprzestrzenie liniowe przestrzeni R, R? oraz R?.

podprzestrzenie R podprzestrzenie R? podprzestrzenie R?
wymiaru 0 {0} {(0,0)} {(0,0,0)}
wymiaru 1 R proste przechodzace proste przechodzace

przez (0,0) przez (0,0,0)
wymiaru 2 R? plaszczyzny przechodzace
przez (0,0,0)
wymiaru 3 R3

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zag B = (by, ..., b,) jej baza uporzadkowana. Woéwczas dla
kazdego v € V istnieja skalary aq,...a, € K takie, ze v = ayb1 +. .. + ayb,. Mozna uzasadnic,
ze przy ustalonym reperze bazowym skalary ag, ..., sa wyznaczone jednoznacznie. |

Definicja 6.2.33. Skalary ay,...q, € K takie, ze v = a1b; + . . . + b, nazywamy wspdtrzed-
nymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, . .. 5. S

NOTACJA: Dla v € R" bedziemy pisa¢ v = (v, vy, . . ., Up phzamiast u = [v1, Vg, ..., Vp]sp.

e 1

Przyklad 6.2.34. R? = (R%, +,R, ") Bara
B} = (e1,€2)), gdzie e; = (1,0), ez = (0,1) to baza kanoniczna. &Lanon {(1/\,(
C :((cl, ¢2)), gdzie c; = (2,0),c2 = (1,1) to inna baza R2.
— -— =
= (% -2
u=1[2,~1¢=2c; —c; =2-(2,0) — (1,1) = (3, -1) (UL |
o
yA v
A
1 = _(a _
C2 W = (5\ Z)
@ X 2C1 | X
i— t | t t t F ot ,/5{\ ‘.2 3\
T 2 3 1c3 1 2 3".'
e 1 0 . = e, -d¢,

Przyklad 6.2.35. R? = (R%, - R,")
B? =((e1, e2)), gdzie e; = (1,0), e = (0,1) to baza kanoniczna.
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u=(1,—1) oraz u = [a, fc,|a =7, B =7

/ISL: (b}, 5, b3) inna baza, gdzie b) = (4,2, 1; by, = (—5,2,3) b’ (1,3,0)

C = (e, cz)§, gdzie ¢; = (1,1),¢2 = (0, —1) to inna baza R?.
\

L = /)
(1,—1)—acl+ﬁ02—oz(1,1 +5( ,—1¥= (o, — ) { _

e =
Stad a =1, f = 2 oraz u = [1, 2]c. xX-p
—_— AANAA A~
yA |

o T

202

Przyklad 6.2.36. R = (R +,R,-), B= B} - baza kanoniczna,

! \E 5_(aa T k)‘; 0.
Skalary 4,2,1 to Wspolrzqdne b} w bazie kano %— ji% = ((, ‘d [ l{) b)
Piszemy b} = (4,2,1) zamiast b’ = 14,2, 1]ps.
Ponadto ¥, = [1,0,0]s \ )

onadato 1‘—[‘ ]B/‘( w\oaz\‘ % Q’/\ - /\,bﬂ .\/O ,b?’ 4/0 ‘b’b)

Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'.
Niech v = [a, 8, 7], tzn. v = ab + Bby + bs. Otrzymujemy

w57)_a(4 1) + 5(=5,2,3) +~(1,3,0) = (4&—55+’y,2a+25+370¢+35) Aby

7

wyznaczyc¢ Wspolrzqdne «, 3,7, nalezy rozwigzac “uktad r&wnan

4 -5 1] a —3 Ny~ p%

2 23||8]|=]| 15]. _

1 30|~y 7 P

4 -5 1]-3 1 30| 7 1 30| 7 1 3 o 7
202315 =2 2315 | 220 403 1| =00 16 12 4
1 30| 7 4 =5 1|=3 | "™ |0 —17 1|-31 0 —17  1]-31
(1 3 o] 7 1 3 0] 7 13 0 7 e

0 16 —12| —4 | —= 10 1 11|35 | 2= 101 11 | 35 | =2

|0 -1 —11|-35 | ™7™ [0 16 —12|—4 q 0 0 —188|—564 [0’
(1.3 0] 7 13 0|7 10 01 v

01 11(35 | 2222 10 1 02 | 221 0() 02 :@/\L’ 4
(00 1|3 00 13 0 0|3 H)fo

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b},...,V),) jej dwiema
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B "sran" lpaa B "houa " Gagee
bazami. Wowczas istnieja skalary «;; € K, 4,5 € {1,2,...,n} takie, ze
Jl = 0411b1 + 21b2 4+ ...+ anlbn

b% = alnbl + @gnbg T annbn

N .\:,o\uw\f\‘*c\’\

conanY)
N)@é'm/@lo\r\(/ ’
ke wrorgb T rova
.. b’\\ (o
(07951 ... Qpp L\f &_\_@(&\’ ﬁ"l,l(/
nazywamy macierzg przejscia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem m
y y q przej y ) Yy Ja sy -

Definicja 6.2.37. Macierz P € M, (K) postaci

Macierz przejscia Pg_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’ sa

liniowo niezalezne. \\/
e od AN

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy
Niech V' bedzie_przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b},...,V),) jej dwiema
bazami. Niecr@p:]%&

Twierdzenie 6.2.38. Niech v € V, v = [x1,...,2,]5 = [2],..., 2] Wéwczas
T x) -

AN
T Z‘IQ /Y \\

gdzie X = : , X' = : ;\Doo’\(hf\alnc J nOL\w\ LD(AC
' ’ /J)MA\'
Ty x,
ozl ¢ der? 7
Zmiana bazy
B%=(e1,e2) » B=(b1,b2) _1
P=Pg%_.8 X} g j? %

y A \/_/
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Przyklad 6.2.36 - ciag dalszy

R? = (R% +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,

B = (b, 0,,b5) inna ba‘zja_'gdme by =(4,2,1),b,, = (—=5,2,3),0, = (1,3,0)
\)03\\-‘ )0\(\\% -

o‘o\

Wyznaczymy wspétrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.
) 1
d\j P PB3—>B’ == ‘ X’ = lX _? _
\J
Svert Win o 9 -3 17 @
w0 VP Wyznaczamy macierz P! = 1 i obliczamy
\(m,\or\\ (1A —4 17 —18
9 -3 17 -3 1 B
X=L]l 3 1 1w0|]|15]=]2 o (LN
—4 17 —18 7 3 Yo s O !
R, L) = {{er Tl
Przyklad 6.2.39. Rozwazmy przestrzen Ry [a:] oraz jej dwie bazy 04 ¢ ( }( ) &
B = (1—1—:1: r+ 2?1+ 1?) BI_(& —I—x 1+a:—|—:v) Wyznaczmy macierz Ps_p. ;
}0 X =1l= [al,ﬁh%]B/— an(1 t x) +51($ +x ) + 71<1g|733 ) = (a1 +7) + (0 + Br) + ( m%)x? a b ceig
| art+y =1 / b L)

Stad ¢ a1+ /=0 i ost%tecznie o =
/\ B +'71’=‘0 /\b"' ”L/\ ()D
A Latwo zauwazy¢, ze 1 + x = [ag, o, Y2l = alta S+&an 0( )
N Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ x + 22 = [as, 83, V35

X0 %
\(O' ~~ iotrzymujemy Pg_.p =

%kf“ (/’\X,XZ)

OXZ*/(’JK (= Ecl(f ld)g))

DN [0 | =00 [ =

W
Twierdzenie 6.2.40. Niech V' bedzie przestrzenia li-

niowa skornczenie wymiarows, zas B, B, B” jej bazami.

Wowcezas O PBZ—>B |
\ D) P = (Po) S dhciuny j
- By Ps_.p

S
\Z/o\e\(‘o) @i‘/@ PB—>B"' )K

Uwaga 6.2.41. W przypadku przestrzeni R", gdy baza
poczatkowa to baza kanoniczna B}, tatwo wypisa¢ ma-
cierze przejscia do nowych baz PB;—»B oraz PB;;—>B/- Wy-
pisanie macierzy Pp_ . wymaga rachunkéw. Na mocy
twierdzenia 6.2.40 otrzymujemy Pgprp = Pprp -

-1
Psp, skad Py = Pgn_3- Ppppr-




Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ccoooveeeeiieeee

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego i podstawowe wlasno$ci

Niech V' = (V,+, K, -) oraz W = (W, &, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad tym
samym cialem K. -

/—\ .
Definicja 7.1.1. Odwzorowanie(go V=W lpelniajaﬁe warunki

Alko 5C° « ‘
i) wlasnosé¢ addytywnosci Vu,v € V. o(u+v) = o(u) @ p(v) ° 3¢ ©d oy

, T ]r["*’ S a4
ii) Wlasnoéé‘ljgc{lr\lggcvl%g\éic?%v eV VYaeK pla-v)=a6p), WA Yos o

»

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem lintowym lub homomorfizmem prze-
strzeni liniowych. °

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Woéwczas nastepujace warunki sg rownowazne.

ngvn\)/ l\rf\(o“\lﬂk. L —

TN
i) Vu,o eV Va,f e K pla-u+5-v)=a®pu)® s p)

i) ¢ jest liniowe

ii) Yoi,...,0, €V Vay,...,a, € K
olag v +...+ay,-v) =010 p) B...0a, O p(vy,) K

Zbior wszystkich odwzorovLaﬁ liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy Lx(V,W) lub
Hompg(V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy do czy-

nienia).

Uwaga 7.1.3. Czgsto notujemy V = (V, +, K, ) oraz W = (W, +, K, ), to znaczy uzywamy
tych samych symboli dla dziatan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne dziatania.

Przyklad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe? .
y=ax

1) ¢ : R — R, p(z) = ax, gdzie a € R ustalone
. L___/—!

Odwzorowanie bowiem dla dowolnych a € R, z1, 29 € R mamy
olaz) = a(ax) = alar) = ap(z) oraz

p(z1 + 2) = a(21 + 22) = az1 + azz = p(21) + (22).

[
[ — e ——

5Odwzorowanie to wektorowi przypisuje wektor.
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‘\j’/m%*b’\ \_{ R — \(L'
= ® :
2)@:RHR,gp(x):ax—l—b/,dgdzieﬁRustalone /\) QAN [inionC

N 2 -
Jesli b # 0, to odwzorowa@nie jest liniowe, bowiem ) o 2\9&{(9 wor
#+

(1) +p(1) = a+b +(atb) = 2a+2b CJ fuﬂwﬁﬂ Uiy oA

o(1+1)=¢(2) =2a+Db
j% - o
3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox _ A J _%___
Q P
Poniewaz o(z,y) =\(z, —y) zatem dla dowolnych a€ R (z,9y), (x1,11), (22,y2) € R?
=(ax, “ap) = ale, ~4) = ap(e.y

o (afz,y)) = ola, ) oraz
p((@ry) + (@2,92)) = plar + z2,51 + yz) = (@1 + a2, =1 +12)) = (21 + 22, —y1 — 4) =
(1, —y1) + (22, —y2) = ©(z1,y1) + @(T2, Y2)- 7 .
Odwzorowanie jest liniowe. A7 )
BEES 1R R
4) p: R = R?% p(z,y,2) =(r—y+22y+2z+1 \
) R R p(z,y,2) =(z—y y ) '

‘(X) K/

Odwzorowanie nie\jest liniowe.
2)) = plaz, ay, az) = (ax — ay + az, 20y + az +@
az+ )

7 afr,y,2

—ozgoxy, 2)=alr—z+22y+2+1) = (a:r—ay+az2a
Na ogot L # P. Mozemy poda¢ kontrprzyktad /Q
,,,>790( +(1,0,0)) = ¢(5,0,0) = (5,1) #5-¢(1,0,0) = 5 (1,1) = (5,5) \:}
- { \Q\« \Q\b ———
T\OO\ Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R*> — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
\]\ a,b,c,d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R* — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, ¢, d, e, f, g, h,j €
R takie, ze p(x,y,2) = (Wz, dwfz,gx + hy + jz).

~N— _ B 7 )
Prz kl d 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : RQ[.’II] — Ry[z], dane wzorem \QZU) ’Jﬁ)é e )f‘)ﬂ (€ IKS

\ o(p)(x \/;M) dla dowolniego pmg[ ], jest liniowe? B
[R/‘ L\c) ‘/{o(mc \ dlcag\b

Sprawdzimy, ze ¢ jest hmowe Wymnika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, q € Ry[x] mamy

oo+ a2+ Q 244 FY @) = 3= (@) + @) + 4 @) + (@) “
(( - x)p )+ 4p/ (x ) +44¢'(z) ) = o(p)(z) + ¢(g)(2),
R0 7 T )
dla dowolnego z € R. Zatem + p)+ele). |
Dla dowolnygch p € Rox % - W’\’
plap)(x) = (3—2)(@D) ( )+ (v) = B—z)f-p)(x)+4a-p/(z) =a-<(3—w)p”(w)+4p’(w)) =
a - ¢(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem p(ap) = ap(p). q) {?)> (\/

Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to woéwczas ?/ ?Ol v NO ‘W

i) 3 A ?

Niech V.= (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).



\{ (_b‘f\gj = ——j \e k{\'})
i) Yo € Vp(—v) = —p(v).

Dowdd. 1) Poniewaz Oy + p(z) = ¢(z) = p(x 4+ Oy) = ¢(x) + ¢(0y), zatem ¢(0y) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V mamy Oy = ¢(0y) = p(v —v) = p(v) + ¢(—v). Stad
p(—v) = —p(v). O
Wnhniosek 7.1.8. Niech ¢ : V. — W. Jesli ¢(0y) # Ow, to ¢ nie jest liniowe. WN—T R ﬁR)Z&l CJM
—'A
N )

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 7.1.7 i) na mocy prawa kontrapozycji. O

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z +\5\nie jest liniowe, bowiem f(0) = ‘}
540, —

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V — W nazywamy:
et noca rosuoye

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,
- T

)
ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,
iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja, 7‘ (lrﬂl,(kclﬁ ’ $<N)’¢ (w] A“/
iv)

)

)

v

ly

endomorfizmem, jesli V=W, LJ( AVl V4 }6\4 p " (a(o W€ Lun
—_— o ‘

V) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

s

vi) formag liniowq, jesli W = K. \e 7 \/—-—-—-BK/ \/Z/(V‘"MM,'

YRR s R (R
Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym R - (f+ R
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie bazg przestrzeni V oraz niech wy,...,w, € W bedzie ! ' 1')
dowolnym ukladem wektorow. Wowczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanic Ttowe Y €

L(V,W) takie, ze p(b;) = w;, dlai e {1,2,... ,n}\"\- =S

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie liniowe

. . . . ’1° ~ z . \
na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektorow bazowych przestrzeni V.

Przyktad 7.1.13.‘ Podaj Wzér,zodwzorowania liniowego ¢, jesli &(TOJJ»C')

'R Ri[z], ‘o(a? +2) = 62 + 10 ) =4, o22)=8 ol

¢ Rofr] — Ryz], so(w\Jr/f)— z +10, 90(9%)— : w(\gs)— :

W przestrzeni wektorowej Ry (x| baza gtandardowq jest B = Yl, r,z%). Mamy R /(_\c _ 5
06\’m\ 2 J

kel : . = g ) ﬁ? (ﬁ)twﬁ) = 2 I ¢
}«\V\ (/‘\XIX )

Stad o(z) =4, (1) = p(z) — 4 =0,) p(z?) = 62 + 10 — p(x) = 62 + 6. —
—— k//ﬂp&?):g.)

Dowolny p € Ry[z] jest postaci p(x) = ax? + bx + ¢, dla pewnych a.b.c € R. Zatem ¢(az® +

.« bo+o) :J%(wz)+bso(x)+w(1)]:a'(6””6)”'4“'0:@! i Ry L) = %

?/\;74
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Qinioy <
7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech p € L(V, W).

/—_—_—
Definicja 7.2.1. i) Zbior @ o(v) = Oy} C V nazywamy jedrem odwzorowania
. . . #
liniowego ¢ 1 ozmaczamy Kerg: YERNE _ W SR o ko5
ii) Zbior {w € W : Jv € V) = w} = {p) : v € V} C W nazywamy obrazem

odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Ime lub ¢(V).

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imyp sa
niepuste.

Dowad. Poniewa, zatem 0y € Kerp oraz Oy € Imp. 0O

Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V,W) zbior Kery jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V, zas zbior Imy jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) / W
i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y}, /\
\. ) jest injekeja v ={0v} Feoy
ii) @ jest surjekcja < Imp = W. ?od Ai('ﬂ J
Definicja 7.2.5. Jesli dimImy < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania liniowego
@ : V — W i oznaczamy r() lub rank(¢p).

c

N

e ¢

A

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank theorem) Niech V oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad cialem K. Niech ¢ € Eﬂ/ L W).

Woéwczas 7 m\lﬂ i OV
\ :
Chive r(p) + dim Kere :@Mﬁ,\émw\ U{ "\/ \_i(l’\)
d
Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dim Imp < dim V. "

R
Przyktad 7.2.8. N

(\i : -~
¢ :R* - R3, p(a,y,2,t) = (r+y+2+2t0 —y+2+6t,x+y—2—4t) &) \
‘ , —>
\ po ¥o wdr"%‘f\un\rc A\Q \Q‘
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, icﬁ%azy i wymiary. |Podaj whhsnosci ®. %\‘ o C
—_— —_— (A é
1 r4+y+z+2=0 s 09U A AR Yl
. ‘(OU(\ &Ob ' —
p(z,y,2,t) =(0,0,0) & ¢ v—y+z+6t=0 M ya“‘o ()\\ﬁ“jmﬁ
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Kerp = {{t,2t, —3t, t), t € R} =lin{f1,2,-3,1)}

,/Q_ Uktad {(1,2,—3,1)} jest baza Kery oraz dim Kerp = 1.
Apee Zatem ¢ nie jest. monomorfizmem. Ponadto

o p\r(g) = dimR* — dimKerp =4 — 1 = 3 = dimR?, zatem ¢ jest epimorfizmem.

Stad Imp = R3. Mozna to réwniez sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem.

2. ) elz,y,2,t) =2(1,1,1) +y(1, —1,1) + 2(1,1, —1) + (2,6, —4)

Imep = lin{(1,1,1), (1, —1,1), (1,1, -1), (2,6, —4)}
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Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skonczenie wymiaro-
wymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V.TV) bedzie injekcja, zas wektory vy, ..., v, € V tworza
uktad liniowo niezalezny. Woéwcezas wektory ¢(vy), .. ., ¢(v,) € W réwniez tworza uklad liniowo
niezalezny. -

Whiosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi 1
nad cialem K takimi, ze dim V' = dim W@Niech peL(V,IV) deZie za$ wektory

vy, ... Uy €V tworza bazg przestrzeni V. Woéwczas wektory o(vy), ..., o(v,) € W tworza baze
przestrzeni W. e

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych
Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami
+: L(V,W) x L(V,W) — L(V,W), - Kx L(V,W)— LV, W)

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(x) + g(z), (a- f)(z) = a- f(z),
jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Niech f € L(V, W) bedzie bijeckja. ¢ Odwzorowaniem odwrotnym do f nazywamy odwzorowanie
liniowe g € L(W, V') takie, ze

YVoeV YweW fv)=w & g(w) =v.

Jesli takie odwzorowanie istnieje, to jest jedyne. Oznaczamy je symbolem f~!.

6W szczegolnosci wynika stad, ze dim V' = dim W.
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