U{Mﬂk}' b“ﬁ)*ﬂl% A~V 6% 7 C/Jcm\{

= (X\XD‘Q v k v =S f 2 2—) ‘\'(‘2 GJ‘ ~hy i&oo ’O\O\
110 -1 '
010 —2|0 | 2= 0 y_2t /+

001 30 300 Z":EZR_& bo\//e“g

Kerp = {{t,2t, —3t, t), t € R} =lin{f1,2,-3,1)}
/Q_ Uktad {(1,2,—3,1)} jest baza Kery oraz dim Kerp = 1.
Apee Zatem ¢ nie jest. monomorfizmem. Ponadto
o p\r(g) = dimR* — dimKerp =4 — 1 = 3 = dimR?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Stad Imp = R3. Mozna to réwniez sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem.
2. ) elz,y,2,t) =2(1,1,1) +y(1, —1,1) + 2(1,1, —1) + (2,6, —4)
Tmy = lin{(1, 1,10, (L, —1,1), (1, 1, —1), (2,6, —4)}

1 1 1 11 1 Ao \/ /L\ Ok“”‘\;%
1 -1 1 0 0 T L S
S R m —3 = Imp = lin{(1, 1, 1), (0,-2,0),(0,0,—2)} || Yo

[N
2 6 -4 0 4 6 I g= R O\W\\““Q* w\m/‘
Uktad {(1,1,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep. OQW“ Jom \{ I\
Imp CR3 A dimImp = 3 = dimR3 = Imp = R3. \\d /L

Twierdzenie 7.2.9. Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skonczenie wymiaro-
wymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V.TV) bedzie injekcja, zas wektory vy, ..., v, € V tworza
uktad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(vy), ..., ¢(v,) € W réwniez tworzq uktad liniowo
niezalezny. —

Whiosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi 1
nad cialem K takimi, ze dim V' = dim W@Niech peL(V,IV) deZie za$ wektory

vy, ..., Uy €V tworza bazg przestrzeni V. Woéwczas wektory ¢(vy), ..., ¢o(v,) € W tworza baze
przestrzeni W. e

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami ‘C(f AVESAN| l L(’ Ql%muc}
+: L(V,W) x L(V,W) — L(V,W), - Kx L(V,W)— LV, W)

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(x) + g(z), (a- f)(z) = a- f(z),
jest przestrzenia liniowa nad ciatem K. > Suama  oduz. l/‘%‘(obg(/lﬂ \, k- odwe. b,
Yen  oCeR f-hmoc =2 ol —ber tmiove

Niech f € L(V, W) bedzie bijeckja. 6 Odwzorowaniem odwrotnym do f nazywamy odwzorowanie
liniowe g € L(W, V) takie, ze

YVoeV YweW fv)=w & g(w) =v. T~
Jesli takie odwzorowanie istnieje, to jest jedyne. Oznaczamy je symbolem f~!. \/ W
—_ =
6W szczegolnosci wynika stad, ze(dim V = dim . i

7



2402t odye .
\//\BL\) I/rm'ﬁok/‘\j(/"\ ot
\__ﬁ) odwe. a%l’owfm

Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V, W), to wowczas go f € LU, W).

ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~t € L(W, V) ,(- |‘2o_(hr\0/{|‘1nﬂﬂ :)%' 1_ 200 Off’l(m

Oznaczmy przez Autg (V) = {f € Lxk(V,V): f —bijekcja} zbior wszystkich automorfizmow
przestrzeni liniowej V. = V -

Whniosek 7.3.3. Zbior Auty (V) wraz z dzialaniem skladania odwzorowan jest grupa nieprze-
. ————————— —— ———————
mienng.

Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia 7.3.2 i). Sktadania od-
wzorowan jest taczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe idy . Ele-
mentem symetrycznym do f € Autg(V) jest f~!, bowiem na mocy twierdzenia 7.3.2 ii)
fteAutg(V). O

Grupa Auty (V) bywa tez oznaczana symbolem i nazywana petng lub ogdlng grupq
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyklad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R — R3, dane wzorem
(21, 29, 3) = (11 + To + T3, T2 + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego
dion\V = m. oliom W=
Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech

\ / = ,...,‘@ oraz By = (cl, .. J beda ustalonymi bazami przestrzeni V 1 W odpo-

Wlednlo Rozwazmy odwzorowanie hnlowe p:V—-=W. L V4
st alo n ¢ — eV fle)end
L. . J&orw\(, Lonrova
ba Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjq macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w bazach c c
By, By nazywamy macierz (A € Mz K), ktorej kolejne kolumny to wspohrzedne wektorow AT

@(b1),...,p(b,) w bazie By . Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

~

Przyklad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R* — R? /o(z,y,2) =
dy rozwazamy
(VAN

P
a) w R® i R? bazy kanoniczne 310 = (84 ee,‘z) }% LC "

[ex

H0100 ©(0,1,0) = (0,2), ¢(0,0,1) = (01) M, (B}, By) [= @@.
300

oQrN (|2 2y+z AN = ¢ g (xy1)= 2

0),

bazy B= (1,2, =(1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),c2 = (0, 1))
3 M?*’M o 3¢ e (2 vplon)y)

o> f""o
@(b1) = »(1,2,0) = (3,4) = [, Bic, ‘2— Q1Cy +/3102 (04172061 + /1),
40'1\\'0\/\ e — E— = 041_—_3.51 = —2 90 bl ﬂ *

‘%f\’L 90<b2) = 90(17 17 1) (37 3) = [QZ) /BQ]Ca (37 3) = + 5202 (0427 2(12 + 52

WM“‘CGA 78

be + L My 3,0)= ¢




= Qi = 37/82 = _Sa gp(b2)
@(b3) = ¢(0,0,1) = (0,1) = [as, Bs]c, (0,1) = asey + Bacy = (a3, 203 + fs)
= a3 =0,05 =1, p(b3)

\ Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wyboru

baz.

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R” — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,«,(R) taka, ze

Z1

T2
V(xy,...,zn) €R" @(x1,...,2,) = A

(()(BQ 7y X“)
Wowczas A = M, (B, B). A X

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe V' oraz W nad R takie, ze dim V' = n oraz
dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V', zas, C baza przestrzeni W.

odwzorowanie liniowe

Vv ? - W

Vo w=g(V)

A= M, (B, BT

Rn P\~ME Mk > Rm

[V1,V2,...,Vn]s F—— [W1,W2,...,Wm]c 2
9 WY .
ZLIM iInefomn O W raz j: 2”\,&\/\-"" %

2owenng s’rOMM < Sboon T S0
Przyktad 7.4.5. Wyznacz_macierz odwzorowanla hnlowego [ Cz] = My(C), f(az + / -
—

2 + ) = .
/) =|aA + By, gdme@: . |, wzgledem baz standardowyciﬁianych przestrzeni

[]+C)oraz(M2(C)+C) - ’{'CZ*P]J\PG’Gj

Wezmy dowolny p € Cl[ ] t on pastaci p(z) = az + .
Rozwazamy baze B = rzestrzeni Cy[z] oraz baze C = (Ell,Elz,Egl,EQZ) przestrzeni

// \\ \\‘oo}

\L 79 / | ) L%" } 0o J S
i Gi12)= 2 / Jime 1, Qm) !

Ralx) -,




)40 A+1 I =1
@:1-1420-[2:14:
L= N . 2 +O

dime Cy[2] = 2, dime My (C) = 4, = M;(B,C) € My5(C), M;(B,C) =

he) 4t 0, flez )t A LL)

Twierdzenie 7.4.6. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Niech
By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, . ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i W. Niech
p € L(V,W) oraz A = M,(By, Bw). Oznaczmy

S e i e RS

L1 Y1
x=| P ov= |,
, n
gdzie v = [Ty, ..., 2By, W = [Y1, .- ., Ym]By . WOWCZAS

n@-/%c(«o\”\

Uwaga 7.4.7. Istnieje Lzajemnle jednoznaczna odpow1edmosc miedzy odwzorowaniami li-
niowymi a macierzami (przy ustalonvch bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w pelni
opisuje to odwzorowanie, mozna zatem badac¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 7.4.8. Rzad macierzy A przeksztatcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By. Ponadto rank(y) =

o m JM\LQ
Whiosek 7.4.9. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 7.4.6. Wowczas OI [0 \/ = U

i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m,

rem\ g =
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n. d \'\, (YY\u
lhrhq

mV = dy o
Przyklad 7.4.2 - ciag dalszy d N“i'ﬁ/ ('( ' di " j% Y

Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B}, Bi) oraz za pomoca M,(B,C).
Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem? h

300 3 30 ‘
— 3 1R2) — I —
Oznaczmy A = M, (B}, B;) = [ 09 1 ] A= M,(B,C) = 5 _3 1 ] (Y((p)

SHEGNIBRE ()
Sprawdzenie (1,2,3) = (3-1,2- 2 +\QS:
TR
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(n)
b 0,0/ ‘ \
(1,2,3 }1(1,2,0)+3(0,0,1):’bl~b1(+f;-b32[1,0,3]5 (2= (ON) A :I\/[ (B (,
o3 30|t B At k()
-2 21 |0]-

Stad »(1,2,3) = [3,1)¢ = 3¢y + ¢ = 3(1,2) + (0,1) = (3,7) .

Dodatkowo zau v, ze 7(A) = r(4") = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epi . ijk'
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 = 1, |wiec ¢ nie jest monomorfizmem.
S {Oj =0

dien R? = or (A)
Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By beda usta-
lonymi bazami. Ponadto niech a € K, f,g € L(V,W) oraz A = M¢(By,Bw), B = M,(By, Bw).

Twierdzenie 7.4.10. Przy powyzszych zatozeniach

[’\15 b (1‘9 At B =My By By) oraz ad=Muy(By,B). = o Mﬁ

-
Twierdzenie 7.4.11. Jesli dim V' = dim W, to woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

' v
(})J'\C\W\(/\ i) f jest izomorfizmem 7 A N\ ¥ on Kuadatowwroe

et =) L? Vo « MB

Mo W
Whniosek 7.4.12. Niech f € L(V,W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M;(By, Bw).
Wowcezas A~ = M1 (Bw, By). =

Twierdzenie 7.4.13. Niech U, V,W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V), g €
L(V, W) oraz A = Mf(BU,BV) B = My,(By, Bw). Wowczas _.F q

V)D\e\Y\OJ ( M M‘F‘ = B-A=M of(BU78W) M —_—D \/ NL\/
Przyklad 7. 4 14. Dane sa odwzorowania hnlowe \/
R = R? f(r,y,2) H (x —y+ 2,2y + 2), \V)\ u \l)

:R° = R? g(z,y,2) =1 = 3z, 2+ y), T
h R2—>]R2 h(z,y) = 2z +y,x — y). 9O£
Za pomoca rachunku ma(:le%mweg\({ wyznacz wzoér odwzorowania -
=2htoh o (f+ g))l oblicz ¢(1,2, 3). f(‘b) ‘F{j) %(Q) <
L_ v L

1 -1 1
fiR =R = M= My(Bj, Bf) € Myxs(R), Mf:{o 2 1] )

g: R - R? = M, = Mg(Bi’,Bz) € Myys(R), M, = [ Lo _0 ]

a 1N
)



2 -1 -2 \/
Myrg = Myig(Bi, B) € Maxs(R),  Mpg= My + My = LA }

— g 1 3 1
Czy h jest odwracalne? ole) b )
h:R? =R = My = M;(B, BY) € My(R), My = [ I 1 jl

pra—

- 11
My =TT (BB € My(R), My = (M,) ' = [ }
¢ :R¥ = R? = M, := M,(B},B}) € Myys3(R)

o[ 12 -1 -2 3 -5 —5
‘szzM,%leF%[l —2H1 —2“1 3 1]23{3 16 7]
(B =7 2
o] >
3z — 5y — 5z FM
it | = o) = Go- By - Y do+ Bu- 39 v f

91 32+ 16y — 7z
X

detM;, = —3 # 0 = h jest odwracalne ‘/Cu

!
- |:3 16 7 g — 9 56 :>(p(1a273)_( 9 9)

Uwaga 7.4.15. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoniczenie wymiarowa, zas BB oraz B jej
dwiema bazami. Wéwczas macierz przejscia lEB_, B jest reprezentacja macierzows odwzorowania
identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z bazg B’ w przestrzen V' z baza B.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B = (b},...,b,). Wowczas ) : h'd
id(by) = b, = anby + ...+ amb \/ 3) N \/3
= - - Sk@d Ps_p = Mid(B,,B). O \ \

7.5 Zmiana baz ke by - M Ll (3; \%)

Vi< Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi
5\{0;,/ nad cialem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy
) Bi,, B}, oraz odwzorowanie liniowe o :V — W. Niech P = Pg,_p , Q = Pg,,_p_oraz
v, Oy v—By w—Byy
7\ A= M, (By,Bw), A = M,(B,,, B},). Wowczas -— =
¢ W S¥gay L’b":“"j(“h (A’ = QAP
\00/9 Dowdd. Poniewaz X = PX'| Y = QY’', AX =Y, AX' =Y/ zatem QY =Y = AX =
APX' = Y' = (Q'AP)X'. O
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v, Bl’l.
.

idy | P) QAP idy

(V,B") » (W,B'w) 0

o 0 —

Przyklad 7.4.2 raz jeszcze

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz, wyzna-
czymy macierz ¢ : R® — R?*  o(z,y,2) = 32,2y + z) w bazach B = (by = (1,2,0),by =
), C = (c1=(1,2),co=(0,1)).

A= M,(B,C) =7 ___

W0 N e g

Uwaga 7.5.2. Zmiana bazy prowadzi do liniowej zmiany zmiennych lub podstawienia linio-
wego. Rownosé X = PX' oznacza, ze kazda ze zmiennych x4, . .., x, wyraza sie jako kombinacja
liniowa z, ..., ). Poniewaz det P # 0, mozemy wywnioskowac¢, ze X' = P71 X i wyrazi¢ kazda
ze zmiennych ), ..., 2/ jako kombinacje liniowa z1, ..., z,.

W powyzszym przykladzie zmiana baz w przestrzeniach R? i R? oznacza zmiane uktadow
wspotrzednych (a zatem zmiane zmiennych). Powoduje to zmiane przepisu odwzorowania ¢, ale
w zaden spos6b nie wplywa na to jaki wektor p(v) € R? jest przypisywany danemu wektorowi

v e R3.
x/
X=|y |, X'=|¥y].
z Z
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-1 10
Korzystamy z réwnoéci X’ = P71 X. Obliczamy P~! = 2 —1 0 | oraz
-2 11
’ l
x -1 10 x —x 4y = <
y | = 2 -1 0 Yy 20—y -.;\j’\
z -2 11 2z —2r+y+=z = 2

a ’ (l/ o / a o 1 O (1/ _ a,
PonadtOYZ{b},Y—{b/}ay—QY@{b}_{g 1]{1)’}_{2@’—1—6’]'

Korzystajac z macierzy A oraz A’ otrzymujemy

T a’b — (p (L’,y,z
% L

= (3z,2y + 2) oraz (d,b) =y, 2") = 32"+ 3y, —22" — 3y’ + 7).
s —_—
‘Mozemy sprawdzic, ze A) X)

[ W ., O g U U g

(' V) =2y, 2) = 32 + 3y, 22" — 3y +2') =

= <3(—x +y)+32z—vy),2(—r+y)—32z—y)+ (-2 +y+ z)) = (3z, —6x + 2y + 2).

Stad a =a = 3x oraz b=2d' + 0 =6x —6x + 2y + 2z =2y + z.
e

Im——
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Przyklad 7.5.3. Endomorfizmy przestrzeni R?

Ay
i -
(0.0) @i(er)=er X 0.0)

identycznosé [ 10 ]

01

@a(e1)=-e1

rozmqganlelodblcle[ 0 2 - E_ ) 1 }

Ay
odwf/ o lcﬂL

Qﬁ'\m
= g

00 pser)=er X

0 —1 . e 11
10 powinowactwo $cinajace (ang. shear) 01
—

Lyl e Cy)= O -/
La)= 05

85
Z/YY\ |

AN balj

obrot (rotacja) o kat § [




@7(er)=e2

@7(e2)=-e1t+ez

(0,0)

@s(er)=e1te2
> >
X @s(e2)=-e1 X

. . . . - - . . 1 -1
powinowactwo Scinajace 1 rotacja [ 1 1 } rotacja 1 powinowactwo $cinajace [ 1 0 }

Po(e1)=2e2 @1o0(e1)=e2 4l Yig” (

— 0,0
@o(e2)=-e1 (0,0) X (plo(ez)=-2€1 (0,0)
0 -1
rotacja 1 rozciaganie [ } rozciaganie i rotacja [
9 0 10 4 POV 2241
Ay
P12(V)
(p11(e2)=0 \Y (plz(e1)=e2
E(Pn(V) >
WAX» (0,0) X
"lpu(er)=e1 P12(€2)=0
. C 1 S . 0 0
rzutowanie (projekcja) { 0 @ projekcja i rotacja { 10 }

(iy-

U Czym jest powvnajadce, dowiesz sie tutaj.
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7.6 Uwaga na temat rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., x,
o wspolczynnikach z K.

a1 + a2T2 + ...+ apr, = b

= b . .
G171+ an@2 + .-+ Gondn 2w bie K ie{l,2,...,m},j€{1,2,...,n}
Am1T1 + GmaX2 + ..« + ATy = bm

Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest réwnowazny z rownaniem macierzowym AX =

B.
a1 Q12 ... Qip Z1 by
a1 Q22 ... Q2p T by / —
A= | o X=| B=|. /A\ >< = B
Aml Qm2 ... Amn Tp m i
macierz kolumna kolumna /\
wspolczynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych Vi \C horog
shorodty

Przy ustalonych bazach przestrzeni K", K™ macierz A jednoznacznie wyznacza odwzorowanie
liniowe p4 : K™ — K™. Rozwiazywanie uktadu jednorodnego AX = 0 polega na wyznaczeniu
jadra Keryp, odwzorowania (4. ——

Whiosek 7.6.1. Zbior rozwigzan jednorodnego uktadu roéwnan liniowych AX = 0 ma strukture
przestrzeni liniowej nad cialem K. Jej wymiar jest rowny n — r(A).

W szczegdlnosci wektor zerowy zawsze nalezy do zbioru rozwigzan uktadu jednorodnego.
Ponadto suma rozwigzan uktadu jednorodnego jest rozwigzaniem tegoz uktadu jednorodnego.

Twierdzenie 7.6.2. Niech (z7, z3, ..., z}) bedzie jednym z rozwiazan niesprzecznegcgniejednorodnego ,
uktadu réwnan liniowych AX = B. Woéwczas zbior wszystkich rozwiazan uktadu AX—

postac

{(ZL’T,iE;, s ,.’I):;) + <717727 s 7771) : (’717727 s 7771) dowolne I‘OZW.=AX — 0}

Przyklad 7.6.3. Rozwazmy raz jeszcze uktad rownan z przyktadu 4.4.2.

20 +4y+ 9z -5t +6u = 13

r+2y+4dz—4t+2u = 5)

S 3r+6y+T7z—11t+2u = 18

M =95 4+ 8y +192 — 15t + 1lu = 20
—3r—y+z+3t+2u = -3

Jak juz wiemy, r(A) = r(U) = 3 < n = 51 jest to ukltad nieoznaczony, posiadajacy nieskori-

7 -
czenie wiele rozwiazan zaleznych od 2 parametréow. Rozwiazania sa postaci
——
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g ool r PR VOUGRTIANY A=
B ’ ijwo\/’)\ X O

Rownowaznie

i

(w,y,z,t,u)zg—2y@i+§t@3 8) = (11,0,—3,0.3)

Dlay =01it =0 otrzymujemy (11,0, —3,0,3) jako jedno z rozwigzan rozwazanego uktadu.
(Y J J 3! g

Zbiér rozwigzan korespondujacego ukltadu jednorodnego jest przestrzenia liniowa wymiaru 2

za$ uktad wektorow {(—2,1,0,0,0), (0,0, g, 1, —8} jest baza tej przestrzeni.

-~ —_——

(—2,1,0,0,0)y+(0,0,1,1,-8)t.
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