Elzbieta Adamus Algebra

Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ccoooveeeeiieeee
TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego ; \/ —_— \/
8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu /ﬂ( = [‘/l \‘P
Niech K = R. KN ﬂDEﬁTOlJA'

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) = L(V, V).
Endomorfizmy przestrzeni V' nazywamy réwniez operatorami liniowymi.

Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+,R,-) wraz z dzialaniami dodawania

odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowa wymiaru
2 —
n-.

ii) Zbior End(V) = (End(V'),+,0) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzorowan
ma strukture pierscienia nieprzemiennego.

iii) Ve R Vf,ge€ End(V) a-(fog)=(a-flog=fo(a-g) = 2 qo0cho s ¢

u vl
Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
Z  endomorfizmu ¢ € End(V) lub krotko p-niezmienniczq, jezeli

™ o(U)C U, tzn. YueUgp(u)eU.

Przyktad 8.1.3. 1) Niech V =R3 U = {(0,0,t) e R®: t € R}, o(,9,2) = (—y, z, 2) if \/

Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7§ wokot osi Oz. Y
Zatem dla (0,0,t) € U mamy @(0,0,¢) = (0,0,t) € U i U jest ¢-niezmiennicza. ‘

—_—

2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, U = Keryp
—

Niech u € U, wowczas ¢(u) = 0y. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest_p-niezmiennicza.

— AP
Znaczemie podprzestrzeni niezmienniczych

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V. — V i dla dowolnej podprzestrzeni U C V|, mamy
o(U) C V. Gdy U jest p-niezmiennicza mamy ¢(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U, czyli

_————
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Jesli istnieje wtasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej bazie
macierz A operatora  ma prostsza postac. Bierzemy dowolna baze (¢, ca, ..., i) przestrzeni
U i uzupeliamy ja do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dlai = 1,2,...,k wynika, ze

A= f :|, gdzie Al € Mk<K),A2 € Mn_k(k),B € ka(n_k)(K),O € M(n—k)xk' Ponadto
2
(0}

A;q to matierz |y : U — U.

Niech K =R lub K = C. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz ¢ € End(V).
Y S o)

BY6E NV VALUES
Definicja 8.1.4. | i) Liczbe A € R nazywamy wartoscia wtasng endomorfizmu ¢, jezeli ist-
nieje niezerowy wektor v € V taki, Ze Kazdy taki wektor nazywamy wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej A. EV6E NV ECTORS

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci whasnych i od-
powiadajacych im wektoréow wlasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla endomorfi-
s A

zmu . )
o 2or licy
iii) Zbior wszystkich wartosci ch operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem Spec(p)
i nazywamy widmem badz spektrum tego operatora. e

Uwaga 8.1.5. Kazdy wektor wlasny odpowiada doktadnie jednej wartosci wtasnej.

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End ) istnieja A\, Ao € R oraz v € V, 0
v # Oy takie, ze p(v) =(Mv = M\v.| Wowczas OV = 90 :€\)\qu — Xot\= (A — X)v. = U Y/
Poniewaz v 7é 0y, zatem XT= Ay = 0, czyli \; =

]R_’IKL (\Y%OV/ 7%‘%0

Przyktad 8.1.6. L1&7160h ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o§ Ox. Rozwaz zagad-
nienie wtasne dla operatora ¢. Zauwazmy, Ze gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v,

ti. p(v) € lin(v). Zatem mozliwe sa dwie sytuacje: =
DW =1, p(v) =v, gdy v || Oz, czyli v = (v,,0) =7 JN &?("),B c NN
J

2) Do =0, ¢(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,) L
fen saoe

Ay = Ay Kieaun
EV (VXsVY) V:(VX,O) cou _:L(,
suiossr T oy
U:(O,Uy) A
_ D ew=0.0)

OW)=(v<0) * W\//@o\
& "

o()=(0) x W

= A. =\



&u\?\

A Uy N

Przyklad 8.1.7. Niech g € End(R?) to powinowactwo osiowe dane wzorem
g(x,y) = (z + ky,y), gdzie k € R to ustalona stala.

g(zy)=(z+ky,y)

powrnowactwo osiowe

W wyniku dziatania przeksztalcenia g zielony wektor zmienia kierunek, zas ztoty wektor nie
zmienia kierunku. Zotty wektor jest zatem wektorem wlasnym g € End(R?). Poniewaz dtugosé
z6ttego wektora nie ulega zmianie, odpowiada on wartosct wlasnej A = 1.

Przyktad 8.1.8. 1) Niech ¢ bedzie endomorfizmem plaszczyzny danym Wzorem
- )

Dowolny wektor jest wektorem wlasnym ¢ odpowiadajgcym wartosci wlasnej A =

AT k(’ﬁr) €
v

2) Niech ¢ bedzie rotacja na plaszczyznie (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek ze

gara) o kat 7. Zatem, ¢(x,y) = (—y,x).\Nie istnieja niezerowe wektory, ktére w wyniku rotacji <
zachowuja swoj kierunek. Brak zatem wektorow wlasnych dla . Ty Ay ) Q SLyx) L 7\?

3) Niech V :woraz.go =4 tzn: dla. dowolnego .f eV mamylgo(f) lj % = f’. LoV =0
Przekonamy si¢, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wlasng operatora --. Istotnie, XY= O

niech A € R bedzie ne. Zdefiniujmy
Fqp)- 2

9 R =R, g\(z) =|a- e[ gdzie a &R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R,R).
Ponadto (gy)(z) = a - (e**) = Ma - ) = \gx(z). Zatem g, jestfwektorem wlasnym
odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Stad \Spec(¢) = R.

powiadajacym wartosci wlasnej A. Stad |Spec(y) Voe R %ﬁ (\17\-16
Wektory wlasne znajduja zastosowania na przyklad w systemach rozpoznawania twarzy. Wiecej
informacji mozna znalez¢ tutaj lub tutaj.

Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V', Zze ma-
\ cierz endomorfizmu ¢ € End(V) w tejze bazie bedzie diagonalna.

Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektorow wlasnych .
* Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywac¢ dzialania mnozenia i potegowania, co odpowiada
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skladaniu i iterowaniu endomorfizméow. ({+ 2 ) (<) ]t/x:) + 2,7 /)c) \'S
9) </~

Niech V' = (V,+,R,-) bedzie przestrzenia liniows oraz niech ¢ € End(V),
osci wlasnej A,

Oznaczmy prze@bi()r wszystkich wektoréw wtasnych odpowiadajacych wartos
uzupelniony o wektor zerowy. Zatem £ /g NS PA (t

‘ lnd —

d.
Y ()= =0 — PLus I8
Twierdzenie 8.1.9. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniov_vi przestrzeni V. ~NUY Jg _

L() (W)~ - MW)’O 22,
Zbiér E) jest podprzestrzenia ¢-niezmiennicza. UJ

\%Qf€£’) \?(/D—)QE
@ L&O@gdzww @ — A-idy. A V
——

/(\ = U Definicja 8.1.10. Przestrzen wektorowa E\ nazywamy podprzestrzenig wtasng endomorfizmu

v, odpowiadajaca wartosci wlasnej . — €,

Uwaga 8.1.11. Na mocy uwagi 8.1.5 otrzymujemyl A # Ao &é E\, N E,, = {0y}. Zatem >y
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V), mozemy badacjego restrykcje ¢[p, € End(E),) na ‘\

podprzestrzenie niezmiennicze F),, gdzie \; € Spec(yp).

Twierdzenie 8.1.12. Niech V = (V,+,R,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie prze-
strzeni V. Wéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A € Spec(p) kn. {,,-\ watkosSua  Luer g

TTe—
5 pii) Ker(p — A -idy) # {0y} I #0, Li¢ ar€ Vﬁ/((e - ’7\'\,’0()
\yq\\(}\l iii) det(A—XI)=0 A= ML?

O
\‘A Wnlosek 8.1.13. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie_baza przestrzeni V oraz
\~°\ = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, (v = [x1,22,...,T,)5 jest wektorem wlasnym

f\“ endomorﬁzmu v, odpowiadajacym wartosci wtasne] A wtedy 1 tylko wtedy, gdy

r

(\‘L\U\ — . )
\(‘\ r7#0v Q/ Meoad 00 490G
(A= X)X =0, gdzie X J
sl o i
) SV st g
0 ~ 0(01-40\/\0\
Tvv1erdzen1e 8.1.14. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru bazy bsu o
przestrzeni V. r
Nant

/ 1 Definicja 8.1.15. Wielomianem ch, terystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy tone

(7\/ - wielomian x, € K|[t| postaci X@(t@det(/l — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzowa L‘/P\‘Umc
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrMnanielxw( ) = 0 nazywamy rdwnaniem
thmﬁtclyitgc&zym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x,, nazywamy pierwiastkamsi

charakterystycznymi odwzorowania . hw NWVELOPAN XM +

N A - 1:/\ 7 92 oler (A'”)’ (e )lt)-¢
‘ - 49
e , i ) o /o
ACK D) A-+[8%)-(4%)-(5%2) = L@ w]




\? AV \/ \/:—(\/"MR[') \ 4(;onoum/«(’(

®
\ )
Uwaga 8.1.16. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu x,, nalezace do ciata R to war-

tosci wlasne endomorfizmu . - - — A\ _ Q“A >
ii) Na mocy twierdzenia 8.1.14 wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V. Q=?
_ | ) ‘
iii) Jesli dim V=, to wowczas deg x, = n. A - M(f {B‘ &) ) A= u’]% %\ B))
—_— I
i A ¥ on ) = Dl
Niech A € M, (R). m \J\ A'=7 'A P
Definicja 8.1.17. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian

xa € R[t] postaci xa(t) =|det(A — tI). Rownanie x4(f) = 0 nazywamy réwnaniem

charakterystycznym macierzy

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu x 4 nalezacy do ciala K nazywamy wartoscig wtasng ma-
cierzy A. Zbior wszystkich wartosci whasnych macierzy A oznaczamy symbolem Spec(A)

i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy. (
Adeh (h-+1)
iii) Kazdy niezerowy wektor z = (x1, s, ..., x,) € R" spelniajacy rownanie 7
dh (A -47)=
T -

(_Q\‘\S\/’('\\r lAX:)\X,)gdzie X = xQ : rM(P AT — Jc_l)

., — otk (747 - & ?-'Lf)

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wlasnej A. M L? (A-L 1)? J

Uwaga 8.1.18. \Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R") sa identyczne z warto-
$ciami i wektorami wtasnymi macierzy A € M, (R), bedacej reprezentacja macierzowa odwzo-

Towania ¢ W bazie kanonicziej przestrzeni R”.
ook P)W/AQM{

Niech V bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarows. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(yp).

Definicja 8.1.19. i) Krotnos¢ k) liczby A jako QlerW1astka wielomianu charakterystycznego
X, Nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej \.

ii) Wym1ar‘d1m N lpodprzestrzenl wtasnej )\ nazywamy krotnosczq geometryczn@ wartosci
wlasnej \.

iii) Wartosci wtasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo skladajace sie
z n roznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem prostym.
— ———— ’_p__‘—\

Twierdzenie 8.1.20. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(yp) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Wéwczas

% i) 1 <dim E) < k), ’ J{m)mo:)c' q/&orm A nvgdy mit P'L‘(LNL(/W\

ii) dlmEA—dlmV—rankA ) S U OQE]) Uvotn oo ad
T 7, { . A
(p,(((,?-?\ wt) \mjm(%,lm)\ﬁ

. '
E% , wd«.%—o/j [raVIN odT A @ O\/ LO‘M W{ (/ Nfo%’tm7m/$/\),u)
QUImav Y nidmyco e (Yonid) = @ L= dhvm




Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(yp), to istnieje v € V, v # Oy taki, ze v € F), zatem 1 < dim E).
Rozumowanie uzasadniajace, ze dim E\ < k) mozna znalez¢ w [4].

ii) Poniewaz E) = Ker(¢ — A - idy), zatem

dimFy =dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V' —rank(A — XI). O

Przyklad 8.1.21. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu

—_—

» %

k{'; IR, — l{ @EEnd(RSL (10(3771% ) (x+2ya2yv 233—2y __Z)
Okresl.ich krotnogci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory Wlasne podprzestrzenie
wtasne i wymiary tychze podprzestrzeni. B

A=M, (BB =] 0

1 J:/\ bm’mma Gtoom . o\
( \S‘\(> W_Q )?Q\%‘ G

c Ny = -

A
cmeocin | gy, v

widmo proste

EA3: ,1:? - - B— R Wrotnosau ' M@— AX:?\SX
T 0

2 207 [« 0
@0@0 yl=10
0

<0G

-2 =2 z

30»\/‘\"9 2r+2y =0
Lo = Jy =0 #ixzyzOZzER
e ! —2r -2y =0

Wigont
METODA I: — ra ZA; -V eout
Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sa postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}.
E_1={(0,0,2): z € R} =1in{(0,0,1)} oraz dimFE_; =1 T
METODA II: "R jon2¥w Oy (e <0
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.20 ii), mozemy obliczy¢ To OLOI' ( A-

“,.. o 4 M¢ sAnMQg 7‘3 7)3(7
dlmE_lzdimR?’—wZZS =3-2=1. YO C e

1 Ley -_r
e %/[ETE)ADAE)H} chiee Jm (A7 O ay

Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia 8.1.20 i) mamy W
1 <dimFE)y, <ks=1, zatemw Ifdnorad,y

Analogicznie wyznaczamy E), oraz E),. Z gory wiemy, ze dim F), = dim F), =1 J‘&»{- s

)o"“”"ﬂ

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad ciatem
R. Niech A € M,(R), A € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie wektorem wtasnym
odpowiadajacym wartoéci wtasnej \. Wowcezas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.

N% i) \* € Spec(A¥) dla kazdego k € N,k > 2, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym

Q\A A" )
4 A acSedp)-secln)



ii) ¢- A € Spec(c- A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym

c- A 4
a2 AN ACx 2
iii) ];Q\_LE Spec(p(A)) dla kazdego Wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p()\) ’BR

1

) Jesli A jest meosobhwa oraz A # 0, to X € Spec(A 1) oraz v jest wektorem wiasnym
odpovvladajadcym I

V) Spec(A) Spec(A”)

v1) A jest odwracalna @‘? Spec(A ’ O: () < S? ccC (M) = 0[64,#;@

8.2 Diagonalizacja

olinn V= o0
Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace roznym
warto$ciom wtasnym sa liniowo niezalezne. I —

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech
QDEE’I”Ld(V) k/‘: L ‘f/\lmtﬂ ?Jflu\’m‘khﬂ \{fir\oh&/\‘ﬁwc

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {A1,..., A}, to wektory wlasne vy, ..., v,, gdzie v;
odpowiada \;, dla i € {1,2,...,n}, tworza baze przestrzeni V. UCagd on W Lhondo
v it

ii) Jesli wektory wlasne vy,...,v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
m’)ZnymWaUs‘é’foTfleﬁanf-SujcWo1"Za5 baze przestrzeni V oraz ¢(v;) = Nv;, dla i €
{1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

JS\: (k/\\"\ ‘\7{\)

@@%g/

00 ... 0 Ny —wehtor WU, @df' 21

beo g (wa) = 2,0,

/I

0, 0,.-,0)\})

0 P )\n &\ - ('L( .
/w(\y'h»‘t ‘Uf\) '_%
\ \gﬂmubmw B’ il
iii) (Twierdzenie spektralne) Jesli wielotian charakterystyczny y, rozktada si¢ na czynniki
’NSQ linfowe I Q . N =V, 4 05,4 _+0v,
WA = A)HE— M) (E=A)™, M\ RIETantUl Ninae -
(tzn. N\; # Aj, gdy @ # j oraz ky + ko + ... + k, = n) i ponadto/k; = dim FE) } dla B"’*""’Jam
i € {1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzem V- ztozona z wektorow wtasnych
endomorfizmu ¢. -

PRVEN LS O'(ej L rohnosd
0‘ Lo L( glom =
= kmoin. atLy
Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy istnieje

taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza diagonalna.

95



N

\ =5
Wnhiosek 8.2.4. Operator liniowy o € End(V) jest diagonalizowalny W gdy
istnieje baza przestrzeni V ztozona z wektorow wlasnych ¢. Doktadniej mowiac, ¢ € End(V),
gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny
ma n pierwiastkow w ciele R (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej wartosci wlasnej mozna

wybraé tyle liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych, ile wynosi krotnosé tej wartosci wlasnej
jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € Fnd(R?) oraz A = M, (B}, B;) = [ _(i) é ] € My(R).
-t 1
xat)=| | J,[=+1#0.

Wielomian charakterystyczny nie posiada_pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektorow wtasnych .

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.6. Mowimy, ze macierze A, B € M, (K) sq¢ podobne, jezeli istnieje macierz nie-
osobliwa C' € GL,(K) taka, ze A= C~'BC.

Twierdzenie 8.2.7 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa podobne,
to wowczas

i) r(4) =r(B),
detA = detB
r(A) = tr(B)
iv) Spec(A) = Spec(B)

i

o+

1ii

i)
i)
1)
)

Jezeli ¢ € End(V), to dla dowolnych baz B, B’ przestrzeni V' macierze M, (B, B), M,(B',B)
sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobienistwa jest macierza Ps_.p zmiany bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.2.8. Macierz A € M, (K) nazywamy diagonalizowalng, gdy jest podobna do ma-
cierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, ze macierz P~'AP jest
diagonalna. Méwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Wnhniosek 8.2.9. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
baza przestrzeni K™ ztozona z wektoréow wtasnych A.

7 uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie twierdze-
nia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Uwaga 8.2.10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa z bazg kanoniczna B. Niech ¢ € End(V)
bedzie diagonalizowalny oraz niech B’ bedzie baza przestrzeni V' ztozong z wektorow wlasnych
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¢. Oznaczmy A = M,(By, By), D = M,(B',B') oraz P = Pg, 5. Wowczas A = PDP~!.

AX=PDP-1X

przejcie od bazy
wektoréw wiasnych
do bazy kanonicznej

Przyktad 8.2.11. Czy A = [ 2 =3 ] € M(R) jest diagonalizowalna?

2—t -3

Przyktad 8.2.12. Czy ¢ € End(R?) taki, ze

przejcie od bazy
kanonicznej do bazy
wektoréw wiasnych

macierz diagonalna

Kazda wspotrzedna wektora
P-1X jest mnozona przez statg
(bedgca wartoscig wtasnag).
Zmiana kazdej wspotrzednej zalezy tylko od
niej samej, a nie od innych wspoétrzednych.

1 1

—————

<

O

7| D
= AR /’%A

A'=
I
D

1)

AR

A2

=(2—t)(1—t)+3—t2—3t+5_(t—-) + 0.

N e,

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem

Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.
e — TS

©(0,0,1) = (0,0, 2) jest diagonalizowalny?

2 (00,1

e(1,1,1) =

(=1,

_17

-1,

¢(0,1,1) =

Y/ = =L (M)

Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wlasne

A o=—1v =(1,1,1),

)\2—1%)\3—2 U%

Widmo jest proste] a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 i

Przyktad 8.2.13. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem

o(x,y,z) = (3x + 82,3x —y + 62, —2x — 52)

S,

L(»{ H—{ﬁ/v \2
A= M5B
PYANEY C
\k\\> /3—t ?\Ju(\i) 3_¢
TR (1=t 2
(i —2
el (1)1 42+ ) = e lopiacin
¢ Spec(p) ={M =-1}, k=3 Tosd )
x 0
° E)\le_lz{U:(LL',y7Z)Z <A+I) Y = 0 }
. = | z 0
Jov Wuw(ﬂ o R 49 871

dmFE_ 1 =3—-r(A+1)
T =N

An . 0 agMmc

i), op

(0,0,1).

)=3-—r 30 6 |=3-1=2#Kk

oMo Joe (WW ) R

erator

<

jest diagonalizowalny

jest diagonalizowalny.

dleg X y

0,1,1), 4 - ((744)
Vi ()
O‘/l:" 4

=5= drom 3

S\Dec{*/’,/l"l}

}(/\_“Vlvu‘)a/l

-1 Wroigs ¢ G Coom

A

.

Argno R 7‘ l/,fS



Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R?® zlozona z wektoréw
wtasnych ¢.

Przyklad 8.2.14. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprze-
strzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wtasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

QN Gndov dove DOLET f € End(My(R)), LJF(L):AJF\AT/
hy (IR — oliom 3 (R)= ¢
NB_E_1>0E_01E_ooE_oobM]R J‘)
S\ Tl o EeT g o 2T 0|02 T |0 1 aza Ms(R) — aa
1 0] [1 0] [ ]
f(E”):_o 0] "0 0
[0 1] [0 0]
fE) =10 0] "|1 0]
[0 0] [0 1]
f(E21):_1 0] [0 0]
[0 0] [0 0]
f(E”):_o 1] ]o1
0.0
111
A= My(B,B) = e
%(EM 0/0
Xf(t) = det(A —tI)
S J‘N.La‘o\m

H2—1)=(2-t)*t*—2t) =
Spec(f) ={M =0, —_2}

{«Oua\
E\, = Ey = Ker(f :{BEMQ(R):B+BT:O} ‘
N1echB[C d , gdzie a,b,c,d € R.
20 =0 —> 0(1 -
fraes—oe 28]+ [2 ][0 0] = {oie T d- 0
2d =0 C~~(
Zatem B 0 b cbeRy =1
atem ool =lin Simn &
O\/I

@ E), = By = Ker(f — 2-idu,z)) = {B € My(R) :( B+ BT = 2B} i

:{3 Hz[a,bvc,d]s, Ogs = [0,0,0,0]5 4 (P)=20
_ =0 a 0 0 00 . .
) : 0 0 00]7a] [0
(A—QI) c =0 & 0 ‘1 -1 0 c = 0 = b=c, |la,b,d e R
98
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Przyklad 8.2.15. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem ¢(z,y) = (4o + 2y,y — ).
Mozemy wyliczy¢ Spec(¢) = {\ = 2, Ay = 3}.

Widmo jest proste, zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Uklad C = (v; = (1, = = (2,—1)) jest bazg wektorow wlasnych.

1 2 2 0
Obliczamy P~! = _1 _? ] oraz
2 0 -1 -2 2 0 10 -1 =2 -2 —4
-1 _ _ —
e i R S e e |
1 2 -2 —4 4 2
-1 _ — —
e e I
) X2 3., D_[gg]@
(p(61)—[-2 . 3]C pierwsza wspotrzedna x2

druga wspoétrzedna x3
przeksztatcenie wspotrzednych

e1=(1,0)=-ci+c2=[- od bazy standardowej

do bazy wektoréw wtasnych —
¢(e2)=[-4,3]c
—— {Vi\k%}qui —t——» P PRI R T
— — o=l . T T T T T T T T T T
€2=(0,1)=-2c1+C=[-2,1]c 5‘7 C1 4 2 C1
Pt DP-
Ay : Ay
1 ' 1 przeksztalcenie wspotrzednych
N od bazy wektoréw wiasnych
-+ N +4 do bazy standardowej
4 » 4
e2)=(2,1
c01) 1 0e(e)=(2)
——t— —+—+— > —+—— —+—— >
4 e=(1,0 X __\\ X
il A=PDP* 1 o(er)=(4,-1)
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