Uwaga 8.2.16. W dlaszej czedci wykladu przekonamy sie, ze kazdej wartosci wtasnej o krotno-
$ci algebraicznej k zeczywistej macierzy symetrycznej odpowiada k liniowo niezaleznych wekto-
row wlasnych. A zatem rzeczywiste macierze symetryczne sa zawsze diagonalizowalne. Co wie-
cej, wsrod wszystkich mozliwych macierzy diagonalizujacych dana rzeczywista macierz syme-
tryczna, znajdziemy zawsze taka macierz diagonalizujaca P, dla ktorej P~ = PT.

8.3 Zastosowania diagonalizacji

M
Znajdowanie wartosci zlozenia endomorfizmmu /ﬁ[ - /\// (BM / '3 W ) /4 :M ~

-aV Whniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech

V ¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wtasne vy ..., v, odpo-
wiadajace wartosciom wlasnym Ay, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworza baze C = ( vy ..
przestrzeni V| to wowczas dla dowolnego r € N T

O.A."QF’fﬂv: 2 A0 0 .00

: — ‘ 0 A 0 ... 0

My (B.B) < PD'P [ gddie P=Poe. D=| | dagonglng
1)

- oz
0 0 ... A DT -
AT (at,
Dowad. Niech A = M,B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_c. Wowczas A" = M¢T(B,B) Yadle ¢/
£ oraz D" = (C,C). Ponadto D = P7'AP, skad A = PDP~!,oraz A" = (PDP7!) = @
A = (PD(P P)DP .. (PDP™!) = PD(P_IlP)D (PPT )DP~" = PD’“P O Dr\/ e
N\ \ / r— razy g MV\O Afe rom Z /'.
Venr (1(2.\7 )%v/» (q(?nc

Przyklad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okredl ich krotnosci /(L /
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtlasne, podprzestrzenie wtasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréow wtasnych,
macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P. Oblicz ¢'%(1,2, 3).

0 :R* =R  o(r,y,2)=(4r — 2y + 22,20+ 22,y + 2 — 1)
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zatem ¢ jest diagonalizowalny.

/9 Wyznaczymy baze ztozona z wektorow wlasnych. Rozwazmy A\, = 1.

0 3 -2 2] [« 0] —7——ou_
0 2 -1 2| |yl=]0
0 -1 10]|= 0
1 -1 0/0 1 -1 0]/0
— 13 —2 2/0 |22 1o0 120
] 2 —1 20 ™™ o 1 2]0
{f!ai’ "y S rzy=TzcR
By ={(~22,-22,2) : z € R} = lin{(—2, -2, 1)} €, < (-z,\zt/,) .
i L"*Or ~
Rozwazmy Ay = 2. od > ~
j [OW 2 -2 2 T 0 9/1‘\4
A-2)y |=|0| < 2 -2 2 y| =10
L" 2 0y -1 1 -1 z 0

—r+y—z2=0=z2=y—x,,y€R P
B, = —x): R} =1in{(1,0,-1),(0,1,1 L OF POy,
. {(eyy -2 x,ye_} ?{(@Lﬁ)} _ZP«J D¢ <2
aza wektoréw wiasnych € = (01 =(-2,-2,1),c0=(1,0,—1),¢c3 = (0,1, 1))

0 = - —2 10

0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgse=1-2 01
0@ - 1 -1 1
A

P AP - )

na dwa rézne sposoby.

METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a, b, C]@} ) ‘)QL 2
1 a a ee—— 1
Woéwezas | 2 | =P | b |,skad | b | = P! o

I_ 3 . /!
=X ¢ ¢ 1
fo\__[ 1 -1 1 Y (123 )
Obliczamy P~1 = | 3 —2 2 | oraz v =[2,5,6]¢ A NOA —
2 —1 2 § 3 A L 4‘/
%zaﬁ%/D 3

2 1 0 0 2 2
D101 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101
6 0o 0 2 6 6 . 9101 Wiloase
P (v) = [2,5-2100 62100, = 2¢; +5-210¢y +6-210cy = C DA o/ [f
- (4+ 52101 —F— .10 g Tp101) = — = ¢
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™" METODA II: Obliczamy . C
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— 3 3 1 -1 1 0 0 2 2 —1 2 3
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Elzbieta Adamus Algebra

Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..ooooeiieii
TEMAT: Formy kwadratowe Na chctenra 2 u
= nali; 9
[/\/lt N q CZJ .

9.1 Definicja formy kwadratowej ¢ “"(7%@)

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy macierzy
symetrycznej i antysymetrycznej D = B+ C, gdzie B = 5(D+D"), C = 3(D—D"), B = %T,

C=-C". I— :
/> NM"\”'\’ \/ R/

/\Wlb\o . . . . . *&?N 6/}/\1 hng
* Obserwacja: Niech D bedzie macierza kwadratows stopnia n. ‘
I
T2
Niech X = | . , wowezas X1 =[x, 9, ..., 7,] oraz XT DX jest macierza stopnia 1.

Tn N
Zauwazmy, ze X' DX = XTBX. C
Istotnie X”DX = X1 (B+C)X = XTBX+XTCX oraz XTCX = XTD’TDTX =1 (X"DX - X"D"X) =
L(XTDX — (XTDTX)T) = L (XTDX — XTDX) = O.

Niech K = R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K
taka, ze dimg V' = n < oo. Ustalmy baze B = (b1, bs, ..., b,) przestrzeni V. CA. 2 ANALIT2Y

Definicja 9.1.1. Niech A € M, (K) bedzie macierza symetryczna. Odwzorowanie v : V — K R IR

T e \

/ x
dane wzorem ~y(z) =/ XTAX, gdzie X = -2 dla dowolnego = € V,z = (x1,x2,...,2,)5,
x

n
nazywamy formg kwadratowg. Macierz symetryczng A nazywamy macierzq formy kwadratowej

~v w bazie B.

Na mocy powyzszej obserwacji zalozenie A = AT mozemy przyjaé bez straty dla ogolnosci.

Uwaga 9.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowezas y(x) = 3 7, aizi7;. NF )
’ = e
ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2. A/ Z; 2 3 ]
_—
iii) Ve e VVAE K ~(Az) = A2y (x) A=nA"

ﬂ\ﬂ fYV\"C4/\7 1 PN

<A e [A3)[7), XLy

z

—_—

—_ [%4' ><2J M%le]

s, 3 = X/‘l( rX/]"’Z Xz) + )CZ (Q)Q,‘ + S\C?)

-~ w2 Ukicy + drl = s/(w, xfz/



LP(/QX/’/%XZ): (%ZX#ZLQAKW}XZ #‘SXQXZZ

=% X% f
ayr ... Qip I a11T1 + ...+ a1y
Dowdd. i) [z ...x,) |+ . S = w) . = anr? +
Apl .. Qpp T Ap1T1 + oo+ ATy

19T1To + ...+ armmi

ii) Na mocy ) kazdy jednomian = jest stopnia 2.

iii) Niech = = (z1,...,2,), A € K. Wowczas na mocy i) mamy y(A\zx) = v(Az1,...,Az,) =
Z?J L @ij(Azy) (M) = )‘2 Z” 1 iy U

Uwaga 9.1.3. Kazdej macierzy kwadratowej A odpowiada forma kwadratowa  zdefiniowana
powyzej. I odwrotnie, kazdej formie kwadratowej v odpowiada macierz B zdefiniowana naste-
pujaco.

Niech f: V xV — K|
Odwzorowanie f jest dwulini

z,y) =3V +y) =) =)
e, tzn. liniowe ze wzgledu na kazda zmienna.

Ve,y,z € V.Va,f € K flax+Py, z) = af (x,2)+8f(y, 2) A f(z, ay+5z) = af (z,y)+Bf(z, 2)

Odzworowanie f nazywamy formg dwuliniowq biegunowa wzgledem ~ lub stow
Forma dwuliniowa f jest symetryczna, tzn. Va,y € V f(z,y) = f(y,x).
Jesliz,y e V, o = (x1, 22, ..., 20)5, ¥y = (41, Y2, - - - » Yn )8, 1O WOWCZAS

f(x,y) = f(x1by + 2abo + . N+ by, y1by 2o + ...+ Ynby)

= 21 f (b1, y1bi+yabo+. . . +ynby)+ao f(ba, Y101+

= Z $iyjf(b b

4,j=1

. +ynbn>+ - _HL'nf(bna y1b1+y2b2+- . +ynbn)

BY, gdzie\ B = [bij]; bij = f(bi, bj)'

Zauwazmy, ze f(x,x) =73 (y(2x) — 2v(x)) = v(x), zatem\y(z) = X" BX oraz A = B.
Podsumowujac, jesli w przestrzeni V' ustalimy baze, to istnigje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é
pomiedzy lerzami A € M,,(K) oraz formami kwadratowymi v na V.

Przyklad 9.1.4. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe. Z\
z- A- A 2 XA Kﬁ
i) v:R3 = R, y(x1, 29, ¥3) = 207 + 3x129 + 4a173 + 23 + 27
=2 x4x 9

2
I3
ii) Niech Q C R" bedzie obszarem, za$ f :  — R dowolng funkcja taka, ze f € C*(Q). Niech

Py € Q. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie Fy -
d%,of R" - R, d%;of(hl,.w’ gzlaxzaxj hih;
om
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R ‘\/ ~_/

Ll “J vt - {/\, 4 Mebe b\z.
1) 1)

&Jx jFub

jest forma kwadratowa. Jej macierz ma postac \

m=" 2L @ (?5)7 %(Po) %(Po) axaf—afrn(Po)
5 950 PPN [ - SOOI (1R A
Ht QL (%) oﬂ @Jf .. .
e dZ(P) GE(R) ... ZL(R)

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.

9.2 Okreslonosé formy kwadratowej Z,/%
(9\9 A Coon A
0T A

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0. g ot srlncp @
Definicja 9.2.1. Forme¢ kwadratowa v : R* — R, v(z) = XTAX nazywamy

i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) > 0, \( (Y‘) £ IR

ii) ujemnie okreslong, gdy Yo € R™\ {0} ~(z) <0, /

\ 2=
o~ _2

ujemnie potokreslong, gdy Vo € R"  ~(z) <0, K

)
)
iii) dodatnio potokresiong, gdy Vo € R™  ~(z) > 0,
i
iv)
)

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno ie_jak i ujemne.

Powyzsze pojecia nie zaleza od wyboru bazy przestrzeni V.
Terminologia ta przenosi sie na macierze.

Definicja 9.2.2. Rzeczywista macierz symetryczna A nazywamy dodatnio okreslong, gdy forma
kwadratowa v(z) = XT AX jest dodatnio okreslona, tzn. X # 0 = XTAX > 0.

W pozostatych przypadkach definiujemy analogicznie. B
K ( 0,0,0) =2
Przyklad 9.2.3. i) 7:R® = R, y(x1, 29, 73) = 227 + 2% + 23
jest dodatnio okreslona ~— o (%axa, X3) j(/o‘ﬂ(?))

X (\é/l\ )41\5(:))7@

i) v:R3 —= R, y(x1, 29, 73) = —2? — 423 — 22 jest ujemnie okreslona

i) v:R* = R, v(zy1, 79, 23) :_Mi_:{éjest nieokreslona, bowiem ~(1,0,1) =2 > 0, za$s
4(0,1,0) = —1 < 0.
e

iv) 7:R? = R, y(x1, 22, v3) = 222 + 22 jest dodatnio polokreslona. Vay € R v(0,22,0) =0

Badanie okres$lono$ci formy kwadratowej

Definicja 9.2.4. Niech A = [a;;] € M, (R).
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i) Minorem gtdwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy po-
wstalej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

i) Minorem wiodgcym gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy po-

wstlej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem Ay. #», /“.)ouc
& no- \?Ot\n/lb“l ML & A S—
Symbolem D;, ; oznaczamy minor gléowny stopnia k, powstaly przez skreslenie wierszy i Otnaiz
kolumn poza tymi o indeksach i <. <
Przyklad 9.2.5. A=
minory wiodace gtowne: A; = D
1 2 3
A3 = D123 = 5! 6 7= 07 A4 = D1234 =detA=0
: ) 1 4 6 8
minory gtowne: Dy = ‘ 5 3 ‘ =12, Doy = ‘ 6 -8 ‘ =0
Twierdzenie 9.2.6 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M,(R) bedzie macierza syme-
tryczna. IN-LOW. =
" Dy Dz 24 .
i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtéwne sa dodatnie,
tzn. Vk € {1,2,...,n} A > 0.
MmAaAr Lo
ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtéwne parzystego
stopnia sa dodatnie, a nieparzystego ujemne,
tzn. Yk € {1,2,...,n} (=1)*A, > 0.
{ PR 0 Cac @ a,ve »s,<0 oy
Bez dowodu. S 4__ o .
—2J) 1 /0
Przyklad 9.2.7. i) A= 1 —1/ 0 | jest ujemnie okreslona.
003 N
2

A1:—2<0, AZ:‘_l _}':1>0, A3:detA:—3<0

— + —_—

ii) B= %’_(1) jest polokreslona ujemnie, gdyz v(z1, z2) = —x3 < 0. ((ﬂl O) =

HA~0 AL = O y(01)<~<o
Uwaga 9.2.8. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia polokreslonosé A.

Twierdzenie 9.2.9. Niech v : R" — R, y(z) = XTAX, gdzie A = AT.
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i) Forma kwadratowa v jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie mi-
nory gtéwne macierzy A sa nieujemne,
tzn. V1<k<n VI<g<...<4<n D

> 0.

i1.

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory gtowne
macierzy A przyjmuja nastepujace znaki
Vi<k<n VI<i<..<ip<n (=1)*D; ; >0.

\
Przyktad 9.2.10. Forma kwadratowa v : R — R,

Y(w1, T2, v3) = 22 + 22 + 22123 jest dodatnio potokreslona.

1) \/\9%’ dor A

1)o .17 N>
A: 0 O)O ,A1:17A2:A3:0,
101y

Oczywiste bowiem 7(x1, 19, x3) = (z1 + 13)>

11 0 0
D2=07D3=1,D13='1 1'2071723:‘0 1‘20 >/O
>

Uwaga 9.2.11. i) Jesli Ay = Dio|< 0, to macierz jest nieokreslona.

o
ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci wla-
snych (liczac z krotnosciami).
Dowdd. i) Ay = Dis to minor stopnia 2. Jegli Dy = (—1)2D15 < 0, to na mocy kryterium
Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okre$lona. Na mocy twierdzenia
9.2.9 nie jest potokreslona dodatnio ani potokreslona ujemnie.
ii) Dowod mozna znalezé¢ w [4]. O
=

Twierdzenie 9.2.12 (Kryterium wartosci wlasnych). Niech v : R* — R, v(z) = XTAX, gdzie
A = AT oraz niech Spec(A) = {1, ..., A\ }. Wowcezas forma kwadratowa v jest

N “\/ i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X, >0,

ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy V¢ € {1,2,...n} \; <0,
N A

)
)
Q iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,
(w
)

L
Tn’fdw" iv) ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,

e AW iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 34,5 € {1,2,...n} X\; >0 A\ <O0.
t

wiscie v # Oy, wiec |[v] # 0. Obliczamy vAv = ~(v) = V7| Mlv = \|v]?. Zatem
vy(v) > 0 < A > 0, co dowodzi podpunktu~i). Analogicznie W pozostalych przypadkach.
]

\I(N\,’}\\f Av = Ay~ WL L ‘/:'Wm
106 Cvars Vo) LZ:J

b___ 7V
= v

Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v b(—gdzie<:>l:corem wlasnym_odpowiadajacym A. Oczy-

- \//] 2



1
Przyklad 9.2.13. A = 0 | jest dodatnio pétokreslona.
1

[ R
o O O

I—-t 0 1
xat)y=| 0 —t 0 |=—=t1—-t)P+t=t(1-(1—-t)?%) =t(2t—t*)=13(2-1)
1 0 1-—t —
SpeC(A):{)\lz)\QZO,A:;:Q} -
ei:o] oLt ona Lodxbn, e o
“;MO\/\/D

‘/I)Nc © %WM
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

10.1 Iloczyn skalarny i norma

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym lub iloczynem
wewnetrznym, jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w eV Va,f €R  s(au+ pv,w) = as(u,w) + Bs(v,w), QJ/\‘Ou e N
?“Lrusm z,fn'\\tr\f\q

i) Yu,0 €V s(u,v) = s(v,u), symmedy nad .
i) VYoeV s(vo) >0 A s(v,v) =0<v=0y. IR /b(“‘\\/> e/

Pare (V,s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowg. Bywa ona oznaczana symbolem

E. Zamiast s(u,v) bedziemy roéwniez pisa¢ u o v lub !(u, v) l v (u \\/) ( U /\/)

Uwaga 10.1.2. Jesli B jest baza przestrzeni V, oraz u,v € V, u = [11,%3,..., 2|5, v =
I
x
[Y1, 2, -, Ynls, to kazdy iloczyn skalarny jest postaci s(u,v) = XTAY, gdzie X = 2 ,
—_— :
Ty,
Y1
Y2 .
Y = | oraz A = [a;;] € M,(K), gdzie a;; = s(b;, b;).
Yn

Warunek i) rownowazny jest stwierdzeniu, ze s(u,v) jest wielomianem jednorodnym stopnia 2

postaci D' ai;T;y;.

Warunek ii) rownowazny jest stwierdzeniu, ze macierz A jest macierza symetryczna.

Zas warunek iii) w powyzszej definicji rownowazny jest stwierdzeniu, ze macierz A jest dodatnio okreslona,
co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodace gtowne macierzy A sg dodatnie,

lub réwnowaznie, gdy wszystkie warto$ci wlasne macierzy A sa dodatnie.

Przyklad 10.1.3. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.
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’l)
]R == ( U, M 1, Uy )
Vo (VA , V2~V’b>
1) Standardowym iloczynem skalarnym w&l nazywamy o : R" x R" — R taka, ze nev =
Vu=(21,...,2,),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3" iy =191 + ... + Ty
Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E".

= UAV AT MU, 4isvy

2) V=C([a,b,R), (,.):VxV =R, VfgeV (fg ff

Calka oznaczona ma wilasnos¢ liniowosci. Ponadto [ f?(z)dxz > 0, bowiem f?*(z) > 0 i
catka oznaczona zachowuje nier6wnos¢ staba.

)V =R,[z], {(,.):R,[z]xR,[z] >R,
Vp,g eV (p,q) => 1" p(z;)q(z;), gdzie vy < z1 < ... < x, liczby ustalone

2 -
Ol/\'(w " Rozwazmy Ry [z] z iloczynem skalarnym (p, q) = p(—1)q(—1)+p(0)q(0)+p(1)q(1). Wowczas
(p,p) = [p(=1)]* + [p(0))* + [p(1)]* > 0.
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Wielomian stopnia co najwyzszej
drugiego, posiadajacy trzy rézne pierwiastki jest wielomianem zerowym.

A= @? 5
DV = Myn(R), () : Myin(R) X Myn(R) — R, Ls@?}
VA, B € M,,«n(R) (A, B) =tr(ABT) _
AN VA = Arory
Na mocy twierdzenia 3.1.14, méwiacego o wlasnosciach $ladu macierzy, mozna wywniosko-
wacé, ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 10.1.4. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
> N S C

i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
d ewlimvou U

i) Vo e V. s(v,0y) =0,
2
i) Vu,v e V <s(u,v)> < s(u,u) - s(v,v) nierdwno$é Schwarza

_—

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 10.1.5. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki:
. = -
DVoeV [[ol|>0 A [jo]|=0< =0y, -2 < 2 177

& O dwT S R
i) Vvve V. VYaeR |av|| =laf |||,

iii) Vu,v € V. ||u+v|| < ||u]| +][v]]. tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v]| > 0 nazywamy normaq (lub dtugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy przestrze-
niqg UNOTMOWaAng.

R”
109 W:(A‘Q‘S>

(\fo(\Y‘/'7)>°AYT) 2 (\j]] rxz F3
AU = (v




“r\’/H"’V be Uy~

Twierdzenie 10.1.6. Jesli (V, s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s : V — R
dane wzorem

YoeV |[|lvlls =vs(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Whiosek 10.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.

Przyklad 10.1.8. Rozwazmy przestrzen E", tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dla z = (x1,29,...,7,) mamy ||z]| = \/2? + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa w
R™.

Przyklad 10.1.9. Uzasadnimy, ze odwzorowanie s : R?* x R?> — R dane wzorem s(z,y) =
1 — 2%y — 2Toy1 + Toys dla & = (22, 22),y = (y1,v2) € R? jest iloczynem skalarnym w
przestrzeni R?. Ponadfo obliczymy norme wektora v = (—1, 3).
METODA I : Sprawdzimy warunki z definicji iloczynu skalarnego.
M
Dla dowolnych = = (z2,73),y = (y1,%2), 2 = (21, 22) € R?, , f € R mamy
s(ax + fz.y) = 13(awy + Bz1)yr — 2(awt + B21)ye — 2(axs + Bz2)y1 + (s + Bza)ys =

= a<13x1y1 — 231Y2 — 222Y1 + 9622/2) + 5(132’11/1 —221Y2 — 22001 + Zzy2> = as(z,y) + Bs(z,y)

Zatem odwzorowanie s jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienna. Ponadto s(z,y) = s(y, )
oraz

—

amm— —_—

s(z,x) = M: 9:13% + (4:75% — 4z a9 + x%) = Qxf + (221 — x2)2 >0
’\-——\M_\_r

Stad s(z,2) =0 21 =0 A 201 — 29 =0z = (21, 22) = (0,0).

i TR Lo
METODA 1II : Skorzystamy z uwagi 10.1.2. Swena CARNY
s(z,y) = W — m%/ 2Y2 jest wielomianem jednorodnym stopnia 2 postaci

s(ei,e;) dla 4,4 = 1,2 ma posta¢ A =

szzl a;jz;y;. Rozwazmy baze Bi ="(e; = (1,0),e2 = (0,1)). Macierz A = lai;], gdzie a;; =
3 _9 5(1/\_/)1'.5(\/xh)
. Latwo zauwazyé¢, ze AT = A. Ponadto
=21
J

Ay =13 > 0 oraz Ay = detA = 9 > 0. Zatem A7jest symetryczna i dodatnio okreslona. Stad

wnioskujemy, ze s jest iloczynem skalarnym.

Obliczymy norme wektora v = (—1, 3). ot A T A> -1 — L/l -9 > )

[v]] = V/s(v,v) = \/13(=1)2 — 4 - (—1) - 3 + 32 \/3_4
/\ Xp=04 5= -/

xz=M 2 T
Jesli nie wyszczegdlniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy norme
pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

10.2 Uklady ortogonalne
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