Niech (V;(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V| ktérego dlugosé jest rowna 1
nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormowac, tj.
znalez¢ wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co v.

Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami. Na
mocy nlerownosm Schwarza dla dowolnych u,v € V' mamy

\(UU (u,v)
(u,v)| </ {u,u)y/(v,v) = ||u]] - []v]| = e <1 e 1< mrpy < 1
Jesh v # Oy,u # Oy, mozemy widzie¢ @ﬁ_mﬂ jako _cosinus jednoznacznie okreslonego kata
a € [0,7]. Definiujemy kat miedzy wektorami « i v jako «. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem
(u,v) (u,v)

[l - [Jol] [l - [Jol|

L

Istotnie ¢ := 7 jest wersorem, bowiem l|o|| = ’ AJvl| = HL llv]| = 1.
——————————

v
[Tl

cos £ (u,v) = £ (u,v) = arccos

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest nieokreslony.

Przyklad 10.2.1. Rozwazmy przestrzei euklidesowa (R[], (.,.)), gdzie (p,q) = p(0)q(0) +
p(1)q(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(x) = 2,v(z) =5 — x.

(u,v) =u(0)v(0) +u(l)v(l)=2-5+2-4=18
il = i) = o/ BT T RO = V£ = 213
Io]] = /{v,v) = V(O] + [v(D)]2 = V52 + 42 = Vi1

£ (u,v) = arccos ;5" = = arccos pll, V)f‘ < )

Definicja 10.2.2. i) Dwa wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn skalarny

JeSt rOWIly Z€ero. Plszemy wowczas u L v.
,‘

b)
ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli 2 ~

A A
Vi,je{l,2,....n} i#j = (vi,v;) =0 (R
of +0 90naANY) ¥ UrOr IV AN
ii) Uktad wektoréw nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym i
kazdy wektor jest unormowany, czyli . V{w\w\um a4 [

| e
v veye =4
VA \/J' ANV
Uwaga 10.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora. <y Y J,»,/
V(\r {Ov V7= O

Przyktad 10.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesows (C([—m, 7], R), (., .)), gdzie (f,g9) = ["_f(x
Sprawdzimy, czy wektory f(x) = sinx, g(x) = cosx sa ortogonalne/ortonormalne.

Vi,je{l,2,....n} (v;,vj)

(f,g) = ffﬂ sin x cos rdxr = %ffﬂ sin 2xdr = [—}1005233 "

(f, f)= ||f||2:f:rsin%r:dyc:f:r #dmz [%x—lsin%c] L=

™

Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne. - \\ ) \\ _ icf_\

3
I
=
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Twierdzenie 10.2.5 (Pitagorasa). Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

.
Vu,v €V ou Lo & |lu+ol|? = |[ul]® + [|v]]*
v (u,0)=0
Dowdd. ||u+ v|> = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = ||ul2+ o2 O
| Uy [l + lloll”
C\A \ Twierdzenie 10.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo nieza-
¢ lezny. B A
(Wlve \ \\Ol\\‘ O j

Whniosek 10.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny nie
zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 10.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonor-
malnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 10.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna

jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),es = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1). \{“)
Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej /)\*Md'{\'>w’ ’l; (A9 \0)
oy = Wl ~n. KO\\\Q
‘ 3
/\/\A \l\j)( \AL\':L/ ,;b KO \O\r\\

baza ortogonalna B} = (% = (1,0,0),7 = (0,1,0), k = (0 0,1))
Dla dowolnego wektora mamy vy = v o i Uy =00 Jyv,=wvo k. bore o(kof‘o"m

, %

7 MOTYWACJA: Praestrzei B3 < 7% stond - qudl
N
|

Z doktadnoscig do znaku skalary vy, vy, v, to dlugosm rzutéw ortogonalnych wektora v na osie

(/ 7\ x , Oy, Oz odpowiednio, zas wektory v, - 7, Uy ] v, - k; to rzuty ortogonalne wektora v na osie

Oz, Oy, Oz odpowiednio. , \ \ o ‘

1 = (MY U Ay oX = (M3 h)=(0,1))

oov‘ @" mﬁw\m\w\ £ 3 o
Twierdzenie 10.2.10. Niech B = (bl, ba, ..., bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni euklide-
sowej (V,(.,.)). Niechv € V, v = [o, aa, ..., an)|5. Wowczas

(\f’ Cbar Labga- Lk Vie{l,2,....,n} «a;=

b2
4\1\\1/\7 - 'CA<bA‘k47 V,ZL<‘OQ\ ,\) Feos e/v‘<6h B) H H
Ponadto \\\\‘ “ O ot A
)
ALY (u, by ) (w, b)) (u, ba) (w, by) (, by) (w, by)
/ _ » Ul s Ul 5 U2 5 U2 y Un y Un
N T E Bl T e

Whiosek 10.2.11. Jesli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej
(V,(.,.)) oraz V 3 v = [y, g, . .., ] g, tO WOWCZAS

Vie{1,2,....n} ;= (v,b;)

Wi = A

W A Wn Wi Na Wm Na
Vu,w €V (u,w) = (u, by){w, by) + (u, ba){w, bo) + ...+ (u, b,)(w, by,).

(\k"m*"m(\""‘x $ j\ 112
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Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 10.2.10 przyja¢ ||b;|| = 1. O

Whniosek 10.2.12. Niech B = (bl, ba, . .. ,bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))
oraz niech v,w € V, v = [ay, g, ..., ], w =[5, P, ..., Buls. WoOwczas baza B jest ortonor-

. ———
malna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = 161 + aafs ... + @, fn.

T E—

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (377, aibi, > i) Bibj) = D275, aiBj{bi, by) rowna sie D7 aif;
wtedy 1 tylko wtedy, gdy (b, b;) :{ 05 177

1 ;5 i1=7
Dopelnienie ortogonalne hdo orko49 ApiAL
Ao vvrktvdm vthivm L
Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem. 2. S
\ A ———————
Definicja 10.2.13. Zbi(’)r(Sl):: {veV:Veel (e = nazywamy dopetnieniem

ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy tj.
S = {z}, to zbior S* nazywamy dopelnieniem ortogonalnym wektora x € V. ye 0%
Twierdzenie 10.2.14. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa. “’i fj

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, to wowczas UL rowniez jest ><
[ e ——————————
podprzestrznia liniowa.

L

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbiér {u}* jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. ’U&)ﬁ(mﬂ o
Przykltad 10.2.15. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do u = '
1,0,1,0).
(1,010 (10,10} o [ %z i) —
Niech v = (z,y, z,t) € R*. Wowcezas u L v @@%—i—z—() Zatem = bat A

= (x,y, —x, t)orazﬁ%_ {(z,y,—=x,t) : z,y,t € R} =1lin{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}. Aim {MBL 3
Definicja 10.2.16. Niech"U bedzie podprzestrzenig liniows przestrzeni V. Jesli w € UL, to

mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U. Ve u N L

Uwaga 10.2.17. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas lr’j’\ = {b1,..., b}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V' Baa %

NelW™  n wlUeVie{l,2... k) wlb

——

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i € {1,2,...,n}

mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [a,...,0,|p mamy (w,u) =
—_— —

%,
ap(w,by) + ...+ ay(w,b,) =0. Zatem w L U. O R O
1 1 Labnbe b <“ "~\>>°€<“ Wi L

Przyktad 10.2.18. Rozwazmy K_ﬁ&'] z 1loczwrnym D, q fo dx pod- WA
S

przestrzen U = Ry [z] oraz w = 622 — 62 + 1. Czy (w L U? 3

wlUFRiz]=lin{l,z} \wllAwlzx
(w, T :f01(6x2—6x+1ia$:2x3—3x2+x|é:0\/

(w,x) = f01(6:c3 — 622 + x)dx = 32t — 22% + %aﬂé =0, Zatem w L U.
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Wtasnosci dopetnienia ortogonalnego

Twierdzenie 10.2.19. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, U, jej podprzestrze-
niami liniowymi. Wéwczas: Vv

1) U1CU2:>ULCU1J',

= (linU)*, @

) U
i) U C (UH)*.
)

i

iv) Jesli dim U < oo, to wowezas U = (U+)1. 7

10.3 Metody ortogonalizacji bin (‘7,,, b,my

Twierdzenie 10.3.1. Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {bl, . m} C Vr
bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Woéwczas istnieje uktad ortogonalny 1¢i,... ¥ C
V taki, ze lin{by,...b,} = lin{cy,...cn} —_—

Whniosek 10.3.2. i) Kazda skoniczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rézna od {0} ma
baze ortogonalng i ortonormalng. bo nk Ainniew)

ii) W przestrzeni euklidesowej skoniczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna uzu-
petié¢ do bazy\ortonormalne;j.
7 120¢ \’oo\o ~nal nowc‘

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta (\/\Uqum Oﬂj o gﬁD

ka’IMj U\A\N \\“ okl - moodc ‘016\

Whiosek 10.3.3. Jesli B = (bl, bay ..., bn> jest dowolna baza przestrzeni euklidesowej (V (., .)),

to wowczas ciag wektorow C = (cl, Co, ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza ortogonalng tej
przestrzeni.
n—1
<b2a Cl) <b37 Cl> <b$7 62> <bn7 C’L>
C1 = b1 Cy = b2— 1 C3 i — b3— C1— Co Cp i — bn— C;
[lel]? lleal>  lea| [les]]?

Przyklad 10.3.4. Rozwazmy przestrzen Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)g(—1) +
p(0)g(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z,z?).
<, 6%7

Niech bl 1 ybo = x,b3 = Zauwazmy, ze baza B nie Jest ortogonalna, bowiem by o bs =
1-(=1)?+1-0°+1-12=

"Jesli U jest przestrzenia nieskoriczenie wymiarowa, to rownosé na ogol nie zachodz1 Przyktadem moze byé
podprzestrzen U przestrzeni V = C([0, 1], R) z iloczynem skalarnym (f, g) fo f(@)g(z)dx, postaci U = {f €
V : f(0) = 0}. Mozna uzasadni¢, ze UL = {0} i w konsekwencji U # (U+)+ = V.
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qﬂ/\"/l 517 > L"s’xl %‘01*4(’\
B A

Niech C = (¢4, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna.

e ——— C{"’ .
I KROK: Niech]¢; :=b; = 1.
iec Q ° gm\ 00«\\%\)" Lo .C(A\Qb Cy= %(]Q, 1+ L€ A

II KROK: Poszukujemy ¢, = by + acy, o € R. Dobierzmy « tak, by C by

Obliczamy 0 = cy0c; = (by+ac oC; = byoci+a-(ciocy) = (=1-140-1+1-1)+a(1+1+41) = 3a. 5:
Skad o = 0. Zatem |co TQ = z.|(Moglis$my to zauwazy¢ wczesnie;j.) } RTX*
J.\o Q.)’Q =0
Cg= ‘0{ ¥ 1 kQ_ A < =9
III KROK: Poszukujemy 03 w postam c3 jbg + By + Baca, P, B2 € R. Dobierzmy (1, B2 tak,
by c30c; =0 oraz c3ocy = 0. - ﬁ\m.{c,\\ €,C3Yy = fin (‘on‘b'z\b‘55 b=
Mamy 0 = czoc; = Z53+5101+5202)001 =bzoc;+ 01001)-1—52(02001) =bzoc,+Bil|al]? = >
042»%?“ (1-140-1+1-1)48, -3, sk@d(ﬁl -2 el % o 5 —

Analogicznie 0 = c3 0o = (bg+ Bicr + Paca) oy = bz oy + Pi(c o 02) + ﬁg(cg o 02) =
by o ey + fallesf[* = (1- (=1) £0-04+1- 1)+ f5 - ((=1)* + 07+ 1%) = 26, skad S = 0. ™
Zatem ¢z = by — 2¢; =2 — 2. O=2'{,7_ "— 2
C = (01 =1,co=2,c3 =1°— —) jest baza ortogonalna.

C
/ \/\ —
el = VI+1T+1=+3, |lc]| =vVI+0+ —\/_||c3||_,/é 44146 {o%~%364*©'(1,

Baza ortonormalng jest uktad wektorow XZ Sz
P (0 a3 c _f cs V60,2 2\ _ V6.2 6 T3
¢'= (Cl Sl = e T A= T h G T e = 2 (P 3 = 3 ) CAE N
— ~— — NERYO M ¢, () L«_l,
L

Przyktad 10.3.5. Rozwazmy przestrzen Ry[z] z iloczynem skalarnym
(p,q) = p(—=1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)g(1) oraz dwie bazy tej przestrzeni B = (1,z,2?) oraz

C’z(c’1 i ’2*\?3:03 \/76(332 3) f2 ‘/?6>

Dany jest Wektor p = L6224 32z, ,Obhczymy jego norme. \/?ofro\umf
<ﬂ}||p||2 (=12 + [p(0)]2 + [p(1)]2 = (V6 — 3v2)2 + (V6 + 3v/2)? = 12 4 36 = 48. Zauwazmy,

ze p = [2v/2,6,2]¢ oraz p = [0,3v/2, V6. /—\—\ / -
Baza C' jest bazg ortonormalna, zatem |[p|]> = (2v/2)% 4 62 + 22 = 48. 2>
Baza B nie jest baza ortonormalna, dlatego tez ||p|[> # (3v/2)? + (v/6)? = 24. _tA2 )
ML L/__\\ v =LA 2%
‘ - 2ytx )J’L
Macierzowa metoda ortogonalizacji ler\/\% Vi) A A
A=vol L-vol »evelh
o Twierdzenie 10.3.6. Niech uqy,...,u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni W =
E™. Niech A € Mmm R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspolrzedne wektorow Vi1~
: € 3! § WSpOIrzedn
Ui, . .., Un W bazie kanonicznej przestrzeni R”. Wowczas stosujac > operace elementarne na wier- VAV/A\D

X m zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna doprowadzi¢ ja do postaci
[G|A], gdzie G € M,,(R) jest macierzg trojkatna gorng. Wektory wierszowe tak otrzymanej
macierzy A" € M,,»,(R) sa ortogonalne w E".

Przyktlad 10.3.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektorow b = (1, —2,0), by =

(5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3. \
LAAT| A) KL LGIA )

D AAT
7 _ U (\uadeto=s

A - A
@ D O%W

M\,’i
OQ)(K)(/\M‘R\"%




Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem

Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem b; o by =5 — 104+ 0 = —5 # 0.

1 5 5 _ R
-2 5 4A\ )
0 1 4 5 =5 -3
A-AT = | =5 51 49
L2005 -5 3 3 49 57
A5 5 1|5 51 49 = i
5 4 4| -3 49 57
5 -5 —3]-1 20 "5 5 _3l-1 2 0
[A-AT[A] = | =5 51 49| 5 5 1| 2 |0 46 46| 6 3 1 | 2=
- 3 49 57| 5 4 4| wrimo | 46 Zo| B 1 4
'\\va\ &%0 \ A_
&b\ CJL__ 1 A
0 0 \46 |2 4 3

5 5 5
Uktad orfogona ny\cl = (1, —2,0),\02 = (6,3,1),lcs = (—2,-%.3).
>
Jesli nie uzywalismyoperacji a-w;, to na przekatne] macierzy G otrzymujemy ||c1 )%, ||cal|?, ||cs| [

Zatem [|c1[| = V5, | exl| = VG, ||es]| = /2.

10.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.

Definicja 10.4.1. Operator liniowy 7 € End(V') dany wzorem

\/5% ﬂdjméuo\/VUGVﬂ(v):u, gdzie‘vLuJ_U, } % MCRB

- \ ¢ 1nA
nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U. Obraz ?IOMMJ
wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen U. Y("“L‘OW\M

aeL

\/ 7{\r£\/ mré\/\ w\/ -\ \1\0\0\

~ Rwmkowagni¢
w=T-W W —L [W q Lou ans
W ow ¢ ~a QA
we W

,\mu% 0(c0gonAlaY) fb’C\/ M A (M/

\/9

Twierdzenie 10.4.2 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowcezas dla
dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego wektora na
podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl,bQ,...,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = w(v) =
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o ann 0
aq,Qa, ..., o, gdzie \}/ E G{

(by,b1) (b, bs) ... (by,bg) a (v, 1)

(by, b)) (ba,bo) ... (by,by) ag | _ | {vb2) 0

(b, b1} (Oksbo) o (b, bk) | |y, (v, by)
i) Jesli B = (bl, bo, . .. ,bk.) jest baza ortogonalng podprzestrzeni U, wowczas

LG A CL O
ey @ Gl N =\ L

iii) Jesli B = bl, ba, ..., ) jest baza ortonormalng podprzestrzeni U, wowczas (
e G, W
)b 2)b bi.) by l\}\’ ’z "
n e\é, lo L (0,ba)by + ..+ <zi,:2,.%>L " ‘)
L L Ve 1 oC (
' b7 \\ \owl’ 4“\\0/\>}O \(\l_l\of\
N -4\}\ " <b1,bl> <b1,b2> <b1,bk> L\}\ A <\/—\A\\0/\>{'O -
e (b2, b1) (b, bo) (b2, by,) N i
Macierz 2 2020 AT TR wystepujacg w powyzszym twierdzeniu nazywamy
/@ <bk7 b1> <bk7 b2> cee <bka bk‘>
macierzg Grama uktadu wektorow (bl, by, ..., bk).

Wnhiosek 10.4.3. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowsa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.
Niech B = (bl, bo, ... ,bk) bedzie bazalortonormalng podprzestrzeni U, za§ A € M, «x(R) macie-
rza, ktorej kolumnami sg kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest reprezentacja macierzows

projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U. o 1
Mg, =AA
W

IRY + stand. \Lslkat .

Przyktad 10.4.4. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora v =

(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2, 1%—3, 0)}.
e \/ o2
21 12 Wik
Zauwazmy, ze B := (b, by) jest baza U, bowiem r = 2.
11 -30 il

\/ METODA T
wi=my(v) =2\ w:=v—u_L U&@lw L blk:: (2,1,1,2) A m =(1,1,-3,0) M
é\\‘ u € U, zatem istnieja «, § € R takie, ze u = aby + Sby. WoOwczas
w=(1,1,1,0) —a(2,1,1,2) — B(1,1,-3,0) = (1 = 2a— B, 1 —a — f,1 — a + 33, —2«)
v —
Otrzymujemy uktad dwoch rownan 1~
=(1-2a—-p,1—a—03,1—a+38,—2a)o (2,
=(1-2a—-3,1—a—p5,1—a+38,—2a)o (1,

1,1,2) =4 — 100, = 9
1,-3,00=-1-118. = QO
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J/ 2 17 _ 2 1p (4 2 2 4 1 1 =3 __ (39 17 37 4 /
u=lofls =[5 =4ils = 20— gybe = (5:5:5:5) - G 0 = (550 % 50 5) @

\/ METODA II \ P &

s \,,) Zauwazmy, ze baza B := (by, by) jest ortogonalna.
C Istotnie by 0 by = (2,1.1.2) o (1,1, —3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 10.2.10 mamy a b >:<\/L )

u,by u,b2) v,by v,b
U= [I<Ib1|\2>’ |<‘b ‘72} Ale (v, b;) = (u, b;), zatemu = |:‘<|b1||%, |<‘b2‘2|g\' 1czamy 4\4 k > v k)
L=(v,by) = (1,1,1,0) 0 (2,1,1,2) = 4, (v,by) =TT, 1,1,0) o (1,T,-3,0) = —1 oraz ||bs]|* = 10
||b2|? = 11. Stad u = [«, f]5. \

?

UWAGA: Gdyby baza B := (by,bs) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowac i w dalszych rachunkach wykorzystaé¢ znaleziong baze¢ ortogonalng

C .= (Cl, 02). \A
niC &y o\-r'~>
METODA III ( P 0 ko
Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech B’ = {b|,b,}, gdzie
B 1
-
}me o(é'of\mrma.lf\ﬂ\ ‘E
b= = 752 1,1,2),0 = g2 = 5(1,1,-3,0). Niech A = VI | Macierza
Vi1
0
f20 16 4 27 0 T
55 5 55 5 55
6 20 —19 1 1 17
o 55 110 110 5 1 55
projekeji jest AAT = . Stad AAT 1=
4 —19 101 1 37 \ !
5 110 110 5 55
0 \)N/v MW\
2 1 12 4 Ef
L 5 5 5 5 J L 5 _<§E )

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzenn E? i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢9, c3) bedzie szukana baza
————— 2

ortogonalng. dana . Swleana
KROK I: )
cp:=0b xouanit
o el
KROK II: g \\
<b27 01> ‘/ U\l
Cy = by — Wcl =by — Wlixl{cl}(bl)

b b
DL e Co +elloy “bu

= - »é/ emk oo na lo,\ CL 7\02\0/\
%“ L\or\\s (Kcm\é\ kat \\\0/\ \)( b
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KROK III:

b3, c b3, ¢ ,
< > 1> < > ||22> Cy = b3 - ﬂ—lin{(fl}(bf}) - 7‘—1111{(:2}<b3) = b3 - ﬂlin{q.t’g}(]&)

C3 = b3—

C
el les

— rulk b
ey

/

N e & st
A N Cora =~ bos

10.5 Macierze ortogonalne i izometrie liniowe Ob,/(o o O
1 2 3 1 1

Przyktad 10.5.1. | 6 5 4 0f=16
0 89 0 0

Wektor (1,0,0) ma dtugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé +/37.

Przeksztatcajac dowolne wektory w R™ za pomoca macierzy przej$cia mozemy zmieni¢ ich
dtugos¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktore pozostawia powyzsze wiel-
kosci niezmienione.

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A € M, (R), jesli ATA = I, , to wowczas ATA = AAT,
Istotnie, z rownosci AT A = I, wynika, ze detA # 0 oraz AT = A~!. Zatem I = AA~! = AAT.

Definicja 10.5.2. Niech n € N. Macierz A € M, (R) nazywamy macierzq ortogonalng, jesli
AT A = I, (lub réwnowaznie AAT = 1,,).

-1 2 2
Przyklad 10.5.3. Macierz A = % 2 —1 2 | jest ortogonalna.
2 2 -1

Twierdzenie 10.5.4. Zbioér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dzialaniem
mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy symbolem O(n).

Wnhniosek 10.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (jako wektory w
R™ wzgledem standardowego iloczynu skalarnego). Analogiczne stwierdzenie jest praw-
dziwe dla kolumn.

iii) Niech (V; (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonormalne tej
przestrzeni. Wowczas macierz przejécia Pg_p jest macierzg ortogonalna. I odwrotnie, do-
wolna macierz ortogonalna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi.

Dowdd. i) Wynika to z réwnosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)?.. O
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