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10.5 Macierze ortogonalne i izometrie liniowe Ob,/(O o
12371 1 B

Przyktad 10.5.1. | 6 5 4 0l=16]. A gaol
08 9]0 0 P i #//(//(U)//

Wektor (1,0,0) ma dtugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé +/37.
AL

Przeksztatcajac dowolne wektory w R™ za pomoca macierzy przej$cia mozemy zmieni¢ ich
dtugos¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktore pozostawia powyzsze wiel-
kosci niezmienione. a A'L . A“ =

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A € M, (R), jesli ATA = I, , to wowczas AT A = AAT.
Istotnie, z rownosci AT A = I, wynika, ze detA # 0 oraz AT = A~!. Zatem [ = AA™! = AAT.

Definicja 10.5.2. Niech n € N. Macierz A € M, (R) nazywamy macierzq ortogonalng, jesli
AT A = I, |(lub réwnowaznie AAT = 1,,).
( ) \Tkvad(ﬂmvn

T=pn-1 -1 2 2 : -
_ LAPWM‘/O.&B. Macierz A = 4 2 —1 2| jest ortogonalna. MJC (ﬁA ) M I - /j—
N2 ¥ 2 2 -1 MA)l

Zn ol Twierdzenie 10.5.4. Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dzialaniem

A—\' mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy symbolem O(n).
—_—

Whniosek 10.5. 5 Wyznaczmk macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

A,‘ O szcu(xi 0OS( - Oo Donad nA = hieosa TS

Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (jako wektory w
R™ wzgledem standardowego iloczynu skalarnego). Analogiczne stwierdzenie jest praw-
dziwe dla kolumn.

iii) Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonormalne tej
przestrzeni. Wowczas macierz przejécia ~PB;B/jest macierzg ortogonalng. I odwrotnie, do-
wolna macierz ortogonalna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi. _

1 Lﬂ‘ ¢
Dowdd. i) Wynika to z rownosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)?. O A= ‘/ 0'(

o(roq o4 T
Tab)e Lady = Lok
- awko&f O il




Oczywiscie nie kazda macierz kwadratowa o wyznaczniku réwnym 1 lub —1 jest ortogonalna.

1}%3:[3 0}.

3
1
5 2 01!

Latwo sprawdzi¢, ze detA = 1, za§ AAT # I. Podobnie detB = 1 i mimo tego, ze kolumny B

sa wektorami ortogonalnymi, to jednak BBT = [ 8 0 ] #1.

Przyktadami moga by¢ macierze A =

Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Rozpatrujemy norme zadana przez iloczyn

skalarny. “ /U ‘ W

Definicja 10.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy izometrig liniowq, jesli zachowuje
dlegtosé, tzn. spelni jest k .
on odlegtosé, tzn. spelniony jest warune N odn?. lu PrOJE

VuoeV flow @l =lu-tll.  \NGUnth (2om chi,

Definicja 10.5.7. Zalézmy, ze dim V' < oco. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy ortogo-
nalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogo-
nalna.

®

Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogo-
nalna, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalnej przestrzeni
V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejécia miedzy dwiema bazami
ortonormalnymi jest macierza ortogonalng oraz z faktu, ze macierze ortogonalne tworza grupe.
Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowanie liniowe, ktére przeprowadza
pewna (kazda) baze ortonormalng przestrzeni V' na baze ortonormalna.

Uwaga 10.5.8. Niech ¢ € End(V) bedzie izometria liniows. Wowczas ﬁ\\/? A ?

i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem. B B J*LM\J
i) Spee(p) € {~1,1} U((‘\S)”‘ Ov {\O‘M' @ Vo

QHMMMAC
Dowdd. 1) Jesli v € Kerg, to ¢(v) = Oy, zate = 0. Z definicji normy, ||v|| =0
wtedy i tylkow v = Oy. Ponadto dim V' = r(ip); wiec ¢ jest surjekcja. (r\f\ ~ (U,
ii) Dla dowolnego v € V mamy ||¢(v)|| = ||v||=1-|]v|]|=|x 1] -]|[v|]. O I
W= 3y

Twierdzenie 10.5.9. Niech (V,(.,.)) bedzie skoricznie wymiarowa® przestrzenia khdesowz%
oraz niech p € End(V). Nastepujace warunki sa rownowazne. 7 )
A

i) ¢jestw /\5 \\ Q)
ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yo € V ||p(v)|| = ||v]|. @

iii) ¢ zachowugje iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V (u,v) = (p(u), p(v)).

8Jesli V jest nieskoriczenie wymiarowa, wowczas kazdy operator ortogonalny jest izometrig liniows, jednak

nie kazda izometria liniowa musi byé¢ operatorem ortogonalnym. Przyktadem mozem byc przestrzen ls ciaggoéw

zbieznych z kwadratem, tj. takich rzeczywistych ciagow liczbowych (a,)nen dla ktérych Y207 a2 < oo, wy-

n=1"n

posazona w iloczyn skalarny ((a,), (by)) = Yoo anby,. Operator liniowy ¢(ai,as,as,...) = (0,a1,as,...) jest
izometrig liniowa, jednak nie jest ortogonalny, bowiem o * #id (patrzy kolejny rozdzial).
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iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym
——

Whiosek 10.5.10. Izometrie liniowe zachowujq kqgty, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u i v
wynosi «, to kat pomiedzy wektorami ¢(u) i ¢(v) réwniez wynosi a.

\ Uwaga 10.5.11. Jedli rozpatrujemy w R" niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna
nie musi byé¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanonicznej.

Przyklad 10.5.12. Rozwazmy przestrzeni euklidesowa R? ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany Wzorem[c_p(x, y) = (—y, ) Jjoraz dwie bazy przestrzeni R?,

baze kanoniczna B = (e1=(1,0),e2 = (0, 1)) oraz baze C = (c; = (1,1), ¢, = (0,1)). l\ ( “ - VZ—

Mozemy wypisaé reprezentacje macierzowe odwzorowania .

ﬂ(Bi,Bi):{o _é}oraZEZ_Mi(.C’C):[_l —1} CQ/D L‘F Lo

1 10 1 20em . (imowa
2 —1

Sprawdzenie warunku BBT = [ 11 ] é I nic nam nie moéwi o tym, czy ¢ jest prze-
ksztalceniem ortogonalnym, bowiem baza C nie jest baza ortonormalng rozwazanej przestrzeni
euklidesowej.

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Zatem
z rownosci\AAT = I\wynika, ze @ jest przeksztalceniem ortogonalnym przestrzeni euklidesowej
R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Jest to rotacja o kat prosty w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara (a zatem jasne jest, ze zachowuje odlegtosci).

Przyklad 10.5.13. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomorfizm
m
¢ : R? — R? dany wzorem ¢(z,y) = (—x + y,y) jest izometrig liniowa?

Baza standardowa jest baza ortonormalng, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Wy-
znaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

—L ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.

01

R Eh RRE LT

Otrzymujemy A = [

Zatem ¢ nie jest izometria liniowa.

Przykltad 10.5.14. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R?, g) z iloczynem skalarnym

1 1 1
g: R* x R* — R, 9(33,3/) =y — §$1y2 - 59322/1 + 517292, dla 2= (331,332),3/ = (y1,y2)
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(Vi9)

oraz odwzorowanie|p(zy, T2) = (—x1 + 2, T2)l Niech A = M, (B}, B}) = [ ? _(1) } Baza kano-

niczna B = (e; = (1,0), ez = (0,1)) nie jest ortonormm(el, e2) = —3 # 0. Zatem

7z warunku AAT = I nie mozna wnioskowaé, ze ¢ jest izometrig liniows.

cH 0 —2
Rozwazmy baze C = (01 =(1,0),c0 = (1>2>) oraz B = Mw(C,C) = [ 1 1 ]
— =TT

Baza C jest ortonormalna, bowiem

gler,e)=1—1= ||cl||2—g(cl,cl (/||02||2—g02,02)—1—1—1—1—2:(1/

Z warunku BBT = # I _mozna wnioskowaé, ze ¢ nie jest izometrig liniowg w
- —2 2 | ~— \ —_—
przestrzeni euklidesowej (R?, g).

Alternatywnie mozna zauwazy¢, ze ||cs|| = 1, zas [[p(co)|| = |[(=2,1)]| = /4 +1+1+ 3 # 1.

Zatem ¢ nie zachowuje normy.

Izometrie liniowe przestrzeni R ze standardowym iloczynem skalarnym ‘/
o ——— B
T

2
Jesli v = (vx,vy,&) jest wektorem w IRXX\, to symbolem v* oznaczamy odpowiadajacy mu

UZL'
wektor kolumnowy | v,

[n=1]

@j&]est linowe, zatem| p(z) = ax, a € R
© jest izometria, zatem]_l____J__j_@j___@i oraz{a = +1.
) = x oraz ¢ takie, ze po(x) = —x

Otrzymujemy dwie izometrie liniowe ¢; = idg, czyli p1(x) =

—h e e —
TR T
Orientacja ptaszczyzny q : IK - ]'L

Jedli obrot osi Ox dookota punktu O o kat 5 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osia Oy
odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara, to méwimy, ze uktad jest pra-
woskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara, to lewoskretny.
O ptlaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze zostata zorientowana.
Ay T

N N

»

Y.

<V

uktad prawoskretny uktad lewoskretny
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Ponizej rozwazamy ptaszczyzne zorientowana dodatnio. ( l-B 4 <. / > \

Podejscie algebraiczne 4l2om v A B*m d.
7 zalozenia ¢ : R? — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie standardowej

otrzymujemy uktad réwnan

ac + bd =[a,b] o e, d]tO
Punkty (a,b), (¢, d) leza na okregu jednostkowym, zatem istnieje taki kat «,

ze a = cosa oraz b = sina. Wowczas na mocy warunku ortogonalnosci ac + bd = 0 mamy,
————————————— B ——

ze ¢ = cos( +a) = —sina, d = sin(¥ +a) = cosa lub tez ¢ = cos (7 + ) = sina,

d= sm 7T Tar= —cosa. Podsumowu]@c\ A

3
>
/ﬂ

/ i
cosa sma b A — |:C(?SO& sinae || a b]. (D)(,z,é)
sin «v cosa sinae —cosa b —a
\' ’:'«3\./\ '<J
1) W pierwszym przypadku detA = a®+b? = 1. Nlech{v = (z,y) = (rcos 8, rsin 3). Obliczamy L
o(v).
v k( (%)
A[m} _ {cgsa —sma}
y sina cosa
Mamy do czynienia z rotacjg (obrotem) o kgt o wokol punktu
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli

kat « jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R, lub AY b -
R(«). B o . <

Macierza obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara Y

(obrotu o kat —a) bedzie “I
cosa  sina ] D@ a

cosa cos 3 — sinasin 3
sin v cos B 4 cos asin 3

[t

=¥

—sina  cos«

A7t =AT = [
——
Zauwazmy jeszcze, ze det(A —tI) = (a — t)* + b i Spec(A) = @.

Macierz A nie jest diagonalizowalna. Ponadto rotacja nie zmienia orientacji uktadu wspotrzed-
nych.

Uwaga 10.5.15. W naszych rozwazaniach przyjelismy prawoskretny uktad wspolrzednych i
obracalismy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). Gdybysmy zmienili uklad na
lewoskretny, ruch odbywalby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie uzywa obrotu
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osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje obrot osi o ten sam
kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.

potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w ukladzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspotrzedne.

Wspohrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspolrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).

Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat a nazywamy obrot bez zmiany poczatku uktadu oraz
bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

. _‘.‘;._.. ............. V1:(X1,y1) Vl:(xhyl)

Y <

\ £

~

©(v1) = (1 cosa — yp sina, q sin « + y; cos @)

Przyktad 10.5.16.
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QI )-Sin<
Sl (0) &
= [ } identyczno$é, tj. rotacja o kat miary 0
A
rotacja o kat miary
a—
rotacja o kat miary m

-_—

rotacja o kat miary %7‘(

i T
—4 ——
1 3 | b
Przyklad 10.5.17. Dana jest macierz A = |52~ 2 | € Ma(R). Hun . o mthas
2/ 2 bnvoun

Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, Ze macierz ta reprezentuje rotacje.
Zmnajdziemy kat obrotu.

OC‘X 3\NL = C?

o~
Poniewaz éosoz = 1 , zatem a ma miarg 3 27 lub 2 3. Ponadto sin 37r = \ég, za$ sin 4 3T = \/75
Zatem jest to obrd W ierunku zgodnym z ruCEem wskazowek zegara 0 k@t 2 lub (réwnowaznie)
obrot w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara o k@t i

f——_"‘

Przyklad 10.5.18. Wyznaczymy rownanie prostej [’ powstalej przez obrot prostej [ o réwna-

niu y = mx, m € R o kat T. 5 (¢ \ | ‘)
1 l 7“3) L (> Y
Obliczamy z’ f&cosﬁ —ysinf} = ‘/i(x —y),y = wsin§ +ycos§ = ﬁ(:r + y). Dodajac i
odejmujac réwnania stronami, obhczamy T = ‘f(x +v),y = 7( ' +y'). Wstawiajac do
rownania y = mx,|otrzymujemy —z’+vy' = m(x +v). Zatemﬁ m)y' = (14+m)z’. Robwnaniem
prostej obrocone) jest (m + 1)z + (m — 1)y = 0. r/ -
)V\ X\wa /z 1
—_— 7|
X ot J j \f/o (/AJJ
2) W drugim przypadku EetA = —1J Obliczamy /\O
[ sm4 a—1 b
Ty — (e 32422 322
ok~ (04 det(A —tI) b ot ' (a—t)(a+t)—b"=t"—a"—b"=t>—1.
Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest diagonalizowalna. W bazie wektoréow wiasnych

. Niech v = (z,y). Obliczamy wspoétrzedne

macierz operatora ¢ jest postaci D = [

(v) w bazie wektorow wlasnych.

Lk -

Mamy do czynienia z symetria_ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A = P71DP,
gdzie P to macierz przejscia do bazy wektorow wtasnych. Zmiana bazy oznacza zmiane uktadu
wspotrzednych z zachowaniem poczatku ukladu wspohrzednych (bo przeksztalcenie jest li-

|

niowe). Zatem A [ z ] jest symetria ortogonalng wzgledem pewnej prostej przechodzacej przez
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Te-d X

punkt (0,0). Jaka to prosta?

l.’ Aﬁ: (13

Podejscie algebraiczne q,

na prostej [, a drugi b, bedzie wersorem do niego prostopadlym. Zatem by = (cos 3, sin 3), by =

Przypusémy, ze [ jest prosta o réwnaniu y = tgf / x. Aby znalez¢ odbicie wektora v wzglédem
[ postuzymy sie inna Bazigrtonormalnq. Pierwszy wektor bazowy b; bedzie wersorem lezacym

—sin 3, cos 3). Istnieja skalary—?, co € R takie, ze v = ¢1b1 + coby. Obliczamy
( ) 1,C2 101 + Cab2

B cos f3 —sinf3 | | cicosfB—cesinff | | cosf —sinf 1
EC\d\ UT—C1[sinﬂ @{ cosﬁ}_[cisinﬁ—i—cjcosﬁ}_{sinﬂ cosﬁ} 02} %P
= _ L N

Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1by ;Eng. ~—

()T = cosf | —sinf | | cicosf4cesinfB | | cosf sin 3 1
P = gn B “2 cosfB | | eysinfS—cocosB | | sinfB —cosf o
Stad / -
x ° X
T cos 3 sin 3 cosff —sinpf = (3} L Ji )
p(v) =
sinf3 —cosf sinf8  cosf3 =
| cosp sin (8 cos S sinf cos 2[3 sin 203 T
~ | sinf8 —cosp —sinf8 cosf sin28 —cos2p
cos sin «v AN Ol A = /
Czyliia = 28 l macierz [ . } re- WONT( = & My (0"0“’" ¢
sina —cos«
prezentuje odbicie wzgledem prostej o réwnaniu S L
y = tg5 - . (o 54
/ s\na — o)L
-

Podejscie geometryczne

AY
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AY

"ol ue

1) Obracamy punkt o kat —f.

AY

L

sinf3  cosf3

/ [cosﬁ —sin 3

] o

cos3 sinf”
[ —sinf cosf @ A

2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0.

oy ,/\ ~ Ry

/ B —sinp
3) Obracamy punkt o kat f3. '7 @ B @{ cos

@ sinff cos

4) Ot . cos 3 —sinf 1 cosf sinf {/
rzymujemy sinf  cospf 0 —1 —sinf cosf

| cosp sin (8 cosfB sinf | | cos2f sin 23

_[sinﬁ —cosﬁ] [—sinﬁ cosﬁ}_[sirﬂﬂ —COSQB:|' ‘/

Wnhiosek 10.5.19. Izometria liniowa plaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokot punktu (0,0) o
pewien kat lub symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem pewnej prostej przechodzacej przez
poczatek uktadu wspotrzednych.

Przyktad 10.5.20. Macierza symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —z jest macierz

0 -1 . 0 -1 x| | -y =
{ 10 ] Otrzymujemy [ 1 0 ] [ Y ] = [ | L Coul Sk,

Swg -0o)L
B\ "V }6 - ’2/ = <

Przyklad 10.5.21. Wyznaczymy macierz izometrii liniowej ptaszczyzny bedacej symetria or-
togonalna wzgledem prostej y = 2.

Ay

xy

METODA I: Jesli tgB = 2, to wowczas sin § = \%, cos B = \/Lg Obliczamy

sin2f3 = 2sin fcos f = % oraz cos 2(3 :m~—_§m2 B = —33. Otrzymujemy
VAYa s ~—— N ~~
cos 2/ sin23 | —%
sin23 —cos28 | :

[S[SCSg N
[

127



METODA II: Niech F oznacza poszukiwang macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem prostej

y=0. W(’)WCZAa_sTF = R(B)FyR(—p). Poniewaz sin f = %, cosfB = \/Lg, zatem @
12 11:‘70 A o212 3 4 To

S | O 1l B e i e 5 A
V5 V5 VB VB V5 V5 V5 V5 5 5

Y=
Uwaga 10.5.22. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych ich macierzy
w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest nieruchomy,

a obrotowi/odbiciu podlegaja wektory.
N =
} € My(R). 70‘ A= Jf

—_—

Przyklad 10.5.23. Dana jest macierz A = [

Ttlbotiw
[SIJC SN

Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie. [0 .
Tnaidi . i
najdziemy o$ symetrii Qﬂhf o

Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego polozenia w wyniku obicia. Sa to punkty (z,y)
4

o L

spelniajace rownani

. ] y = . %
Otrzymujemy uklad réwnan { 43y — by j -
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii. / Q < (/
“
Uwaga 10.5.24. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjg, tzn. spetlnia warunek ¢ o ¢ = id. \
Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia ¢, to wowezas A2 = I lub inaczej A1 = A. Q = Q

10.6 Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznych 620,7 “/‘)}L

Twierdzenie 10.6.1. i) Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym rze-
czywiste] macierzy symetrycznej s wzajemnie ortogonalne. -

ii) Kazdej wartosci wtasnej o krotnosci algebraicznej k rzeczywistej macierzy symetrycznej
odpowiada k liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych. ! 5 fL

AV o
. . : o e Moy,
Whniosek 10.6.2 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywiste] macierzy symetryveznej). Dla kaz-
dej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz macierz
ortogonalna P € O(n) takie, ze T

A letar—prar-o./
OfFvgenaln < '

Mowimy wowczas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy ortogonalnych:

1) Znajdujemy wartosci wtasne i odpowiadajace im wektory wtasne.
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2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym o krotnosci
algebraicznej rownej 1.

3) Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej niz 1
dobieramy w taki sposob, by byly ortogonalne i nastepnie normalizujemy.

-1 A= f\_T
Przyklad 10.6.3. Macierz A = 2 2 | € M3(R) jest symetryczna, a zatem ortogo-

- -/
nalnie diagonalizowalna. Obliczamy x4(t) = det(A — ¢I) : = \ b{% .z/z 3

Spec(A) = {\ =0, s = 6}, przy czym k; = 1, k;QL: 2.

?\:O -1 x 0 0
A 2 yl=10]|<]C2 2 =10
) z 0 -3 0 0
~__ =
atem Fy = {(z,—2z,2),r € R}.__ AL

Wybieramy wektor wlasny v = (1, —2,1) i normalizujemy go @ = -
———

= C T
% G (A=XI) |y | =
—1 2 —1 AAINANAAN

Zatem Fg = {(2y — 2,y, 2),y, 2z € R}. X = %"@
Wybieramy wektory wlasne v = (2,1,0),w = (—1,0,1). W R3 rozpatrujemy standardowy ilo-
czyn skalarny. Oczywiscie ( u-—g =0 orazT—-w =0.

Zauwazmy, ze (v, w) = —2 # 0, zatem v i w nie sa do siebie ortogonalne. Zortogonalizujemy
uktad {v, w} metoda Grama-Schmidta.

-1 2 -1
2 -4 2

S
=
\_l\D
=
\(
—
-&
—‘\ R
= }

=x—-2y+z=0.

Niech ¢; := . Poszukujemzf/@ =w+ac, o€ R. Dobierzmy « tak, by ((ca, ;) = 0.
Obliczamy (co, ¢1) = (w + acy, 1) = (w,c1) + alcr, 1) = (=2 +0+0) + a4+ ).
Skad 5 — 2 =0, czyli o = 2 oraz c, w-l-gv’:( é,g,l) WEX A Cholnp

5
———— e
—EE—

Mamy (c1,c2) = 0. Normujemy wektory ¢; = ﬁ—h = (\%,%,0), Co

e

\\Il a (itve
Rozwazamy baze (u, ¢, ¢;). Macierz diagonalizujaca ma posta¢ P =

O(/\ro?onﬂlm

0
D6 o fonal,«o\ 00 6 g bo
2
Mozna sprawdzié, ze PPT = I, zate PGO ora :'AP— 0 6 0 .:b ol unmn Geh
0 06
O‘)(oalb/'a\n/\:P (YY\U\CHVL ’\/e .>(/ro od Cﬁlnc ba], o
\6 (¢ c! o o(‘bor\onma/
LJ\ > MON&I baljolfohovqw (M‘C 17

Uwaga 10.6.4. Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze by¢ Wldz)lana jako 40 nal ng
rotacja 0si uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby byty one réwnolegte do wektorow wtasnych. 0
Zobacz tutaj. /j
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B N A=PDE
ul | —A>
\ P
= : ! baza C=(u,v)
"En baza B%=(e1,e>)
A
iy
P-l
e1 D
—_—
>ez >
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A
)\?V
-
“‘)\1U Y=AX
P=p
B%-C
Y'=DX’
X'=PX
A X=P1X’
A2€2
—p




