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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Metody dowodzenia twierdzen. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja

Parq uporzqdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a}, {a,b}} podzbioréow zbioru {a,b}. Dwie
pary (a, b), (¢, d) saréwne wtedy i tylko wtedy, gdy @ = ¢ A b = d. lloczynem kartezjariskim
zbiorow A i B nazywamy zbior

Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}.
Przykiad 1.1.1. Wyznacz A x B, B x A, B
i) A=1{3,4,5}, B={5,7}

Ax B=1{(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5),(5,7) } /
BxA={(53).(5.4) (55 (7.3 (7.4.(7.5)) AxB£BxA -
b)‘ 6 B2:{(5’5)7(577)7(775)’(77)} —_

ii) przedzialty A= (0,1) CR, B=(1,2) CR

AxB={(z,y):0<z<1Al<y<2) i
BxA={(z,y):1<z<2AN0<y<l1}

i) A=B=R
AxB=BxA=A?= B2
Oznaczamy R? = R x R = {(z,y) : z,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Z zbior liczb catkowitych
Q zbioér liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

/\ ¥V kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegoltowy (maly) istnieje
= istnieje doktadnie jeden



Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech aq,as,...,an, @mit,-..,a, to dowolny ciag liczb.

Sume @’j—woznaczamy symbolem( > a. !Symbol ¢ to wskaznik sumowania

lub indeks sumowania, m to dolna granica sum ra;zas n to gbrna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
a1t as+...+a,= (a1 +as+ ...+ an)+ (@mi1 + Gpmio + ...+ ay) oraz
clay +as+ ...+ a,) = cay + cas + ... + ca,, czyli

n m n n n
g a; = E a; + E a;, c g a; = E ca;,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m-+1

Przyklad 1.1.2. >0 | i=1+2+3+4+5+6=21
9 i __ 5 6 7 8 9
2ismz =Tyttt

So(8) =145 +i+. .+

)" = 1-(3)""

= -

D=

1
2

lloczynja; -as- ... a,_1 - a, oznaczamy symbolen{ [T:-, a;., Symbol i to wskaznik iloczynu,

m to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gérny wskaznik iloczynu.

Przyklad 1.1.3. H?:o(9—j)=9-8-7-6-5~4.3
[M,i=1-2-3-...-(-1)-n=n!

rox-...cx=[[_,x
—— =
n razy

1.2 Metody dowodzenia twierdzen

Twierdzenie | zalozenia = teza
p = q, gdzie p, ¢ sa zdaniami

Dowod to wykazanie prawdziwos¢ implikacji p = ¢.

Dowo6d wprost
Przeprowadzajac dowod wprost, dowodzimy prawdziwosci tezy bezposrednio poprzez dedukcje
z zalozen twierdzenia.

Przyktad 1.2.1. Udowodnimy, ze dla dowolnego n € N liczba n° —5n3+4n jest podzielna
przez 5. Przeksztalcamy wyrazenie.

n® —5n® +4n =n(n* —5n* +4) =nn* - 1(n*—4) = (n—2)(n — Dn(n+ 1)(n + 2)

Otrzymali$my iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych. Zatem jedna z ich jest podzielna
przez 5. Stad iloczyn jest podzielny przez 5.



é\\)

Dowéd nie wprost (lac. reductio ad absurdum — sprowadzenie do sprzecznosci, lac.
contradictio in contrarium — zaprzeczenie przeciwienistwa)

Przeprowadzajac dowod nie wprost, z zatozenia o nieprawdziwosci tezy wyprowadzamy
sprzeczno$é z przyjetymi zalozeniami. (7 = @ <=>( ~g =2 Nf/

7=
Przyklad 1.2.2. Niech a € Z. Jesli a? jest liczba parzysta, to wowczas a réwniez jest
liczba parzysta. Th——
9 F ~ 9 ="p

Przypusémy, ze a jest liczba nieparzysta. Wowczas istnieje k € Z takie, ze a = 2k + 1.
Stad a® = (2k 4+ 1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1. Zatem a? jest liczba nieparzysta,
co przeczy zalozeniu twierdzenia. To oznacza, ze nasze poczatkowe przypuszczenie jest
falszywe i a jest liczbg parzysta.

Przyktad 1.2.3. Udowodnimy, ze v/2 jest liczba niewymierna.

Przypusémy, ze v/2 jest liczbg wymierna.

Wowczas istnieja a,b € Z, b # 0 wzglednie pierwsze i takie, ze /2 = 7
Stad wynika, ze 2 = ‘;—j lub réwnowaznie 2b* = a?.

Zatem a? jest liczbg parzysta. Stad wynika, ze réwniez a jest liczbg parzysta, czyli istnieje
k € Z takie, ze a = 2k.

Stad 20? = 4k? oraz b? = 2k%. Zatem b? jest liczbg parzysta, a wiec rowniez b jest liczba
parzysta.

Utamek 3 nie jest nieskracalny.

Otrzymali$my sprzecznosé. Zatem /2 jest liczbg niewymierna.

Dowéd indukcyjny
Dowod indukeyjny jest to dowodd w ktorym wykorzystujemy zasade indukcji matematycznej.

Twierdzenie 1.2.4 (Zasada indukeji matematycznej). Niech ®(n) bedzie zdaniem logicznym
dla n € Ny oraz niech ng € Ny. Jedli zachodza warunki

ty
it |
i) ©(no), (®(ng) jest prawdziwe) ho Jo¥ pay'c

2 . -
ii) Vn € Ng,n >nyg ®(n) = ®(n+1), (prawdziwa jest implikacja) L Ne =5 1%

to wowcezas Vn € No,n > ng  ®(n). (Vn € Ny zdanie ®(n) jest prawdziwe)

Jesli jakies twierdzenie, w ktorym mowa o liczbach naturalnych,
jest prawdziwe dla okreslonej liczby naturalnej ng oraz
gezeli dla kazdej liczby naturalnej n z zatozenia, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n wynika,
ze jest ono prawdziwe dla liczby nastepnej n + 1,
to twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej nie mniejszej niz ny.



Kostki domina

Czy wszystkie kostki sie przewroca?

Jesli przewrocono pierwsza kostke oraz

kostki sa ustawione tak,

ze upadek ktorejkolwiek z nich przewraca nastepna,
to wszystkie kostki sie przewrdca.

Przyktad 1.2.5. Sprawdzmy ponizsze réwnosci.

13 21_12_22
13 4 23 =§-22-32
13 428 4 33 = 1.3
13+23+33_|_43 :i‘42‘52

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n € N prawdziwa jest
réwnosc .

1
i =134+22 43+ 4nd = nP(n+ 1)

S?r_ 2¢ 2l > fajhfﬂn( 4

[. Warunek poczatkowy
Sprawdzilismy juz, ze dla ng = 1 wzor jest prawdziwy.

II. Krok indukeyjny (prawo przekazywania)

Niech n oznacza liczbe naturalnag. Chcemy uzasadnié¢, ze jesli wzor jest prawdziwy dla
n, to jest on prawdziwy dla n + 1. Innymi stowy chcemy uzasadnié, ze z zalozenia (tzw.
zatozenie indukcyjne)

Zz =134+224+ 3%+ ——n (n+1)>
=1

P =>q

wynika teza

n+1
o Zz_l3+22+33 +n—|—n+1 n+1 (n+ 2)?

Dowod przedstawiamy ponizej.

n+1 n

z.and. 1
L= @F=mn+1p7+) = (n+1)° + gn(n +1)° =

i=1 =1

=(n+1)> (n+1+1n2) — i(n+1)2(4n+4+n2) = i(n+1)2(n+2)2 =P

4
Zatem L = P, implikacja jest prawdziwa.
Mo 1‘62,4'/ !
M_’niosek

Na mocy zasady indukcji matematycznej wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej,
@ N & i =1nl(n+1)>~



Przyktlad 1.2.6. Udowodnimy, ze n réznych prostych na ptaszczyznie, przechodzacych
przez ustalony punkt P, dzieli ptaszczyzne na 2n czesci.

[. Warunek poczatkowy, dla ng = 1
Jedna prosta dzieli ptaszczyzne na 2ny = 2 czesci.

II. Krok indukcyjny

Niech n € N. Zalézmy, ze n prostych przechodzacych przez ustalony punkt P, dzieli
plaszczyzne na 2n czesci. Cheemy uzasadnié, ze wowcezas n+ 1 prostych dzieli ptaszczyzne
na 2(n + 1) = 2n + 2 czesci.

Poprowadzmy dodatkowa prosta. W miejsce dwoch obszaré6w powstaja cztery. A zatem
mamy 2n + 2 obszary.

ITI. Wniosek: Na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnej liczby prostych.

Przyktad blednego rozumowania indukcyjnego mozna znalezé tutaj.

1.3 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci
Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.3.1. Dowolna funkcje h : A x A -+ A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartos¢ funkcji h(a, b) € A nazywamy wynikiem dzialania dla pary arguiientow
a,be A.

Przyktad 1.3.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N.

iii) Dodawanie nie jest dziataniem wewnetrznym w R\ Q.

Wtasnos$ci dziatan wewnetrznych

Definicja 1.3.3. Niech *: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.
i) Dzialanie * nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A a*xb=>bx*a.

ii) Dzialanie * nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c€ A (axb)xc=ax (bx*c).
—_—— e
5 Qx4 * C ey

/”'lh wuagc’

"R TADH



iii) Elementazywamy elementem neutralnym dziatania x, jesli
Vae A TF¥e=exa=a.
h‘—’_’\

Przyktad 1.3.4. i) Dodawanie jest dziataniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym lacznym i przemiennym w R* =R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.3.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowadd. Przypu$émy, ze istnieja e, es € A bedace elementami neutralnymi w A. Wowczas
ey — €1 % €9 = e1.

%/yf o tcocoL 18,
Przyklad 1.3.6. Niech X to dowolny zbior. . 2515,/9 g O X

/%d“/' t2gs a‘/e,"%

Cre’
<&
u‘b
2

i) Zbior pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X ), U)

ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N). -~

Definicja 1.3.7. Niech x : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element a’ € A taki, ze a x a’ =
a' x a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x.

Przyktad 1.3.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

£
=3 -1
ii) W (R*,) elementem symetrycznym do 5 jest & (tzw. element odwrotny). @

iii) W (R, o), gdzie z oy = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, zas elementem
t do x jest —2 — x.
symetrycznym do x jes x "\ F’LCMM'cnnt
xOx'L;x+)<“+w:6=-4 Xoe=x X+ €+ /= x
~1 . _
XT- -x-2 £IR €= -1 ecr

Twierdzenie 1.3.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

1.4 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G x G — G dziataniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.4.1. i) Pare (G, *) nazywamy pdtgrupg, jezeli dzialanie jest laczne.

ii) Pare (G, x) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest taczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element GG posiada element symetryczny wzgledem * w G.

Jedli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to moéwimy o pdotgrupie przemiennej,
grupie przemiennej (abelowej).



Przyktad 1.4.2. Oznaczmy R*

=R\ {0}.

(Nv +) (Z7 ) <@7 +) <@7 ) (R*v +) (R*v )
wewnetrznosé v v v v nie v
—14+1=0
0¢R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N leZ 0eZ leZ 1eR*
el. symetryczny brak v brak v
2:b=1 a+ad =0 a-a =1 a-a =
=1¢Z d=-acQ a =12 =12
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa potrupa grupa potrupa grupa
przemienna  przemienna abelowa przemienna abelowa
bez el. neutr. =z el. neutr. z el. neutr.
Przyktad 1.4.3. Niech X = {1,2,4,.. ..}, n € Ng = NU {0}, zas dziatanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest pélgrup@/ grupaé abelowa)?
Jedli a,b, c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2", b = 2™, ¢ = 2,
wewnetrzne aqob=2".2" =2"tm ¢ A
przemienne qob=2".2M = MM = 2MIN — 9M . " — | o q
<
2"e X
taczne  (aob)oc=2ntm .ok = gnimik — gn . om+k — g0 (boc) /i
el. neutralny e=2°.s€ Ny aoce=a & 2" =27 ne g
-n éF Iy

brak el. odwrotnego

Whiosek: poétgrupa przemienna z elementem neutralnym

ot ¢ K4 6’\”"4/

aocb=1&2""m=20o m=-n=m=-né¢N

od-- 4@. /<



Definicja 1.4.4. Zespot (A, o,*) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dziatan wewnetrznych o : Ax A — A, x : AXx A — A nazywamy pierscieniem, jesli (A, o) :
jest grupa abelowa, zas dziatanie x jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,bc€ A (aob)xc=(a*xc)o(bxc) N cx(aob) m

+ e o 4+ o
Pierscienn, w ktorym dzialanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkqg lub z jedno$cig. Pierscienn, w ktérym dzialanie % jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+4 dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 zero e =1 jedynka
a' = —a element przeciwny a' =a' element odwrotny
nao=a+...+a, neN a®=a-...-aqa
—_——— —
0-a=0 a=c=ec=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) at=a ' ... a?
< 2 ———

Definicja 1.4.5. Zespol (K, o, %) ztozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatain wewnetrznych o: K x K — K, «: K x K — K N
nazywamy ciatem, jesli =lD

e (K, o) jest grupa abelows (z elementem neutralnym e,),
o (K \ {eo},*) jest grupa abelowa,
e dzialtanie * jest rozdzielne wzgledem dziatania o.
Zatem cialo to pierScieni przemienny z jedynka (rozna od zera, tj. 1 = e, # e, =

0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rézne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwra% lrmi, A SJ(W\er )

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposdb nastepujacy:

%::a*b_l, a,be K, b0,



Przyklad 1.4.6. i) (R,+,:) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciata
-) grupa multiplikatywna cialta

R*,
Q, +, ) cialo liczb wymiernych
iii) (Z,+,-) pierscienn przemienny z jedynka, ale nie ciato (bowiem np. 21 ¢ 7)

(
i) (
(
iv) (Z/pZ,4+,,,), gdziep € N, p > 2

+p, -p dodawanie 1 mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest ciatem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierScieniem, ale nie ciatem.

+5]0 1 2 3(2) 5101 2 3 4

0002 3 4 oo&ooo

. 1|12 340 1{o(L 2 3 4

Z/5Z to ciato 2%/3401 200 2 41 3
3|3 4 0 (1 310 3 (L 4 2
41400123 410 4 3 2 L

+4l0 1 2 3 4]0 1 2 3

00 I 2 3 0/0 0 00

Z/AZ nie jest ciatem 111230 110(1)2 3
212301 210 2 0 2

31301 2 310 3 271

Przyklad 1.4.7. Zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala.

V(x1,11), (22, 92) € R? (1, 91)+ (22, y2) = (w1422, Y14+Y2), (21, 91)(22,Y2) = (T122—V1Y2, T1Y2+TaY1).

Definicja 1.4.8. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymia.



Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowane;j
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

Metody algebry liniowej w fizyce
Wyktlad nr 2
Data:

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja

n—n n— T x—(z,0)

X? — 2 =0 réwnanie o wspoltezynnikach z Q, jego rozwiazania +v/2 ¢ Q

Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem taklm 7eQCQKW2) CR

. v A 0 <-4
rOwnanie o wspotczynnikach z R, jego rozwigzania +:¢ nie nalezg do R

R()={a+bi:abeR}=C

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania rownan algebraicznych o wspotczynnikach

z C naleza do C R

e———
x Re

r € R} C R%. Wowczas (€, +, ) jest cialem. X+H-0
(%)
.

Z=><+6ﬁj

Jrm

Zanurzenie R w C
Niech © =R x {0} = {(,0) :
\N*/_/V\\'__
Wewnetrznosc: (21,0) + (22,0) = (¥1 + 22,0) € Q, (21,0) - (2,0) = (z122,0) € O
(.’El,o) + (x270) = (.731 + x270> = (x2 + 371,0) =
(21,0) - (22,0) = (2122,0) =

(22,0) + (21,0)
(l‘g[[’l,O) = (172,0) . (ZEl,O)

przemienno$c:

[(21,0) 4+ (22,0)] + (23,0) = (z1 + 29 + x3,0) =
[(Z’l,O) . (33'2,0)] . 1'3,0 = (]71.1'21’3,0) =

(21,0) + [(2,0) + (23,0)]
(21,0) - [(22,0) - (23,0)]

tacznosé:

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (x1,0): (—x1,0) wzgledem +, (%,O) wzgledem -

1+$2)£L’3,O)
(va ) <x370>]

rozdzielnosé: [(21,0) + (22,0)] - (23,0) = (x1 + x2,0) - (23,0) = <<7

= (x12 + 3+ w223,0) = [(x1,0) - (23,0)] +

Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze
h(zy + x2) = h(x1) + h(zy) oraz h(xy - x9) = h(z1) - h(xs). ;Zﬂodmobc 2 duiakonigm
Utozsamiamy zbiory R oraz i piszemy x zamiast h(x).

10



Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas
/N——v

i*=1i-1=(0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1
0001 =(1o

C>3z=(x,y) = (x,0) 4+ (0,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) = z + 1y

Posta¢ z = z+1iy, gdzie x,y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebraiczna, Gaussa) liczby
zespolonej. Liczbe x € R nazywamy cze$cig rzeczywistq liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe
y € R nazywamy czescig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci 1y, y € R
nazywamy czysto urojonymi.

2= 29 & (Re,21 = Rez; A Imz = ImZQ)
Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianow

zmiennej 7, przy warunku i = —1.

(z1,91) + (22,92) = (21 + T2, 91 + ¥2) (w1 +iy1) + (22 4 iye) = (01 + 2) +i(y1 + 12)
(z1,91) - (22, 92) = (X122 — Y12, T1y2 + T2y1) (21 +iyr) - (22 +iy2) = (2122 — 1Y) +i(T1y2 + 2291)

Przyktad 2.1.1. (24 7i) — (4 —2i) = -2+ 9i bzn 43L = —31 ij

(3—2(—1-\32') @9@—22 :@L 7i

243i _ (2430)(245i) 4+101+6z+151 _ —11416i _ g + 16 16 Z‘ X H/g € C
2-5i  (2—-5i)(245i)  4—25i2 - -
- ""1 X 36 2

P

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
% =X = (‘j

—1=i-i=(—i)-(—9) 1=1-1=(-1)-(-1) . 2 1

22 = 7< =’ \3 =¥ ¥y

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na plaszczyznie lub wektorami zaczepionymi

MM ¢/
w (0,0). Ruep™ =
Sogatw U
Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C (n ro )

Aimz AImz

Z1+Z>=(X1+X2)+1(Y1+Y2)
iy=0+iy @-----ooeenen PRy 00 s :
----------------- : 22=X2+iy2
- — > - *—P
St Re z A X XitX  Rez

11



Definicja 2.1.3. Niech z =z +1y € C, x,y € R.

i) Liczbe zespolong w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja

zZ.

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Z=X+i
|y .......................... : y
>
. Re z
) )
Z=X+Hy=x-ly

AImz
R =5
y g pzEXHY ||= A => =44
éﬂ-\
&/ -
7 :
< ; “ - (1=
. >
X Re z

Twierdzenie 2.1.4 (Wtasnosci liczb zespolonych). Niech z, z, 2o € C. Wowezas prawdziwe

sa nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 + 22) = Rez; + Rezy, Im(z; + 22) = Imzy + Imzy

ii) Rez=1(z+2), Imz=4(z—2)

i) (2) =2
W))21 + 20 = 21 + 23, 21 — 20 = Z1 — Zo,
iv) (2£) =2, dlaz #0
i) 2] = | — 2| = |2
2z =z

x)\[z1 + 22| <z +F |22] (nier6wnosé trojkata) ‘|zl| — | 22|

12
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2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wyktadnicza liczby zespolonej
Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

2 2
Niech z = z + 1y # 0. Wowczas z = |2| <1 +z%> Poniewaz <i> + <i> =1, wiec

|2l

x

istnieje kat ¢ taki, ze A\
z = |z|(cos @ + isin ).

Almz W“' \%\" mm

N PZ=x+y  cos@= |XT|
o
| o= 1
®\
< TRet

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby zespolonej,

ktory lezy w przedziale |0, 27), nazywamy argumentem gtéwnym liczby z 1 oznaczamy
argz. Zatem dowolny argument liczby z ma postaé¢ argz + 2kx € Z. Przyjmujemy,

ze argument liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolng liczbe z € C,z # 0 mozemy
zatem przedstawi¢ w postaci z = |z|(cos ¢ + isinp), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow.
Powyzsze przedstawienie nazywamy postacig trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy z1 # 0,20 # 0, z1 = |z1](cosa + isina), zo = |22|(cos f + isin ), to wowczas
21 = 29 wtedy i tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz f = a + 2k7 dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

z2=17 z=—1 2= —/27—3i -
z="T(1+0i) |z = /024 (=1)2 =1 |z| = V2749 ‘ﬂ

4« =10+ (=1)-3) =6 (—f - 1)
cosp =0 — V3
% { singp——l { C'OSQD— ,? =t C\J

p = s = —35 L
=042k p=—5+2km cp:%7r—|—2k7r, kelZ
argz = 0 argz = %7‘( argz = gﬂ

— —_—
z = T(cos0+ isin0) —i=1(cos 3m +isin3m) —v/27—3i =6(cos Im + isin i)

SRS
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Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin p),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |23](cos 5 + isin §). Wowezas:

i) 2120 = |21 - |22] - (cos (a+ B) + isin(a+ f)),
ii) 2= H (cos (o — B) +isin (a — 3)),
iii) 2" = |2|" - (cosny + isinny) tzw. wzor de Moivre’a

2t-2. % 2\\! KWLL x \ 5V L4>

Przyklad 2.2.3. Oblicz (%)m
1+iv3 =2 (% + @z) = 2(cos +ising) 1—i= V2 <\/7§ - 722) G(COS (—%) +isin (—2))
%:%(cos(%}—i—isin(%vL%))=\/§(COS( 7) + isin (4757)) @ ’L/%\\
(565" = 20 (con () 5in (1) = 2 (cos () + s (1) = k
=219 (cos (127 — %) + isin (127 — §)) = 2'% (cos § —isin §) = 210 (% — \/752> -

= 2°(1 —V/3i)

Twierdzenie 2.2.4 (Wtasnosci argumentu). Niech z, 21, 2o € C.
Woéwczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) arg(z129) = argz; + argzy +2km, k € Z (k=01ub k= —-1)

ii) arg(Z) = arge; — argze + 2km, k € Z (k=01ub k= —-1)

Q

1ii

Q

rg(z") =n-argz +2km, k€ Z

1)
1)
1)
iv) argz = 27 — argz, gdy argz # 0

Przyktad 2.2.5. argi = arg(—1) = arg(—i) = 3

T
Wkw = 37 + 2km dla pewnego k € Z, tj.

Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej

/_;

Dla ¢ € R definiujemy e’ = cos ¢ + ising. Zatem dowolng liczbe zespolona z # 0
mozna zapisa¢ w postaci z = |z[e*?, gdzie ¢ to pewien argument liczby 2.

K 2 (2}
Przyklad 2.2.6. a) e2' =cosf tising =0+ 1-i=1 774

b) €™ = cosm +isinT=—1+4+0-1 =™ +1=0
najpiekniejszy wzoér w matematyce

14
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Twierdzenie 2.2.7. Niech «, f € R. Wowczas:

61 (a+pB) eia . 62’5

1

iii) eiat2km) = ¢ia dla k € Z,

1)

ii) (e')k = et dla k € Z,
1)
)

iv) e #£0, | =1.

({’/\Z\

Whiosek 2.2.8. Niech z = re®, 2 = rie®, 2o = r9e"® beda liczbami zespolonymi w
postaci wyktadniczej. Wowcezas: )
/7g*b‘,)

; _ i(o+ 21 11 i(o—
i) 2129 = riree@th) Z_Ee( A,

Nk ok ik /
i) 2" =rFe™ dla k € Z, v )

\

iii)\z = re .

Wzory Eulera

e = cosp +isin Almz
e~ = cos (—) +isin (—p) = cosp — isinp
L‘D’Gd'arjqc lub odejmujac stronami, otrzymujemy :
e 4 e~ . el — e
cosp = ———, singp = ————, v €R. _
2 21 ) Tl 7.l
. st
Obrét o kat o A ‘f\;“\ Y t‘ﬁ)\( oy /
2z = re'® 6 - A \ zZ
Z . eiﬁp — Tei(O‘Jr‘P) - gl (p -
|2\ b o

2.3 Pierwiastkowanie, rownania wielomianowe
Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 2.3.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca réwnanie\z"/:,

w, nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnmia z liczby w.

15



Przyklad 2.3.2. Rozwiaz réwnanie 22 = 8 + 6i.

I sposob: II sposob: III sposob:
posta¢ wyktadnicza postac algebraiczna postaé algebraiczna
; . . . . ‘ o’
? zz=|2e®, w=8+6i z=zx+iy w=_8+6i 8+ 6i =(9 + 6i — L= \L,,aw%’"
' @e%ﬁ,: 1 (:L,J\dozzzw =3+2-3-i+i?= > oo
%*'lvo (r +iy)? =8 + 6i = (3+1i)? Ll
10 \/.4 22 4 2xyi —y? = 8 + 6i g
72 —y* =8
w =8+ 6i = 10(% + i) Y 2=3+4iVz=-3—i
2uy = — ———
¢ = arcsin £ + 2km y#0 (gdy y =0, to z = x, 2% # 8 + 6i)
—_— 3 9

T=y gy =8
vt +8y2 —9=0, A =100
¢r = 3 arcsin 2 + kr y? =

——

z=+/10e" ke {0,1} 2=3+iV 2=-3—1

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cos ¢+isin ), to wowczas rownanie
2™ = w posiada n réznych rozwigzan. Rozwigzania te maja postaé &
v

o+ 2k g0+2k7r
— +11sn

Dowdd. Niech z = p(cos a + isin ), m
_ n . B . prh=r
2" = w & p(cosna + isinna) = r(cosp + ising) & { no — o+ 2%kn. kez L- o
. .. . 2km I -
Otrzymujemy zp = {/r(cosay +isinay) , gdzie ay = “’+n ,k=0,1,...,n—1. O
Symbolem /w oznaczamy zbiér wszystkich rozwigzan rownania. Zatem ﬂ/
WA w
’ Vw={2€C:2"=w}={20,21,- 201} 'ZTb\r/O &,
o= [g:24
Przyklad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 2° = = /8 —iy/24 ? ~ -
=L p=t Sy
Niech 2 = p(cosa + isin ) oraz w = V/8 — i\/24 f
Obliczamy |w| = v/32 = 4y/2, skad w = 4\/_(— — ¥3). Zatem
3/(“{:0» CO)‘-(70 5\h\.(40

&% P =w & p®(cosbatisinba) = 4v/2(cos (— ) +i sin(—%)) & { P =42 = (V2)°

o — 3 v 5o =~ +2kr, k€{0,1,2,3,4} /.5
Stad p = = —@ 2k oraz 2, = V2(cos ay +isinoy,) , gdzie 1,2,3,4}.
S _ 5 : _
"{/N - (&’vﬁ\" /‘[/ZO »z"\zl\Z"\zb‘j
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Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej

Liczby zg, 21, ..., 2,1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" = w
stanowig wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o §rodku
z =0 i promieniu /7.

Przyktad 2.3.5. Rozwiaz réwnanie 2% = (/3 — i)'2.

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2z, 21, 22, z3. Beda one wierzchotkami
kwadratu.

= (-0’

Niech |zp = (V3 —1)*=3v3—-9i —3V3 +i :@
Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrot o kat 7, co odpowiada mnozeniu

SR RTRe

. ;T
przez i = e'z.

. . , AL
21 =201=28, 29=2z2-1=8i, XT3=29-1=—8 yV

A
L @
W@

q

Zp> 2o

Uwaga 2.3.6. Rozwigzywanie réwnan w R i w C

w R w C
Vo=3 V9 ={-33}
v/—1 nie istnieje V-1 ={—i,i}
vVi=1 V1={-1,1,—i,i}
Va? = |z V2 ={—22}

Rownania wielomianowe

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
it ool
Wz)=cp2"+cn 12" '+ ... +cez+c, co...,cn €C, ¢, #0
——

Definicja 2.3.7. Liczbe z € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zg) =

0.

re—
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Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba 2z € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (2 — z) P(2).

Definicja 2.3.9. Niech £ € N. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym
wielomianu W, jezeli istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (2 — 29)*P(z) oraz P(z) # 0.
Przykiad 2.3.10. Niech W(z) = 2% — 22 — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) =

2-1D)—-z-1)=0E-1)E-1)=(z-1)>*z+1).

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whniosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w
C, liczac z krotnosciami.

Tr6jmian kwadratowy az’+bz+c=0, abceC, a##

Obliczamy A = b? — 4ac € C oraz VA = {—6,0}. /\/_\

_ —b+s
Gdy A # 0, otrzymujemy dwa roézne pierwiastki zespolone z; = = 5.

Gdy A =0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 2 = ;—j
Przyklad 2.3.13. Rozwiaz réwnanie 22 + 2iz + 3 = 0.
Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 16i%, VA = {—4i, 4i}.

Niech 0 = 44, wowczas z; = —3i oraz zp = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych

Twierdzenie 2.3.14. Niech £ € N. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej
o wspotezynnikach rzeczywistych. Wowcezas liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy liczba Z; € C jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu W.

Whniosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, ma
przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyklad 2.3.16. Rozwiaz rownanie 23 — 322 4+ 62 — 4 = 0.
0=(z—1)(2=2244) = (2= D[(z=1)2+3] = (z = D[(z — 1) — (V3i)}] =
=(z—1)(z—1—V3i)(z — 1+ v/3i) - (%) ~(»2)

rozwigzania 23 =1, 29 =1+ \/§i, z3=1— \/gi, Zo = 23

18



Przyktad 2.3.17. Rozwiaz rownanie 2* + (2 4 4)2% + (7 + 2i)22 + (12 4+ 1)z + 6 = 0,
wiedzac, ze z; = 21 jest jednym z jego rozwiazan.
(2 — 2i) <z3 +(2430)22 + (1+60)z + 3@) —0

(z = 20)(z + 1) <z2 +(1+3i)z + 3¢) = (2= 2i)(z +1)%(z + 3i) = 0
rozwiagzania z; = 21, 29 = 23 = —1, 24 = —31

2.4 Interpretacja geometryczna

Niech z = x + 1y, 21 = x1 + ty1, 20 = w2 + 1y beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Niech r € R, r > 0.

1) |21 — 2o odleglosé z; od 2o

(21 +iy1) — (22 + ige)| = V(@1 — 22)% + (41 — 2)? Z A"
:\(h/\m\ kg (‘3'\"31)\ /q)\;

2) |z—z|=r réwnanie okregu o srodku z; i promieniu r \ 1

7“2’(93—561)‘1‘(3/—?/1)7;‘:\/(37—551)24‘(9—3/1)2 = r’=(@—x)’+(y—u)

|z — z1| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola

*Imz A A

> L >
Re z Re z Re z
3) |z —z1] = |z — 2| réwnanie symetralnej odcinka o koncach z; 1 29
/
AImz Aimz WLJ""(

. punkty - C\j\q'/?)\
2] \ /' réwno odlegle 2+3i \ ‘
. ;2 /\{t‘{{‘{% . _ -2 /50 \
- - o >
/ =l 1 - . /___, Re z
~
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4) Zbior {z € C: argz = ¢}, gdzie ¢ € R ustalony, to potprosta.

Przyktad 2.4.1.

argz = 7 arg(z —1—14) =% %<argz§§gr
Z/(M()
‘|mz Almz
\é
Q &
/N
Lo n o
@K% - 1+i
_T Re z Re z
arg(z —2) = % arg(£5) = 3
#Imz Almz
e
'-' }\ = - pelo)
4 - Re z Q@ _ (U
2 Re z b(jm?
- =& ‘Y%U a =
5) Zbior {z € C: arg() = Z} to tuk na okregu. b = 1
eti_ et Dl - i \a+xz+>@<z+m PS
Cz—i x+(y—1)i 22 + (y — 1)2 - \ 224+ (y21)2

24,21 _ 2 .2 _
Rew:x+y I QXMZ é{Rew 0 22 +y*=1

22+ (y —1)% o +(y —1)2 Imw >0« 2>0

N TOREE
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

3.1 Macierze i ich wlasnoSci (rga U lsowy (@) € i
Niech K =R lub K = C. { IN = IR /Wf(m):ﬁ‘”\{/)@

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy A G by -
. . N B - . ]
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazami lub elementam: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy

symbolem [a;;]mxn- —3 v
a a a N
o 11 12 .. Qip e 74
Q21 G2 ... d2p [VV\
A= [aij]mxn = . . . .
m1 Am2 ... Gmp
Ciag a;1, aso, . . . , Giy, Nazywamy i-tym wierszem macierzy A, za$ ciag ai;, agj, . . . , Gp; Nazywamy

j-tq kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M, ., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach
i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M, (K). Macierz A € M, (K) nazywamy

macierzq kwadratowq stopnia n. L

Dla A, B € Myxn(K), A = [a;j], B = [b;;| mamy
A=B & Vie {1,2,...,77’?,} v,] S {1,2,...,71,} Q5 :b”

1 -1 2 =2
Przyklad 3.1.2. A€ Myu(R), A=|3 -3 4 4
5 =5 6 —6
1N2 3
B e M;(R), B=| DB\6 ?«Lcuq%hw
: o
78 MG/SOWM
00 ... 0 \&)
Omxn = : macierz zerowa wymiaru m X n M %%
00 ... 0 e A € 2
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy maaerzq

coﬁw F o MMWOJ

a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j p
n

b) trdjkatng gorng, gdy a;; =0 dlai > j
c) trajkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:

D,,(K) zbior macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gérnych stopnia n TE(K) N TP(K) = D,(K)
TP(K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

Przyktad 3.1.4. [, - macierz jednostkowa stopnia n
P SERatha -

W'aﬁ@hﬁﬂﬂ 4

K/ON(/Y Jwt'@\/\%\/‘lw

g
e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M, (K), A = [a;;], B = [bj].
C=A+ B, C=lcj] € Myun(K), cij = aij + by WY AL L wyrarCom

1

(@)
(@)
(@)

A=1|0 e TP (K 12\(‘))
l,

Dzialania na macierzach

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M, xn(K), A = [a;].
C=a-A C=lc € Mpxn(K), cij = a - a;

Omaczamy ~4m T2 ores w < (1)
A

e Mnozenie macierzy: Niech A € 1\@’ la;], B € M%K = [by;].
C=A-B,C=lg € )i iy = p azkbk]
Dla r\?ﬁ oznaczamy A" =A-...- A —
H,_/
r—razy
e Transponowanie: Niech A € M., (K), A = [a;] Ve ’

= AT — [ M,y (K), Cii = aj; ; qy %
C , C=leyl € L( ), Cij aj! 2 oy O //@2”\

N i€t = ol om &
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Przyktad 3.1.5.

2xp )

Jakie mnozenia sa wykonalne? / Wyznacz C — 2D, % AT AB, BA, D &A <M s
- X
(2 1 -170 2 1 2 0 4 1
C-2D=1, 5}_2{ 34]_{2 5]+ 6 -8 _{—4 —3}
/1 4] : 2]
AT=1125|=|1 2
2 2 2
ol e s lse b .
KA 0\ 1
2 2
D = AB € My(R) schemat Falka | - I 1=1-0+2-24+3-(-1)
pLo2 30T 8
45 6|4 20

1
4
G=BAcM;R) 0 1) 4

5 6 AB # BA
H 2 2|10 14 18 -
3 3 3 }
D?> =D - D e My(R), EA € Msy3(R), zag AC iest niewykonalne A/ %
CD e MyR), DC e MyR),cD=| ~ 4| po=| 2 Ll ecpscp
2 2 13 20 14 23 en (k)
C A |
217}
Wtasnos$ci dziatarn na macierzach
Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sa
nastepujace réwnosci.
3 A L rGVC N
03 ) 1
) A+B=B+A  fecmtT Nl st K
i) (A+B)+C=A+(B+0) Wzﬂ"‘”&
/A N\ .
iii) A+0=0+A A wowr (A7 N7 cmﬁo\en}o
| g Gedert
(}pw;{ iv) (a+ﬁ) —a.A+5.A \J L0 Jnooo A
g
> V) @ (A—I—B)—a A+a B - \”uvj
\ Q} ‘TJC
vi) (a-f)-A=a-(6-A) L L AN %alflnobg \

T onde NURES o pn GGl
Whniosek 3.1.7. (M,,xn(K),+) jest grupa abelowa.

MWk - w\))rw\lﬁvf
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K.
Jedli dzialania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

‘ | ‘ale Swadsarc
1) (AB)C = A<BC) fqana)\d V\(CTQJ(mI(nnO . J
ii) (A4 B)C = AC + BC \onw{u ¥ L,JV
iii) A(B+C)=AB+ AC °

_ A

iv) a(AB) = (0¢A)B = A(aB) < - L My 4% b= O\X
 iaos \J o o / L7169
vi) IA=A 1

?
Whniosek 3.1.9. Z\QK jest potgrupa nieprzemienna z jedynka. {b_z = ;3
‘_—M /
Twierdzenie 3.1.10. Nlech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K, /% %‘ 7

r € N. Jesli dzialania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

kadtaroua

Definicja 3.1.11. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sume elementéw na przekatnej ai; + age +
..+ apy, nazywamy Sladem macierzy A1 oznaczamy symbolem tr(A).

e

0
Przyktad 3.1.12. tr | 2 ] =1-743=-3 % (acl/
0 1

Wtasnosci §ladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), o € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace
rownosci.

i) ti(:_él)’:t_r(AﬁL ii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B)
iii) tr(cA) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M,,x,(K), to wowczas tr(ATB) = tr(ABT) = (BTA)

e L)L ) WT;Q’ Co (e ) N
Qb KM
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—

Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza: %
— AT ’\‘, oo Vi | O X
a) symetryczng, gdy A = A A = L@y—& Y ey ud"@ 2 A

V sun
b) antysymetryczng, gdy A = — AT . - 50 =)
AR e o, S
Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢c w postaci sumy

macierzy symetrycznej i antysymetryczne;j.

Dowdd. A = B+ C, gdzie
T -
BT = [%(A + AT)] =1

-2
sprawdzamy, ze CT = —C. O

(A—AT), B= BT, C = —C". Ponadto

)7) = 3(AT + A) = B. Analogicznie

N[ =

1 2 3
Przyktad 3.1.17. A= | 2 1 0 | macierz symetryczna
307

B | Big | ... | B

By | By | ... | Bag

Bml Bm2 s an
nazywamy macierzq blokowg. Macierze By, Byo, . . ., By, stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, za$ macierze By, Byj, . .., B, stojace w j-tej

kolumnie musza mieé¢ te same liczby kolumn.

. . "/\&v r(fm ~ -
3.2 Wyznacznik macierzy < ek \ﬂm\ ZOA& K = R v k=C
\o
Definicja indukcyjna wyznacznika &} ko2 @AKA/MO W) M

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslong nastepujaco:

— W _ T
e gdy n =1, to detA = ay; A /LS}

o gdy n>2,todetA=3""_ (—1)"*aydetAy; = A z 7
= (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 + ... (—1)1+”a1ndetA1n,
/

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymana z macierzy A przez skreslenie pierwszego ¢ j‘x

wiersza i j-tej kolumny.
G A’\’\?\—(—&‘X
AR .
AT Lﬁ%&x 2 (1) a,, ~dern, +(1)a,, - do
der A - -8 — 2} AL 8 — 1.4 7



M acH(n-

\[ v lcka

Oznaczenia;:

ap Qi ... Qaip a1 a2 ... Qip ( Wv\ ind ('Ln /)’1/
ag1 Qo2 ... Q9pn ags1 Q92 ... Q9p
detA =det | . ‘ o Al =
: : e - . . :
w C( W\, V\av(\— Ap1 Ap2 ... QApp ,anl Apo ... QApp

Przyklad 3.2.2. A= %

detA = (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (—3) =17
Das 1z

detB = (—1)1+1a11detBH—|—(—1)1+2a12det312+(—1)1+3a13det313 =

1 —6 2 —6 2 1
—1-‘_6 8‘—(—2)-‘_3 8‘—!—3-‘_3 _6‘——59
Metoda Sarrusa ~—

1\—2/3
2 00| = 11842 (2034 (=) (D) (-0

1>i23% ~[31-(=3) +(=6) - (=6) 1+ 8+ (-2) - 2] = 59
2.1 =6
Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
K.
i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n—1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; == (=1)".M;; € K.

193
11/\6 |’
D32 — (-1)3+ 23 — 17

Bsy =

Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:

i) Vie{1,2,...,n} detA=>",_, ayDiy,
b~ © 7

(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)
e

11) Vj e {1, 2,... ,n} detA = 22:1 %kjle/kj‘
-7 (rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)
IS
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Przyktad 3.2.6. B = Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.

——

RACIHEVE

1 2 4
12

4 1 2
detB:0-D21+2-D22+(—1).D23:2.(_1)4.‘ 5 ) 2‘:_4

1
1

Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,

a potem wzgledem ostatniego wiersza.

| = _4<3\D_4_1, + 2D42) = \ ‘(n e S auwu)@)

detA = a11 - QA92 * ... App-

S OO
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Wilasno$ci wyznacznikow

Niech A = [a;] € M,(K). Oznaczmy przez Ay k-ta kolumne macierzy A, czyli

A=l bl @U{)X

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia. ‘5
&@‘N i) detA = det(AT) 4 @
5
(}Q)‘“\’ W ¢ ii) Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to wowczas detA = 0.

I x
A iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez g }

A C\ liczbe A # 0, to wowczas detB = A - det A.
)

Jesli Ay = By+CY, to wowezas detA = det[Aq, ... [By/..., Ay]+det[Ay, .. .[[Crl. .., Ay het” DIy -
‘J

=3
55

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch
p " kol to w6 detB = —detA. N ,

. \jb olumn, to wowczas de e ‘l{A <— l(/j ( 2wt ¢ o3¢ Gam )
) Jesli istniejg k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # | oraz A, = A\A;, dla pewnego A € K,

-

to wowcezas detA = 0. )
C/ \)% Lo umn Y :]D/Gfow ’JV\@}W

vii) Jesli jedna z kolumnjesth pozostatych, tzn. Iy, ... A1, Akrr, -, A €
K: A= ZJ 1k N - Ay to wowezas detA = 0. 1{5 = U, =% "42 + ) y

viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn
macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

ix) Jesli B € M,(K), to Wéwczasdta‘c(jimaA - detB. ’k"" , C,MC\'\V\A%A’
x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci
Bi|0|...[0
71 By|...] 0
717 .. |B
gdzie By, By, . .., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogé6t réznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, a 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to woéwczas detA =

detB; -detBsy - ... -detB,.

Whniosek 3.2.10. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy. M ﬂ( - o h
/

(!
Aeval

ii) det(ANA) =A")- detA dla dowolnego 0 # A € K
jii) det(A") = (detA)” dla dowolnego r € N.

l 28 ¢ Joousd
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Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika
A A e —

Operacje elementarne: / w; < w; zamiana wierszy miejscami
P, @(ot A w, Ae KA #0 pomnozenie Wiersza przez 1/1c'zbq ’
" w; + A-wj, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w; &
H\s’l/“ * - N ,

=
Przyktad 3.2.11.

' 21 34Ty ouy |
C ')m“““' 11 10 1 ' ent ' ak
A: 7 VO
ke 32 10 3 ek M
{) ,L T 1o L 11 5 5 LJV\’],(\ ,\
(1)1 10 1 1110 1 11 10 1 o
, oe
detAw1;w2_ 21 3 4 w2—:2w1_ 0 ‘—1 >—17 2 W3 _W2 0o -1 -—-17 2 _
|32 10 3| ww |0|ZT 200 0 0 2
11 55|77 o ~5 4 0 0 -5 4 N
11 10 1 11101 ~20-(™)
1
“dws o [0 =1 =17 2 |witsws, |0 —1 =17 2| o m
_3(0/72 e N R 1§_31(1)13_22
0 0 &5)4 0o 0 0 %

3.3 Macierz odwrotna o s adator &

Definicja 3.3.1. Macierz B € nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A €
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A~L.

EEE——
101 a_|a b _,
A_[O 1}’ 4 _{c d]_'

Przyktad 3.3.2.

d 01
Zatem nie istnieje AL

AA ' =T & [z d}:[l O] = ¢c=0A ¢ =1 sprzecznos$é¢

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
f ,

jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie. " e ooy - )
Uy, a8

b) Niech A € M,,(K) bedzie macierza nieosobliwa, za$s D = [D;;] macierza jej dopelnien

. algebraicznych. Woéwczas (l/:’d%é_-_l—)T—.]
Vo b

_———_-> \9(5 AN 1/\‘\‘\\2 T /'a DL' ’
Vor LY i\/ﬁwi;f&c 29 @ V) J
US \\<00
N



Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza
jej dopekien algebraicznych. Macierz/lng_ nazywamy rmacierzq dotqczong do macierzy A
i oznaczamy symbolew/

Wnhniosek 3.3.6. Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienng. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

gcv\m(m Ju g a(\rovuxi

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej (\L)
- ¢ \/\m
1. Za pomoca definicji P( -
Przyklad3.3.7.A—[_1 2}, A _[c d]_' V\\@@&%yﬁ
detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna. (o v‘ad\L
3a—b=1 OUJVN\)
3a—0b ba—+ 2b S5a+2b=10 Z _2
-1 = -1 _ | 11 11
Ad ]®{3c—d 50+2d} Iy 3ca=0 =4 {ﬁ %}
Sc+2d=1
2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)
Przyktlad 3.3.8. /
-1 = Lo =7
’ detA
detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minorow w(},\ﬂbf"‘(
elementow a;;. Wowczas d\)” N d\,\y\m\)\\d\k AN Q\f
[ @ 34 |3 9] / "
,, 1 5
53 ()1 1|7 &
- -
7 3 2 3 /2_\7 [
5 3 1 3 15 1 -1 -3
7 3 2 3 27
| 19 4 3 4 3 9 ]
7 -5 6 7T —6 1
D=[Dy] =[(-1)PMy)l=| =6 3 =3 |, A =—5| -5 3 1 o



3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwag.

operacje  elementarne
[A1] [

I1A™Y

tylko na wierszach!

Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz tréjkatna goérna —\/> 1

I ok 2.\t k N& NS ook ?nmw{'
Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposéb uzywania metody operacji elementarnych.

Przyktad 3.3.9.

@2 0 1
B 0 -1 2 1,
A=l10 21| 4 =
00 10
[1)2 0 1]1 0 0 0 1 2 01
B 0 =1 2/010 0| wew |0 -1 2
[‘4']]_),0 2110010 —"[0 =2 20
(00 10]/0001 0 0 10
(12 0 1]/10 007 12 011
0TI} =1 05 0 —5 0 <w4+w3> 01 -1 03
00 Holoo 01 00 100
00 —-12/01 00 00 0201
nl R o~ -
12 010 00 12 001 —3 0 —3 )
01—10%0—%001§\0§0—%0€2+w3>
00 19\00 0 1 00 (1Jojo 0 0 1
100 OMLO,iOi o0 o010 5 o 1
[112)0 0|1 -1 0 -3 , 1000[0 -1 1 -2
0"10050—51010()%0—%1
00100 0 0 1[~_]0010/0 0 0 1
(00010 & 0 3 00071/0 5 0 32
| 01 >y /y\* A
Zatem =10 o 0 1 Aﬂ’\/(,\
0 3 0 5

Wtlasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), a € K, a # 0, r € N. Jesli macierze A

i B sa odwracalne, to wowczas macierze A=, AT, AB, oA, A" réwniez sa odwracalne i
. . L P T T

prawdziwe sa nastepujace rownosci.

—

O A Cmd\j E
| ek (A ij{iw’/*m%



Twierdzenie 3.3.11. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalng

.0
postaci A = ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
0 0 .. @
B0 ... 0
0 By ... 0
odwracalne sa macierze By, Bo, ..., B,. Wowczas A~ = .
0 0 B!

32



Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Uktady rownari liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych
NPt

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
Z1,...,T, 0 WspoOlczynnikach z K.

111 + a1e%2 + ...+ a1, = b

——TT T

A1 X1 + A22Xo + ... + G9,T = b . .

2T et 2nn > ag b e K ie{1,2,....m},j€{1,2,...,n}
A1 T1 + QmaTa + ...+ QT = b,

Liczby a;; € K nazywamy wspotczynnikamr uktadu, zas liczby b; wyrazami wolnymi Jesli
by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€ {1,2,...,m}, to uktad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (y1,72,...,7.) € K™ spelniajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy
doktadnie jedno rozwigzanie - uktadem oznaczonym, zas uktad posiadajacy nieskoniczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.

>
Przykiad 4.1.1. [R5 RK RS IK
r—y = 3 r+y = 5 r+y = 0 , )
{Qx—i—y = 0 {2I+2y = 10 {2x+2y = 10 A%*%*Cﬁb&@
A7
A Y AY
\ :
g g
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny

Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX =
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a1 19 ... QAp T bl

921 9292 ... Qon ) bz
A= . . X=1. B =

m1 Am2 ... Gmp Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyklad 4.1.2. /Z\ - K b

$1+[L‘2+2ZL‘4:1 1 10 2
T1+ 2o —24=0 <~ 1 1 0 —1 = 0
T1—To+2x3—24=19 1 -1 1 -1

R ) v r\\'cd"“”“’wdow
oW &

4.2 Ukltady Cramera *ﬂ\owwo ot G d(ALOWA

Definicja 4.2.1. Jeéli@oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad rownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera. - A ' % _ &

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uklad Cramera jest uktadem oznaczonym.

W +0 =7 }(A"

Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A, mamy X = A~'B. O N
A /Aw’ﬁ

Whiosek 4.2.3. Rozwigzanie ukladu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je réwniez
znalezé za pomoca wzorow Cramera

VW =tk K fSJ%X’ﬂ%S
Vel 2 onp m= e Ty
(ﬁgyixw hr X:@i 5

gdzie A; jest macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumng

wyrazoéw wolnych B.

T
L2 1 1 T 1
Dowdd. X = | . =A"'B= D'B = —
: detA
In
aii A1n
921 A2n,
— 1 5 o — 1
Stad 2; = g7 2o biDiy = 3oz O
an1 Ann
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m = o — L
Przyklad 4.2.4.
3x — 2y =

5 3 -2 x 5
Uktad { 24y = 1 jest réwnowazny roéwnaniu [ 5 4 } [ y } = [ 1 }

W = det { 2 _i } =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera
S

Metoda eliminacji:

y=3x—23 zatem 2z +4(3x —3) =1,skad 2 = & oraz y = — %
Rozwiazanie rownania rna,cierzowegO' A9
¢ 0‘01
X =A"'B, At =7 d ~ N“ |
B 2] 4o i 4 2 o4 2 5 L2
detA =16, D = [ g}, ],X 6| _9 3 1 15\
S T
X 1 2 A /\ - ~ \\
— 16 _B’y__ A / -
—_—
Wzory Cramera:
3 5
W = detA = 16 # 0, W, = detd; = —22W—detA2— 2,1 = —7,
Jr— W’U — {
S o e T
= »@‘
Whniosek 4.2.5. i) Jedynym rozwigzaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie—.
zerowe r1 = ... = x, = 0. —— % = o
ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny. L :
Przyktad 4.2.6.
Oz +0y =0
-Uktad jest uktadem sprzecznym. Ponadto W =W, = W, = 0.
Oxr+0y =5
(Mo¢ cAm
Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykazaé, ze jesli detA = 0 oraz detAk # 0 dla pewnego
ke {1,2,...,n}, to uklad jest sprzeczny. -
AN
ii) JeslidetA = (Loraz detA; = 0 dla kazdego,i € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony
lub sprecany. NI — =
| m=om A “wuhdrioun
? ek g
4.3 Twierdzenie Kroneckera-Capellego
7 AEN ym (%) A
— V26,0
ron 01e)

Rzad macierzy e (6% bugdrd |
o (p)

Definicja 4.3.1. Niech A = [a;j] € Myxn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z
macierzy A poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

35



Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € Mpxn(K), A#0 nazywamyvr\lgivx/iilgls&x stopien
jej niezerowego yhinora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest rowny zero.

(A) < min{m, n} .
Prayklad 4.3.3. /

A=

B =

C p—

D—

Twierdzenie 4.3.4 (Wlasnosci rzedu macierzy). Niech A € M., (K). Wowczas
——
i) r(A) =r(AT),

/" ii) 9peracje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.

Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,x,(K) nazywamy macierzq schodkowgq, gdy pierwsze
__niezerowe elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja
sie w kolumnach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym
niezerowym wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

12 9 1 2 31
1 -7 012 21
B = ¢= 0 0 1
0 0 15 0 0 0
4 schodki 3 schodki to nie posta¢ schodkowa

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy
(t. schodkéw). o

Dowadd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna gérna nieosobliwa. [
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Przyktlad 4.3.8.

4

7

-« \/>> D— !

WXV :

3 4 ) 1

w2 2w —1 0 @ 0

w3 — ﬁwl _7 _17 w 0
e B -8 —17

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi 21, .

z K postaci AX = B.

a1 192 ... QAp b1
a a .. Qonl b
Macierz U = [A|B] = o ? ?
m1 Am2 .. Gmp bm
uzupetniong uktadu AX = B.
M

é m Y %5

w“m

)

ORI L@ O@Ooj

, T, 0 WspOtczynnikach

€ My (n+1)(K) nazywamy macierzq

(e ot 5preen)
ki - 0N b oy

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwigzanie

wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).
Whniosek 4.3.10.
ii) Gdy r(A)

= r(U) = n, uktad jest oznaczony.

i) Gdy r(A) # r(U), uktad jest sprzeczny. /( {/wqh

M\O“i\o\%)

iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od

n — r parametrow.

Przyktlad 4.3.11.
r—y+3z = 5
de+y+7z = 8
Sxr+2y+82 = 4

—1\3|5
—[AB]= |4 1/)7|8 |, r(A)<3,rU)<3
52 84| ———
C\& etA =0 oraz 1 -1 ' # 0, zatem r(A) =2
o~ 1 DS

@—1 3 57, [L -1 3] 5
U= 0 5 -5 —12 | 2500 1 1| -2
0\7 —7|=20 (7 [0 1 -1| -3

w3 —dw1

w3 —wg
=T

R

<\)\/Q V\ g#\/\ (\)N>

r(U) =3 #r(A) = uklad SW —
— ~lwy = 3

Algorytm rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych

1. Jesli 7(A) < r(U), uktad jest sprzeczny.
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2. Niech r(A) = r(U) = r._Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy
rowniez minorem macierzy U). Wowcezas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r_wierszy macierzy U (rownan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktorych wspoétczynniki nie tworza M,

_ przenosimy na strone wyrazow wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne

niezalezne). Uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — r parametrow.

Mowiac doktadnej r sposrod niewiadomych oznaczanych 2, ..., z). zalezy od pozostalych
n — r niewiadomych 2/, ...,

Y n*

Przyktad 4.3.12.

2v—y+32 =7
3r+2y—5z = 4 )<+“Q 2z

dr+5y—13z = 1 -Z,g¥?<¥j

<
IS

U =[A|B] =

—1
-1 2 3

U 2 3 =5
zmzenne\y’x\g 5 4 i 13

‘—12

NN AN
|

SLI R

w ot w

7
4
1

‘ # 0 minor niezerowy

uktad nieoznaczony, rozwigzania ¢ y =
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Metoda eliminacji Gaussa A ' \[‘ - (b M = LA\ %‘X

Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy rdwnowaznymsi, gdy posiadaja ten sam zbior

rozwiazan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza ztozonego z Qv rOyr02= O
samych zer lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja LM o
rzedu macierzy U, zatem prowadza one do rownowaznego uktadu roéwnan. Ewentualne -

przestawienie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.

440 LEF
Dokonujac rownowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz o9 / )
U = [A|B] do postaci F ") 10
L DT
[A'B'] =
0
| ~ Wekou
Jesli z,.1 # 0, to uktad jest sprzeczny. O . ounAnATE 5 ?@6“0'\6 o - U({
Jesli ostatniwiersz sie nie pojawi oraz|r = n,!uklad jest oznaczony i jego rozwiazaniem mvtiad

jest x; = z;, dlat € {1,2,...,r}.
Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja
postac

'} 2 T4 -~ e,
0 I T I Tt " Lies & Q\O(W\M
x; 2 Srr4+1 --- Srn x%
Przyktad 4.3.13.
A x1+2x2—x3—x4 =1
/_/\ (L’1—|—5L’2+IL’3+3$4 = 2 )
fby.U\ & 3$1+5$2—I3+[E4 =3 r{(’\)’/ Z
@ 2 -1 —-1]|1 1 2 -1 —-1]1 | 2 -1 -1 1
U=\ 1 1 3|2 L;”> 0E=D) 20 41| =22 10l=-1 2 4| 1
3\ 5 —1 1|3 ™ Lol=1\ 2 4]0 0 0 0 0j-1
Roéwnanie 0xy 4+ 0z9 + 0x3 + Oxy = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.
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Przyklad 4.3.14.

20 +4y+92 -5t +6u = 13
r+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+7z—11t+2u = 18
dx 4+ 8y + 192 — 15t + 11lu = 20
—%x—y+z+3t+2u = —g
A2 4 9 -5 6|13 @4—425
1 2 4 -4 2| 5 49 =5 6|13 | w2
U= 367—11218% 316 7 —11 218 ”54“’1
4 8 19 —15 11| 20 [ 2" 418 19 —15 11]20 |
-3 1 1 3 2|2 1)2 -2 -6 —4] 5
I 2 4 —4 2%5 T4 4 9 95
0(0) 1 3 2|3
ko za ks 0 3 2 0 3 w3 +dws
00 =5 1 —413 Watowa,
zmienne Xxztuy 0 —5 1 —4 0 3 wq—3ws
00 3 1 3]0 =10 3\ 1 30]0
07
2 1 4 —Ef\'z 2105
01 320/|3 LGl
0 0 8 3 019 zmiennex z u t'y
2 2|—4 2|5 114(0) -2 2| -1
2 3 23 “”*—zw% 0 —é 0]-3
0 o3 ™™ oo TI| S0 3
0
7
0|3
Yy 20
W Jc@
r+2y=11
rOwnowazny uktad <[ z — ét: =3 ozwiagzania

r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uklad nieoznaczony, nieskonczemiewiele rozwigzan zaleznych

)

od 5 — 3 = 2 parametréw
i




Uwaga 4.3.15. Podziatl niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny;,
lecz nie jest dowolny.

Przyktlad 4.3.16. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwigzaniu

uktadu réwnan.
r—3y+z—2s+t=-5
20 — 6y —4s+t=—-10

2z+1t=0
1 -3 1 -2 1| -5 1 -3 1 -2 1]-5
U=[AB]=|2 6 0 -4 1|-10 | 20 02 01| 0
f2’103%2501 0 0 02 01/ 0
- 0 0\@ 01 O} T::r(A):T(U>:2an:5an—7’=3parametry

5

Trzy zmienne sposrod pieciu mozna wybraé na (3

Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

) = 10 sposobow.

minory niezerowe | parametry
k1, ks {y,s.t}
k1, ks {y, z, s}
]{52, /{33 {l’, S, t}
ko, ks {z,z, s}
k47 kS {37, Y, t}
ky, ks {z,y,2}
ks, ks {z,y,s}

Uwaga 4.3.17. W przypadku gdy uklad réwnan AX

B jest ukladem Cramera,

wykonujac operacje elementarne na wierszach macierzy uzupelnionej U = [A| B], sprowadzamy
te macierz do postaci [I1X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu.

Przyklad 4.3.18.

[A|B] operacje  elementarne [I|X]

na wierszach

rT+y+z =

20—y —z =

r+3y+z =

(1) 1 1|3] 1 1 1

[A|B] = |/2\=1 —1]0 | 22225 |/ \—3 -3
)3 15 T o2 o0

(11 1 3] 1171 0| 2

001 1] 2|2 101 of 1

0/ 0)—1|-1] ™™ |00 —1|-1

uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie v =1,y =1, 2
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Przyktad 4.3.19. Okresl ilo$¢ rozwigzan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

2[[’2
41’2
2.%'2
21’2

x
2.271
(p+ 1),
x1

++ + +

p+1
2p + 4
p+1
p+3

p+3

p+3
2p+ 2

2 p+1
o )
0 0

0 2

(NI NOREE \V)

%
U= pEEJ

k1 za ks

zmienne Xg X3@X4

‘Whnioski:

+

+
_|_
_|_

dp+6 | p+15
p+4
11

1
0

D
0

4

p+3 4

2p |p+7

0
p+1

D
7

W schodlan’

_|_

+
+
+

(p+3)zy = 4
(Ap+6)zy, = p+15
(p+3)xy, = p+4
(2p+2)xy, = 11
1 2 p+1\‘p+3 4
N0 2 2p | p+T7T
@0 0 0 P
0 2 p+1 7
2 p+1 1 p+3| 4
wiws | 0 N2 0 2 |p4T
0 0
0 0

Dla p € R\ {0,1} mamy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uktad jest oznaczony.
AN _

Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postac

VA AV

skad otrzymujemy, ze r(A) = r(U)
Zatem uklad jest nieoznaczony.

S DO

|

3<n=

S DI =

O DO =

4

~J

|
J

_ D O W
()]

e}

Posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

OO O N

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Geometria analityczna w R3

5.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : z,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (x,y, 2), gdzie x,y, z to wspolrzedne punktu

—

. o
e zbior wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP = [z, vy, 2], g oo™

gdzie x,y, z to wspolrzedne wektora

e zbior wektoréw swobodnych a. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektorow
zaczepionych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé. - A qy,x
/j
- L \

Oznaczamy przez 0= [0,0,0] wektor zerowy. (\N
Dzialania na wektorach - 7 _
Niech @ = [ug, Uy, u,], U= [0y, vy, V], X € R. R \]j = L \9
U+ U = [uy + vy, Uy + vy, u, +v,]  suma wektorow A /
A ﬁ = [)\Uz, >\Uy, | iloczyn wektora przez skalar *

wektor przeciwny do 4
- U roéznica wektorow

AZ
-~
0 -7
o~ v
\\\ _:"‘4' — 9 y
S
x -
Dtugosé wektora
Oznaczamy przez |u| dlugosé wektora «. Jesli P, = (x1,y1,21), Po = (22,42, 22), to

wowczas I

E—
PPy=[x0— 21,92 — 1,22 — 21}, |PiPa| = /(22— 31)2 + (v2 — 91)2 + (22 — 21)%
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[0,0, 1] wersory osi uktadu wspolrzednych. Wowczas zapis @ = [u,, u,, u,] oznacza @ =

Ugt + Uy + u.k. Ponadto |@] = \/uZ + ug + uz.

Wektor dtugoéci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1,0,0],7 = [0,1,0], k = X 5 “

W=Lh2d) 7 Do), (o, ]}
) <,0 _ .
3)

Wiasnosci dtugosci: |@] =0 & @ =0, |A-ad|=|)\-|d|, @+ 0] <|d|+ 7). B T Lo
1 U +2n ~
. } . . . Jd o« 3
Wersorem niezerowego wektora u nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co ‘
1. Oznaczamy go u. Oczywiscie 1 = ﬁ - . ‘ Wm\omao\ v
n VoW
1 = z U . ‘ N )0 / UJ\J\
Jesli 4@ = [ug, uy, u], to [%', & 15| oraz (M oY
2 2
~ u% Uy Uy 1 2 2 2
u| = — 4+ — 4+ — = — uz +ur+u =1.
AT AN TR T A R A
Jesli wektor 4 = [uy, uy, u,] tworzy z dodatnimi polosiami ukladu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kgtami kierunkowymsi, zas wspotrzedne wersora
~ .. _ Ug _ U_y _ Uz . . . .
u, czyli liczby cosa = f) cos 3 )y CoSY @nazywamy cosinusami kierunkowyms
wektora .
-7 z
oW w
/\" ~
o~——1b———r"’_—> Y
o~ y /[ s\ R
Wy 4
X
/7 \
Iloczyn skalarn; \ L \‘ ‘ ' - 0D & = L

; Oznaczamy przez £(u,v) kat miedzy wektorami u, v, Przyjmujemy, Ze nalezy on do
przedziatu [0, 7).

_— Mclag
Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektorow o, v nazywam @ (KJ
— —| - T — — . 2~ .
/|u\ - |V] - cos £(1, ¥). Oznaczamy ja symbolem @ o . Gdy jeden z wektoréw jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. JesSli 4 = [uy, uy, u,|, U = [v,,0y,0.], to wowczas @ o U = uv, +
UyVy + U V.

Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,—1,1] =1-24+4-(=1)+0-1 :g< 0
osinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty.

\/\r\/‘"/\/
W el o e

I

C/9‘)\“(\\’* )
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Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow u, U, w prawdziwe sg nastepujace rownosci.

1) UoU=voU 0?0’(‘“\'0" YV\CMWC'\AA

o s (R VoW Uy M)

i) oo = |ul? (\Llf(\k .Y W = LW g Uy Uy
— /‘ \\/) 2 SM’W\@ L,u/ggl/'@£6u 4 :j

?6T)Vl .

TSN T\ TG e € TR
. - no :
Vi) T A0, 740, Gov=0 =\i L ) én ;
0L~ 2470

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych
sic w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
W
Z AZ

Xy

—

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (u, U, w’) ma orientacje zgodng z orientacja

uktadu wspotrzednych, jesli
Up Uy Uy
Uy Uy Uy | >0.
Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory w, v nazywamy wspotliniowymsi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w

ktorej zawarte sa te wektory. Piszemy wowczas || v.
———e

Definicja 5.1.6. Iloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow
U, U nazywamy wektor w taki, ze:
i) o L, w Lo, \/ﬂtmnc\'\

—
Y

i) | = |d] - [0] - sin £(4, V)




iii) orientacja trojki (ﬁ, U, lU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

Wektor w oznaczamy symbolem[w
Jesli w =0 lub ¥ = 0, to przyjmujemy u x v = 0.

/\
~a_aa 3o L
Przyklad517Az i=Jxj=kxk=0 R X R
1 X 7 =k, X k= kxi=j, jxi=—-k, kxj=—i, i1xk=—j
\_/\/W\J
Twierdzenie 5.1.8. Jesli 4 = [u,, uy, u.], U = [vs, vy, v,], to wOWczas
i k|
UX U= Uy Uy Uy %
Uy Uy Uy
Przyktad 5.1.9. Niech 4 = [1,2, —3],¢ = [3,4,5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a
ixi=|1 2 =8| =i| % 2(pIL 3 k|l ? = [22, —14, —2]
4 5 3 5 3 4
3 4 5
lub metody Sarrusa
TxT=|1 2 —3|=10i+4k —9) — 6k + 121 — 5 = 22 — 14j — 2k.
34 5
Twierdzenie 5.1.10 (Wlasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektorow , v, W prawdziwe sg nastepujace roéwnosci.

Lo L OPUATY AR\ 2 (o (e oo L (o
)UxT=—UXU " foepacan'® iv) 4 x (U+ @) = (4 x ) + (4 x )
ii)AﬁxU):Aﬁ)xU—ux(Av) v) |u x 7| < |l - |V
i) (F4+T) x T = (Ax @)+ (Txd) vi)TxT=0 o (anav i=0V 17:6)

Reguta prawej dtoni:
Az +Z
X
o
Y
y¥
X - -~
g g 03 C

Uwaga 5.1.11. Pole réwnolegtoboku rozpietego na wektorach @, ¥ rowne jest | x ¢/ % (/J; ¥ /?




Tlloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy, uy, u.],
__maeszanym uporzadkowanej trojki wektorow
ja symbolem (ﬁ, U, w)¢~ Skadav

[V, Uy, 0|0 = [wy, wy,w,]. ITloczynem

U =
—_ = - . — — — S
U, U, W nazywamy liczbe (xv)ow. Oznaczamy

Koo/
Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [uy, uy, u.], UV = [vg, vy, V.],0 = [w,, wy, w,]. Wowczas

Uy Uy Uy
(ﬁ, U, IU) =| v, v, v,
Wy Wy, W,

Uwaga 5.1.14. Objetosé¢ rownolegtoscianu rozpietego na wektorach «, v, w rowna jest

h

Dowdd. Niech a = £(i x ¥,w). Poniewaz V = P,-d = |t X 9| - h oraz cosa = ray» Zatem

V=1|uxd|-|Wcosa=wo(udxv). O

Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,—-1,2),D = (1,3,5)
leza w jednej plaszczyznie?

Punkty leza w jednej il)asz_}czyz’_rﬂ)e wtedy i tylko wtedy, gdy objetosé¢ czworoscianu
rozpietego na wektorach AB, AC', AD jest réwna zero.

— — —
AB =[4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = [0,3, 3]

N 4 1 3 - -

(AB,AC,AD) — |2 -1 0|=-12+18-6
0 3 3

Punkty sa wspotptaszczyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw ., v, w, @ prawdziwe sg nastepujace rownosci.

- U T -
i) (@0, @) = — (0,4 @) = (0.4, ) |
VM-/\/\/‘L\—/ o > 5 JL . - > Fn,(rvf’
i) A(7.5,0) = (M, 5,0) = (@,70.0) = (@.60) (VT8 = (Ved)e v =
- D =2

iii) (i + 7,7, @) = (4,@,d) + (7,,4) we= (V)

g__‘.__/
i) |(7,5,7)| < [d- 71 |}
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5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3

Roéwnanie ogdlne i normalne plaszczyzny ?D € T]
| | _ s L
Niech f_o\/:\_gxo,yo,zo) € R3 bedzie ustalonym punktem, za$ 7 = [A, B,C] # 0 ("Vv
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior _ |
=0 9 /

7={P=(z,y,2) €R®: PP L i}

——

jest plaszczyzna przechodzagca przez punkt Py i prostopadla do wektora n. Wektor 7
nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny .

— B -
Perm e PPoni=0< Alx —x9) + By —yo) +C(z — 20) =0 ?O o =0

—_— e

Roéwnanie normalne: 7 : A(x —x9) + B(y =vo) + C(2 — 29) =0
Réwnanie ogodlne: m: Ar+By+Cz+4 D=0, D=—Axy— Byy— Cz

Przyklad 5.2.1. By =(1,2,5),n=1[1,—-1,3], hen,n L n, 7 ="
7:1-(x—1)4+(-1)-(y—2)+ 3 (2 — 3) = 0 rownanie normalne \\
m: x—y+ 3z — 14 = 0 réwnanie ogblne

Rownanie parametryczne plaszczyzny

—

Niech Py = (Z0,%0,20) € R* bedzie ustalonym punktem, zas d@ = [a,,a,,a,] # O,
b=[by,by,b.] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ }f b. Wowezas zbior

t={P=(z,y,2) ER®: 3t,scR PP =1tad+sb}

— Yo, 2 — 20]

+1t-fa) + s
t-lay|+ s
z=z/+t-g, +s

Przyklad 5.2.2. Napisz réwnanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownoleglej do osi Oy.

Roéwnanie parametryczne:

R A A
AB=[,40 || =, j=[0,1,0]0y=jn Acx
| 0 s =1+t
e s =1+4t+s ,t,seR
s =4
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Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postaci 7 : | 2 + 4 + 2 = 1, | gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne =z
przechodzaca przez punkty (a,0,0), (0,5,0),(0,0,¢). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe

o —
plaszczyzny. lam (5 A_E? =~ [Cat, o
, . . . A 8 F L2 0, C
Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty A
Pl - (SEl?yh Zl); P2 = ('TQJ Y2, ZQ)? P3 = (1’37193; Z3> ma pOSta‘C —=
L o?

=1 Y- ~F—=x . R
To—T1 Yo—Y1 22—z |=0. Moz AB>AC C
T3 — X1 Ys— Y1 23— 21 ' ™

—

. . . — ., / )
Istotnie, poniewaz Py Py = [x2 — T1,y2 — Y1, 22 — 21, PPy = [x3 — 21, ys — 1,23 — 1] || 7 yzs 5

— : //
oraz n = PP, x PPy 1 7, zatem

—
7={P=(x,y,2): PP L i} ={P=(z,y,2): [t —x1,y — 1,2 — z1] oi = 0}. 5 j 0
- O/
. 3 ~A] o (
5.3 Prosta w przestrzeni R A ,
(M bele-a +m,(fja0,)
Roéwnanie parametryczne i kierunkowe prostej al (220 J=0
N e Y L -
Niech Py = (%o, y0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas @ = [a,,ay,a;] # 0\ v % "%U
ustalonym wektorem. Woéwcezas zbior v .M 7
2 2 42y = A
O"/ 3. 0D = o <
Q l={P=(x,y,2) e R°: BP|ad}
—_—r——
R0 jest prosta przechodzaca przez punkt Py i rownolegta do wektora a. Wektor @ nazywamy
kt ku k tej l. “*o Yo, T-Zo )= T
wektorem kierunkowym prostej LX-%o,Yy-Yo, ) L%“*,J‘“j,{’“z]?’(x,g,%)

Phbel & dteR : PP=ta

=2 t-a

Roéwnanie postaci [ : y=1y +t-a, ,t€ R nazywamy rownaniem parametrycznym
z2=zy+1t-a,

prostej [.

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢ otrzymujemy réwnanie postaci [ :
j\‘ - = Y = 22A ktore nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej [

-  ag ay

Rownanie krawedziowe prostej

Niech my : Az + By + Ciz+ Dy = 0, my : Asx + Boy + Coz + Dy = 0, gdzie
A + B + CF # 0, A3 + B3 4 C3 # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi ptaszczyznami. Ich

czescig wspolng jest prosta [ = m N .

) -2 L
CA&&}#@ Pel & (Pem APem) (‘((P\) A ?
{Alm—i-Bly—l—Clz—i-Dl—O (\(\/N/

T u YA/
o 49 6

Rownanie krawedziowe: [ :




Przyktad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i
rownoleglej do ptaszezyzn m : 6 — —Y —|— z2—2=0,m:x T +- 3y — 2z +1=0. 4ou- 055[,,6

Oznaczmy 7y = [6,—1,1] L my, 7iy =[1,3,-2] L my oraz d = nl X Ty || 1.
S —————

—> —
. g Ny
> i gk T =2 /
Wéwcza@ 6 —1 1 |=[-1,13,19] orazl: { y=3 13t
1 3 =2 z=1+419¢
5.4 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech T A1$ + Bly + C’lz + D1 = 0, n_i = [A17Blagl] # 6,
Ty 1 Asx + Boy + Coz + Dy = 0, 1 = [Ag, By, Cs] # 0.

Szukanie punktow Wspélnyb\ﬁ'l oraz T polega na rozwiazaniu uktadu rownan

All‘ + Bly + Ciz = k o Al B, . B —Dy
A2 BQ 02 P n '

. . A1 By . A1 B Cl —Dy
NlechA—[A2 B, ,U—{Az B, Cy —Dy |
0o Ly,
Plaszczyzny moga by¢ rownolegle. m||me © ni|lny © Nl xny = 0 / , S —

= Bl = g; = Dl, gdy r(U) =r(A) =1
st

albomﬂm:@@% B—l ;#g—;,gdyr(U):Zr(A):l.

Woéwcezas albo 1 = my &

e

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny m }f mo przecinaja sie wzdtuz proste;j.
W szczegolnosci moga by¢ prostopadie.

7T1J_ﬂ}\<:> ny L ng <:>77710’nj’2:0

2

& - =
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Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej I, przechodzacej przez punkt P, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ rownolegte. |k < @|b< @axb=0.
Woéwezas albo [ =k, albo INk = @.

o
LW (L

——

Gdy I } k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste [ i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory

Ple,&',g leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspdlny tj.
[Nk ={P}, 2 K

9) Proste [ i k nie leza w jednej pt nie (tzw. proste skos jest 1¢ ; §<7/
) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. pros w co jest réGwnowazne

stwierdzeniu, ze wektory P, P, ad, b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowcezas [Nk = O .
\_/_—

—_—
Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy (P1P2, a, 5) # 0.

Katy

Definicja 5.4.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sg prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi
tychze prostych.

ii) Kgtem miedzy dwiema plaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy plaszczyzny
sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze
plaszczyzn.




)

Definicja 5.4.2.

, o ) —
P’ e m taki, ze PP" L 7. P “ )

i) _Rzutem prostokgtnym punktu P na ptaszczyzne m nazywamy punkt
ARG A

-
m )

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostg [ nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP" 1 |.

Mozna zdefiniowa¢ rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o Jf

)

‘l/‘,-»".‘-"? {/J?\ b - 1 N v

/‘?? T Vi

(}%\lﬂfg
|| T

e Nt \Jb*vx\’(/\’(/

batl=

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktorym zakladamy, ze nalezy do

plaszczyzny zawierajacej P oraz [:

Lok =03}

L[l‘é ’0/(?/%
J IMJ'VQ

v

?UMLW\O:J"‘.( J
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Przyktad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne
T =2
e =1 S ,t,s € R.

z:3+@

k
1|=[-3-16, (kLr=k|d
1

T 3@ =2~ (y-D+6(:=3)=0 Lo~ normal g

7:3r+y—="6z+11=0 {P}=kNnn="
34—3t)+5—-t—6(-3+6t)=0=t=1, P =(1,4,3)

e~ o~
Definicja 5.4.4. Kqtem miedzy plaszczyzng a prostq nazywamy kat o mierze 3 — a,
gdzie « to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta i plaszczyzna sa rownolegle)
miedzy odpowiednio zwréconym wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym

plaszczyzny. 4
\ e _ A~ &
L amk o( 5 ( | )
_ Lk
K) X
o
Przyktad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1  ,teR

z=2
a plaszczyzna m :t’m {y ﬂz +1=0.

Mamy a = [-1,0,2] || [, n=[3,1,1] L m. Oznaczmy f = £(7,d), « = § — 3.
1 __ —3+0+2] 1 _m 1
Obliczamy cos 3 —#ﬁ = T = U O= 5 —arccos =,

. _ . . 1
albo sina = cos f = « = arcsin T

| B %o oy, Wt o l
Re® ARVNT |- oy (X K| 53 J
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Odlegtosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny m, nazywamy dtugosé odcinka
PP’  gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na w. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej [, nazywamy dlugosé odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzér na odleglosé punktu od ptaszczyzny

Niech Py = (z¢,yo,20) oraz m: Ar+ By+Cz+ D =0,1=[A,B,C] # 0. Wowczas i J

o 1,
|AIL’0 + Byo + CZ() + Dl
d(P(], 7T) = - .
\/\/\/‘/‘-_/ |n| 7 \
Istotnie, niech k£ bedzie prosta taka, ze Py € k, k L w. Wowcezas k: ¢ y =1y + Bt ? "
2=z +Ct <

{Fi}=knm="
A(zg + At) + B(yo + Bt) + C(2 + Ct) + D = 0, @ —A“jﬁy;jfgjiw o ~ W
d(P,7) = [PyPy| = /(A1) + (Bt)? + (Ct)? = [t|V/A? + B? + (7 = [AmorfutCotD

Wzér na odlegtosé punktu od prostej

Niech Py = (2o, o, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a@. Wowczas / 2
ol €

PR x ‘
i (70 P

Q N
oW . ?oo(dmt.)\j

v

o4



—
Odlegtosé prostej od plaszczyzny L n I\ :LL /?5

d(ﬂ \’l\);@

Jesli prosta [ nie przecina plaszczyzny 7, to wowczas odlegloscia prostej | od plaszczyzny
7 nazywamy odleglo$¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.

/ 4

efinicja 5.4.7. Odleglosciq dwéch ptaszczyzn (prostych ))ro’wnolegiychkazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.
Mozna wykazaé, ze dla plaszczyzn rownoleglych m : Ar+ By + Cz + Dy = 0,
Az + By + Cz+ Dy =0, 1y = [A, B, C] # 0 zachodzi wzor d(my, my) = 22221,

I7|

= Myf-To = Tanfy =L d (7, %) =0
/ﬂ/tv_fl& V>0¢(“/ J“/O
R/r“/‘“ Te n WA"W&t/é
(7\/4‘7[960( CPA) ﬂz)

o

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwoch prostych skosnych nazywamy odlegtosé dwoch plaszczyzn
rownolegtych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej I, przechodzacej przez punkt P, za$ b

wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P,. Zalézmy ze proste te sa

sko$ne. Wowczas _) ~— 04,\ cv-ﬁp,)c ((vv\oa(n.m L. mlmﬂncru
b)|

| P1P27
d(k,1) = —|a S

T y | N\ e ?ocxo‘f“”j
j \

o
y
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Symetrie

Definicja 5.4.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalona prosta oraz 7 ustalona
plaszczyzna.

i) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS =
—
SP;. -
N
ii) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
—_— — —
A €[ taki, ze PA = AP, oraz PA L [.

iii) Punkt P; jest punktem ﬂ)met%znym di> punktu P wzgledem plaszczyzny m, jezeli
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA | 7.
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

=R s K7 C
TEMAT: Przestrzenie lintowe % iv

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,-) bedzie cialem, za$ V' # @ zbiorem. Niech dane bedzie dziatanie
wewnetrzne & : V x V 3 (u,v) — u@® v € V oraz dzialanie zewnetrzne ©® : K x V >
(,v) —aGuveV.

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V, @, K, ®) taki, ze
i) (V,®) jest grupa abelowa, suma \/
ii) Vuv eV Vae K a®udv)=(adu)®(adv) B o ,LA/L(&/\OS(/
iii) Vo eV Vo, e K (a+p)0v=(a0v)d(8Ov)
)
)

N Swmma v )
V) VweV Va,BeK (a-B)0v=a0(BOV) mpmmonk Tae¥™IC

VIVVWeV 1ov=0v punrainodl (/\-/g,mm{(MnJ ANNOLEN [a CI’%(\L}

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V/ nazywamy wektorami, zas elementy ciala K skalarami.

e ——
Przyklad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.
9 i) R'=R"®R0) X . xR
’ §0°j Dla u = [uq, ..., u,],v = [vq,...,0,] € R" oraz a € R definiujemy —~

S
V UBU= [t 1 01, rtn 0]y @O = o .., U], =g
i) (K", ®,K,®), gdzie K = (K, +, ) to dowolne ciato

e K

Dla u = [uq,...,u,),v = [v1,...,0,] € K" oraz a € K definiujemy B
UDV= (U F U, Uy U], QU= Uy, Uy » ;(w.u@"’t G:\/ X C =C
jos gl
iii) (R®,+ R,-), gdzie RE = {f| f : R — R} o gl

Dla fi : R — R, f, :RHRorazaeRdeﬁ/ 1ujemyﬂ I "[ﬂ,‘r”'wqﬂv@) (V\:A
fs = f1 @ f takie, e Vo € R fy(z) = (f1 & fo)(x) i= fi(z) £ fola)" .
oraz fy = a ® fi takie, ze Vo € R fy(z) = (o ® fi)(x) := a - fi(x) @

Elementem neutralnym dziatania @ jest funkcja stale rowna zero.

V) Mpsn(R) = (Myxn(R), +, R, -), gdzie dziatania +, - to dzialania dodawania macierzy
1 mnozenia macierzy przez liczbe.

(\m*”‘xw{"p{o 57
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v) R[z] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej
o wspolczynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dzialania w ciele K = (K, +,-)
i dzialania w przestrzeni wektorowej V = (§J +, K, -).

u-+v suma wektorow

o+ [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, a, 8 € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dziatan w ciele
K. Woéwczas: L Al J hrthator 2200

YvoeV Vae K O(/-v:a~0:0 @ (\?7
Sy

i
i) VveV VaeK a-v=0<«< (a=0V v=0)
iii) VveV Vae K (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)
YVoeV —1-v=-v

v) YveV Va,pe K (a—f)-v=(a-v) B 1/0\/\/\(’}/\1\/9\)(/

VuveV Yae K a-(u—v)=(a-u)

v

vi

)
)
)
)
)
)

1‘ CIR2IR

Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K, +,-) i niech X /F
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.1.5. Jesli zbiér U wraz z dziataniami

Bluxy : UxU 3 (u,v) —|udv € U)Olgxv : KxU 3 (a,v) »—>'a®v € Ulest przestrzenia, I

ﬁﬁl_o_v-v-ad nad ciatem K, to lg_zj-lﬁdeU, K, ®|kxy) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq 1 PN 2R
lub podprzestrzenig lintiowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorows oraz @ # U C V,
to wowczas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

N
Vui,up e U Vae K uiPuelUNaGu €U NW/\QJW‘“WC
’\-"\-—.—-v/ ‘—V\___\

lub réwnowaznie

Vui,up €U Vo, € K (a®u)®(BOuy) € U.
,_,____5/\_’_\_\_/
Dowod. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z

faktu, ze U jest podgrupa grupy V. U

o8
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neul AP

Uwaga 6.1.7. Niech V = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =
{0} jest podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie
U =1V jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami
niewtasciwymi.

e o O St
Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy. \/

Dowaod. Jesli U jest podprzestrzenig liniowa, to Yuy,us € U Va € K uy Guy € U A
gg/@ € U. W szczegolnosci —1 © uy = —uy € U oraz uy @ (—uyq) :&E Uu. 0O

1/],) N N—
Wnlosek 6.1.9. Niech V = (V, &, K, ®) bedzie przestrzmv% zas U C V podzbiorem J

A V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
p L—-—'\' — %n*\/w? 0‘7/\3(/\"7\/
Przyktad 6.1.10‘/ ¢
i) V= RO+ R, U= (C(0,1]R), +R, (V& \b(o)
prlon)— i

-—ﬂq(L U jest podprzestrzemq liniowa V', bowiem suma funkcji ciaglych jest funkcja ciagla oraz
1loczyn funkcji ciaglej przez liczbe jest funkcja ciagta.

i) V=(Rlz|,+,R,), U={f € Rlz]: deg f — parzysty} 0(69 fr S%F\ e

derer
U nie jest podprzestrzenig liniowa V. Niech f(z) = 2* + 2% oraz g(z) = —z*. Wowczas
-
(f +9)(z) = 2> Zatemf\goEU ale f+g ¢ U. e et
—w\t

. 4 4 . o ~nC Y
iii) V=(RY+R,.),U={(r,y,2,t) e R*: 20 +2 -3t =0Ay =0} ~waghea €
U jest podprzestrzenia liniowa V. Skoro%éf—(lr oraz y = 0, zatem dowolny element

u € U jest postaci u = (x,0,3t — 2x,1) y uy = (21,0,3t; — 2x1,t1 e U, uz =

.

((29,0,3ty — 2x9,t9) € U oraz a € ]R wowczas

\-“”-/
Uy + Ug = (LU1+5172,0 3(t1—|—t2)—2x1+x2 t1+t2
oraz au, = (ole,O a(3t1 — 2x1) aty) = (axq,0,3at; — 2a:v1,at1 7”%
iv) V = (R[], 4R, ), U = Ry[z] = {p € R[3] degp<n} /“ G A

Przyjmujemy, ze degO = —00. Wovvczas U Jest podp énia liniowa V.

y=ax

Podprzestrzenie wektorowe R? i R? m
)

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez
——————

(0,0).

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace

przez (0,0).

6.2 Liniowa niezalezno$é wektorow

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech ay,...a,, € K, /
v1,...,Uyn € V. Niech W # @ bedzie podzbiorem zbioru V.
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Definicja 6.2.1. i) Wektor cyvy + ... + vy, € V nazywamy kombinacjg liniowq
wektoréow vy, ..., v, € V o wspdtczynnikach aq,...qa,, € K.

i) Jesli aqvg + ... + apvy, = 0, méwimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ayvq + ... + v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i
tylko wtedy gdy a1 =0,...,a, = 0. /o 7

iv) Zbior {v:a1w1+...+akwk ag,...op € K wy, . w € W k:EN},

bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoriczonych uktadow

A A \A wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokq lintowg zbioru W i oznaczamy symbolem
K ling W lub krétko LinI¥.
Gdy W jest zbiorem skoniczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}.
Czyli lin{wy, ..., wy} = {oqw + ... + pwy, o, ... qp € K}
— e = e~ N A 0 VW[ W

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+,K,-) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linWV
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)

podprzestrzen V zawierajaca zbior W. ‘ AT Ar = Mo _2 ~ X

KO \ NA Wy M AUz 73 o
Whniosek 6.2.3. Jesli u = \jvi+. ..+ A\vp), dla pewnych vy, ... v, €V, A, ... A\ € K
oraz \; # 0, to wowczas lin{ﬂj Vo, .. va} = lin{\u,, Vg, .oy Um} QA/\ ,{ u \V/B

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linW, zas I Y _B
podprzestrzen linWW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W. Lin & ‘

Przyklad 6.2.5. Wersory 7 = (1, O) oraz j = (0,1) generuja przestrzen R2, bowiem dla,
dowolnego @ = (ug, uy) € R* mamy @ = u,(1,0) + u, (0, 1) = uzt + u,J.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Definicja 6.2.6. Wektory vq,...,v,, € V Nazywary liniowo niezaleznymi lub moéwimy;,
ze tworza, uktad liniowo mezalezny, gdy kazda cja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalarow (3, ..., 3, € K zachodzi

Provt 4 Pnvm =0 = fi=...=Fn =0. L Mo ‘de PﬁfO

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy [liniowo zaleznymi.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €
\ N, m > 2. Wektory|vy,...,v, € V sa liniowo zalezne(wtedy i tylko wtedy) gdy jeden z
nich jest kombinacja liniowa pozostatych. <=>

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy, ..., v € R" generuja R” wtedy i tylko wtedy, gdy rzad

macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektorow vy, ..., vy, jest réwny n.
Whniosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., v € R™ generuja R”, to k > n.
—— Q
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Przyklad 6.2.10. Czy wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja
przestrzen R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (z,y,2) € R? istnieja a, 3,7 € R takie, ze b =
au + fv + yw. T

o (W N
)@y’l (1,1, 1)+ﬁ(2,\{)+’y(5,2,2),Oz+ﬁ+2fy,—oz+2’y)

!
1 25 o x %: (x B
1128 |=|y a&mMjm\ . M/b 0= %Y 2
| -1 0 2 ¥ z é7 K 3} ]:}
Wektory generuja R3, jesli powyzszy uktad jest oznaczony. LTy
1 2 5|x 1 2 1 25 x
11 2|y | =210 -1 -3|y—=x 01 3 r—y
10 2|2 ] "™ o 2 00 1|-z+2y+2 ]|
Uktad oznaczony, posiada rozwigzanie v = —x + 2y + 2,8 =2 —y —‘?g =4dx — Ty — 3z,
a=1r—28 -5 =—-2w+4y+ 2. Zatem wektorow u, v, w generuje R3. /\fA \/<

Przyktlad 6.2.11. Czy uklad {A, B,C} jest ukladem liniowo niezaleznym?
1 -1 -1 0 00 _
A‘[o 1}’3_[ 01}’0_{0 1]€MQ(R>—\/

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna.

Niech a, 3,7 € R beda dowolne takie, ze A + BB + vC = 042 = 00 } ,

0 0
a=0
— — 0 0
&@{“ f - }:[ ] = { B=a=0 =
0 a+B8+7 00 g0 04/} /D
Zatem macierze A, B, C' tworzg uktad liniowo niezalezny. Yorno . «h\ﬂu ahn 4

2aden 1 dAtmtndoo A [ BC Ve [Bb komb (nioug

oToo) -
Przykiad 6.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4), v = (1,2,0, 1), w = (0,1,3,1) € R* sa [
liniowo niezalezne? o e A f

s R R1R ¥ R
Niech a, 8,7 € R beda dowolne takie, ze au + fv+ yw =0 = (0,0,0,0 L
Stad (a+ 3,2a+ 28+ v,3a + 3v,4a — 5+ ) = (0,0,0,0). suroy L)V R
Wektory wu,v,w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad jednorodny ma jedyne
. . — e

rozwigzanie o = = vy = 0.

[ %N

1 1 0]0 11 0]0 A 0O s,
2 wo-2wr | O 0 10| ~dws |0 0 1[0 L@ oS N
0 ws—sw | 0 =3 3|0 | _1, [0 1 —1]0 0o @w 3
1 o -5 010 01 0]0 0w Ay
= r(U)=r(A)=n=3

Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w

sa liniowo niezalezne. oo O
J I o |

djr\CY\’ﬂ\} l
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Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektorow w R™ polega na wyliczaniu rzedu

macierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy réwny jest liczbie wektorow. S T

Whniosek 6.2.13. Niech vy,...,v, € R™. Jesli & > n, to wektory vy,..., v, sg liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v sa liniowo niezalezne, to k < n. )

Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa.

i) Uklad {v}, v € V jest liniowo zalezny swedy i tylko wtedy, gdy v = 0. O(j .
." C
ii) Uktad wektorow zawierajacy poduktad Lrl’ig/vv/oiz’__e_my jest liniowo zalezny. oC

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo o =0
niezalezny.

iv) Uklad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Definicja 6.2.15. Niech fi,..., f, € C" }(R), n > 2. Macierz W (x) postaci

fi(z) fx) . fa(2)
Wyt =| A0 B0 Rl)
D@y (V@) L ()
nazywamy macierzq Wrotiskiego uktadu funkeji f1, ..., fn, a jej wyznacznik wroriskianem.

Twierdzenie 6.2.16. Niech fi,..., f, € C"1(R), n > 2. Jesli wroriskian ukladu funkcji
fi,..., fn nie zeruje sie tozsamosciowo na R, tzn. 3zg € R : detWy, 5 (z0) # 0, to
funkcje f1,..., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Przyklad 6.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi(z) = 1, fo(z) = sinz, f3(z) = cosx tworza
uktad liniowo niezalezny w C(R).

1 sin x COS T
detW(z)=|0 cosz —sinz |=—cos’xr —sin’z=—1#0
0 —sinx —coszx

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.

6.3 Baza i wymiar przestrzeni liniowej
Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, zas by,...,b, € V.

Definicja 6.3.1. Uklad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli

jest on liniowo niezalezny oraz V' = lin{by,...,b,}. N faaen dmj “% gont ovtoro W
HIOWO HIP7a 021 0

Uwaga 6.3.2. Baza przestrzeni wektorowej jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji)
uktadem liniowo niezaleznym w tej przestrzeni.
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Przyktad 6.3.3. Baza przestrzeni R” /\\

Uktad wektorow {ey, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R™. Nt ool

e1 = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1) Jpentcosan
Whniosek 6.3.4. Jesli wektory vy,...,vr € R™ tworza baze przestrzeni R", to wowagzas w7m
k=n. @P@tr\‘ C/\f\ e

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 6.2.9 oraz 6.2.13. [

b €N

PO
Przyklad 6.3.5. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli v

U =1lin{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1), (3,4, 1,3)}.

Podane generatory na pewno nie tworzg bazy U, gdyz uklad 5 wektorow w przestrzeni
]R4_ jest liniowo zalezny.

1 1113
321 2 4
<
"l2102 1|58
1111 3 |(W5
(1111 37~
321 2 4 @r
"l2rtoz2 1|7 -
1111 3] V-
3 = U =lin{(1,3,2,1 . | (A/“\W
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U - + O
(poréwnaj wniosek 6.2.3). ‘ , o - i —
N SN ((km{u}\lb = Qﬂ,\(uﬁv\\iﬁ *"@bf\ ‘bMNB
Twierdzenie 6.3.6. i) Kazda przestrzen wektorowa rozna od {0} posiada baze.
Q ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni Wektorowe"‘]skor’lczenie Wymiau"ovvej/J sa rownoliczne.
. Jesli baza danej przestrzeni liniowej jest nieskonczona, to kazda inna jej baza takze
jest nieskoriczona.
iii) Kazdy uktad wektoréow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupetniony
do jej bazy.
o jej bazy e Mmh
Definicja 6.3.7. Liczbe elementéw bazy przestrzeni wektorowej V' = (V) +, K, -) nazywamy OQ\

wymiarem przestrzeni wektorowej V' i oznaczamy dimg V) lub krétko dim V., Méwimy
wowczas, ze przestrzen V jest n-wymiarowa. Jedli zaden skorniczony uktad wektorow

nie tworzy bazy przestrzeni V, to przyjmujemy dimV = oo. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.
Whniosek 6.3.8. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow,

gdzie m > n jest liniowo zalezny.
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2t
< 0""ﬁ
ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uklad n wektoréw liniowo niezaleznych mﬁm ar
stanowi bazg tej przestrzeni. i NY\\‘ °n
iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen [
stanowi jej baze. M“‘k .
Przyktad 6.2.10 - raz jeszcze N ‘
Wiemy, ze wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3. vo by cyer
Ponadto dim R? = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3. co- o batie
(,Jﬁyfwm Y s
eden @_JmMn\(/OU
Wnhiosek 6.3.9. Wektory v; = (v11, 012, - -+, V1), V2 = (V21, V22, ... Vop )y« + s Up = (Un13Un2s -+ - Unn) 2 a&f}
tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy ba Y,

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 6.2.8 oraz 6.3.8 1i1).

_ Wnhniosek 6.3.10. i) Na plaszczyZnie R? dwa dowolne wektory niewspotiniowe tworza @J

~ ..
— jej baze.
o

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolplaszczyznowe tworza jej baze. fr

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {by,...,b,} jej baza.

°) Definicja 6.3.11. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (by, . .., b,) nazywamy reperem

@ [ bazowym lub bazq uporzqdkowang.
Czesto moéwimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektorow

bazowych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych
1) (R, +,R,")
n (el,...,en>, gdzie e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,...,0,1)
2) (R[z],+, R, )
5)) @; (1,x,az2,x3,...>, dimR[z] =00, p(x)=ap-14+a-z+as-2*+...+a,-2°

3) (Ru[z], +,R,-),  Rylz] = {f € Rz]: deg f <n}

37 (1,m,x2,...,x”>, dimR[z] =n+1
— . . . 2 . n
dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) = ag (—1»)—1— a \fj as &—I— ot an - a™
\%mW\M
4) (Mypn(R), +, R, -) T

1, 7) = (k1
: — [kl Kl _
S)@ E117E127---7E1n7E217---7Emn)>gdZ1€Ekl = [e; ] zas e { 0 (i,5) # (kl)
dim M, (K) =m-n

— e
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Przyklad 6.3.12. Baza My(R) jest uklad (Fi1, Eia, Eo1, Fas), gdzie

wBil e i@ [ee ] L)

Dla dowolnej macierzy A = Z 2 } amy A = aFEy1 + bF 19 + cFEo + dE9s. Lo O\ 0 X
C ©O

= v
Twierdzenie 6.3.13. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, za§ W jej podprzestrzenia. LO 1 L
Woéwcezas Lcuo B vd | 04J

N — ~N o bnonT
) W#V = dimW < dimV, O edonttntns W
e Q) o
om W =di Jom
&wmjfm((<o“fwxw =7 J”“L(’(TL\)
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (b1, ..., b,) jej baza uporz@{owanq Wowezas
dla kazdego v € V istniejg skalary ay,...q, € K takie, ze v = a1b1 + ..+ oznbn
Mozna uzasadni¢, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary as, .. o, sa wyznaczone
Q jednoznacznie.

kr
0

i) dmW =dimV <oco = W=V, =2 = Jmu

—

a
Definicja 6.3.14. Skalary ai,...a, € K takie, ze v = ayby + ... + a,b, nazywamy
wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, ... ay)s.

Przyklad 6.3.15. R* = (R*, + R, ), B @ baza kanoniczna,
_B' = (b}, b, b}) inna baza, gdzie b = (4,2, 1.5 = (~5,2.3).b = (1,3,0) -

AN

Q Skalary 4,2, 1 to wspolrzedne 0] w bazie kanomczneJ oAr V4
UMOWA: Plszemy b, = (4,2, 1) zamiast b) = @ ddo waj wenem w
" Ponadto Wi = (1.0, o@ L2l Vo

Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'.

Niech v = [«, 8,7]p, tzn. v = ab| + BV, + ;. Otrzymujemy /
Iy =(=3]15,7) = a(4,2,1) + B(-5,2,3) + 1(1,3,0) = l@@l 20+ 28 + 3v,a + 3p). £

Aby wyznaczy¢ wspohrzedne a, B 7, nalezy rozwiaza¢ ukfad rownar

\ 4 -5 1 « =3 >
&;ﬁﬁ b2 2 3 | = %} Wt OZnMZ(ﬂ\j
U s 0] |y 7
//jg\%!\'§7/@—51— 1] 3 0] 7 130 1.3 0] 7
o 2 3| 15 ﬂ[@ 2 3 15}1“21“” 0) —4 3| 1|=21]0]/16|-12] —4
O @ 30] 7 4) -5 1]-=3 | =7 o/ -17 1|-31 0[=17 | 1]-31
(1 3 0] 7 1 3 0| 7 13 7 1
0 16 —12| —4 22 o (1) 113 | 2= o1 11 | 35 | =2
_0@—11 35 7 | 016|124 0 0 [—188|—564
(1 0] 7 13 0|7 10 0]1
0 1 1135 ’“2—”“’%{0102]““—3% 0102]:>v 1,2,3]
00 1 00 1(3 00 13
' 156 L 13k
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U shaca b N roua bazg,
" /L

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema
bazami. Woéwczas istnieja skalary oy; € K, 4,5 € {1,2,...,n} takie, ze

bll = Oéubl + Oéglbg + ...+ anlbn
b/2 = (1/12()1 -+ O./ngg + ...+ angbn
. ) \
b

b;l = ozlnbl -+ Oégnbg + ..+ annbn

Definicja 6.3.16. Macierz P € M, (K) postaci 1]
a1y ... Qip N Lo fur o aoh
Qg ... Qg seslrz . wolhdoon
P = o] = . ( .
- /\ON[;) /(gﬂ(/j L_}?,ﬁ } gj,ar(d
Qpg ... Qpp k@iij

nazywamy macierzq przejscia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem| Pg .. ’

Macierz przejscia Pg_p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’

sg liniowo niezalezne. ;
iniowo niezalezn d&}cq %

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_.5.

Twierdzenie 6.3.17. Niech v € V, v =

T
xr

| PX', gdzie X = 2 x =
T,

Przyktad 6.3.15 - ciag dalszy
R?® = (R3 +,R,-), B = B} - baza kanoniczna,
B = (b, 1, b,) inna baza, gdzie b, — (4,2, 1), b, = (5,2, 3),, = (1,3,0) X) Pl

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 \-5 1
P=Pg p=1]2 12 3], X'=P1X =2
1 /30
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P! = % -3 1 10 [ iobliczamy
-4 17 —-18
9 -3 17 = 1
X = LG 0| | 15| = |2 9 F1y +10 = 9y
—4 17 —18 7 3
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fon f2 g Un zal ” -

O(l %A/K(VY\K/VB [/1 N -0 b,: (/1 /UO/ Lo o (drow 5&O|9nfa s Z
(Y /

@ A7 -
oA niezal . \b Jblo‘ C/(LX/XZ)
Przy 6.3.18. Rozwazmy przestrzeni Ry[z] oraz jej dwie bazy Y
_ 2 2 _ 2 : - =
B=(lt+zjeta®1+2%), B = @ 1@/—1— x*). Wyznaczmy macierz Pg_p. Alm /LL"—] 5
3 b2, by b,) % ba/
booLl=log, B mls = o (L+0) + A+ +71(1+0%) = (qt7) + (1 +B)e + (B +71)a?
o+ = - 7 —
Stad ¢ a1 4+ 81 =0 1iostatecznie oy =3, f1 = —1, 11 = 3. ©
fr+7 =0
Latwo zauwazy¢, ze 1 + z = [ag, 52, 72| = [1,0,0]5 E %u .L /
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+z —i— 2?2 = [ag, B, 73 B
1
2
i otrzymujemy Pg_.p5 = 3
1
2

Twierdzenie 6.3.19. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skonczenie wymiarowsa, zas
B, B, B" jej bazami. Wowczas

. S Zowrre  dek? £

i) Pe—p= (PB—>B’) ;

~——

ii) Pp_p - Pg—pr = Ps_pr.

L 2adonta A

" Lﬁz/\l L ?B‘iﬂ

\ Lb)) A

wachualg

Ta+ =0

—1 Y fvw
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Odwzorowania liniowe i ich podstawowe wlasnosci

Niech V = (V,+, K, -) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
. =
tym samym ciatem K.

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki \J
ocdnwol

i) wlasnos¢ addytywnosci Vu,v € V' ¢(u +v) = p(u) ® p(v) =
WV i o A
ii) wlasnos¢ jednorodnosci Yo € V. Va € K ¢(a-v) =a® ¢(v),

— nfﬂ/ml
,Ma

nazywamy odwzorowaniem lintowym lub przeksztatceniem lintowym lub homomorfizmem
przestrzent liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) ¢ jest liniowe

i) Vu,v eV Va,p e K gla-u+p-v)=apu)d Lo ) ‘\
Jwiu

i) Yuy,...,v, €V Vai,...,a, € K
7 ol v+ ...t ay-v) =a1©p(v) ... 0 a, ® p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy L (V, W)
lub Homg (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia). -

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+,K,-) oraz W = (W, +, K,-), to znaczy
uzywamy tych samych symboli dla dziatan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne
dziatania.

Przyklad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe? Lf("@);“ vl
) _ . 5 7§ O
1) p: R =R, ¢(z) = ax, gdzie a € R ustalone AR NYZ
Y&)=2 i)

Odwzorowanie jest liniowe,, bowiem dla dowolnych\giﬂ%, 21,T2 € R mamy
p(dr) = a(aw) = &(ax) = ag(x) oraz
Plovt o) Spoloton) Zam T an mplay) + ol

NOR
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2) o :R—R, p(x) = é;}t_@,gdzwa b € R ustalone Nie mode
/ Kou\d\ *\(M)Ml%h
Jesli b # 0, to odwzofowame nie jest liniowe, bowiem Y
e(1+1)=¢(2) =2a+b# p(1)+ (1) = (a+b) + (a+b) = 2a + 2b.
T ———————

av)

\

3) ¢ : R? — R? symetria wzgledem osi Ox : ( x
®
*=Y)
Poniewaz| p(z,y) = (z, —y)} zatem dla d%)wolnych a €R, (z,y), (x1,11), (12, 12) € R?
Uu wi
o (0, 9)) = 0, 09) = {az, —o) Z 4z, y) = oz, y) oraz
90((%, y1) + (22, 92)>+f&<90(x1 + 29,01 +y2) = (T1+ 22, — (Y1 + ¥2)) = (X1 + T2, —y1 — Y2) =
@le —y1) + (22, —12) = @(x1, 1) + ©(T2,92). Nipt

Odwzorowanie jest liniowe.

T AV
4) ¢ R =R p(z,y,2) = (r—y+22y+2+1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L= gp(a(z, v, z)) = p(az,ay,az) = (arx — ay + az, 20y + az ngL_
P=ap(r,y,2)=ar—z+22y+2+1)=(ax —ay+az,2ay + az +.0)
Na ogoét L # P. Mozemy podac¢ kontrprzyktad

@(1,0,0)) = (5,0,0) = (5,1) #5-(1,0,0) = 5-(1,1) :(Lj)\

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, c,d € R takie, ze ¢(z,y) = (ax + be, c:v—}—\dg) N St
ii) Odwzorowanie ¢ : R? — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, c,d, e, f, g, h,j €
R takie, ze p(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,9x + hy + jz).
S AL AR
Przyktlad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[x] — Ry[z], dane wzorem

e(p)(x) = (3 —x)p"(x) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[x], jest liniowe?
N~ —
A =2 1
Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania. G Suen 4
modn 4T Pochod e
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[z] mamy 7°

y v
plr+a)(x) = (B=x)(p-+0)! (1) +4(p+0) () = (3—2) (@) +4' () ) +4 (P () 4 ¢ () =
(6- ') + /@) + (8= @) + 10)) = oI + o), —

dla dowolnego = € R. Zatem|p(p + q) = + ©(q)- /
Dla dowolnych p € Ry[z], & € R mamy Svalao

plap)(z) = (3—)(ap)"(x) + 4(ap) (z) = (3_@@}4 V() =a- (B-2p'@) +
4p’(x)> =« p(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).
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Niech V = (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 7.1.7. Jesh odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas
) poy) =ow, WOy *_ggif@ kKQK*C”)"% 4o /
i) Yo € Vo(—v) = —p(v). | /- -4 | [ednorodu Y GRR Bl B

niosek 7.1.8. Niech ¢ : V — W. Jesli p(0y) # O, to ¢ nie jest liniowe. plo)=579

v\/\,C I A oul

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(z) = 2z 4 5 nie jest liniowe, bowiem
F(0)=5#0.

ko gam o1 fiz o LMOV{"ZM‘)
Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V — W nazywamy:

i Mnorﬁzmem, jesli ¢ jest injekcja, /fX//@ “22 n~oo.
eptmorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja, ‘(_4

1zomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja, e Q}r LU) Cﬁ/y) I=(40 R,
R s e

(/ﬂ 7/
i
111

—

v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

)
)
)
iv) endomorfizmem, jesli V. =W,
)
1)

vi formq lzmowq, jesli W = K. Na obrar , ,

. &\J\ > ”9\L (V\\ (Rl /—3“@&{0\)
Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niechﬁ(bl, ..., bn) bedzie baza przestrzeni V' oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektorow. Wowczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe

p € L(V,W) takie, ze ¢(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.
[

Uwaga 7.1.12. 7Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie

liniowe na przestrzeni liniowej V' Wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni

V. wveV V-l )y =0 b 4Ll tfw Y AN H;tm) = W“)

: L( la
\% Przyktad 7.1.13. Podaj wzOr odwzorowania hmowego (p, Jesh ‘4' L ; (f

Q) X*X‘O /ll'Ax*AleO )
@w o Role] — Rufe], pl(a® +x) = 6z +10, ﬂwJPA,M%>8
6, b, e PAZA—
an- W przestrzeni wektorowej Ro[z] bazz% standardowa jest B = (1, z,2?). Mamy
d\lk - T

p gogx —1—1:;) g?() ) —}—(gig z) = 62 + 10 Zada ) e

4 plx—1)=p@) —p(l) = . [ (x?

o | i T o
Stad p(x) =4, (1) =p(x) —4=0, @(z?) =6x+ 10— p(x) = 6x + 6.

~
&
¥

—

Dowolny p € Ry[z] jest postaci p(x) = az? + bxr + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
(az? 4+ bx + ¢) = ap(x?®) + bp(x) + cp(l) =a- (62 +6) +b-4 + c- 0 = 6ax + 6a + 4b.
R G

| NZoR v
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7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego
Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, ).

Definicja 7.2.1. i) Zbiér {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jgdrem odwzorowania

Nt v liniowego ¢ i oznaczamy E% Vv Preciudra tern
@% ii) Zbior {w € W : Fv € Vo) = w} = {p) : ve V} CW na%vgmy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Img lub ¢(V). 0 nartasd
WJ\& by é —_—

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imep
sg niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imgp. O
Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbiér Kerp jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbiér Imy jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni .
Xe, y < \/
: : Ty CW
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V,W) k(
(\)nauad'* fent

\ . ,
4 o\ . . .. . . > e ek (njckgAa
S 1) p jest injekeja < Kerp = {0y}, 24w nié /JJ/’/‘ﬂV
\\v\(o &’( U/\):L{’ (V)

5 aues Uyl

@@ ii) @ jest surjekcja < Imp = W. 0= (Y () 7% (k-v) =) u%v et(e/(w

Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

Definicja 7.2.5. Jedli, dimImy < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania
q liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy r(¢) lub rank(y).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech p € L(V, W).

Woéwczas \ ng> W¥)
o n
- () + dim Kerp = dim V. \/ — N

Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dimImy < dim V. o
&0 IS Conoc b mn
Przyktad 7.2.8. Wy«ue%( 0 5) egtate epmorfman EN

(.‘)v,/l'Clﬂofﬁ (}tl'“’v\ J"‘V\ k{: o }&F:S"‘
0:R* =R o(z,y,2,t) =\ +y+2+ 21&@?{)—55 + 6t,/:1: y — z — 4t) pemo2lia C

Wyznacz jadro oraz obraz g, ich bazy i wymiary. Podaj wlasnosci .
/”_'J \—/\MO((FV\’@MCI\F(/ /\

rH+y+z+2=0 Onono !
(P(l',y72,t)z(070’0)<:> $—y+2+6t20 e/],a\/’? \
r+y—z—4t=0 B
@11 2]0 11 1 2(01 , [111 2]o0 NRURR
\1_/—1 160 == f0o -2 0 4f0| =301 —2]0 |2 R
I\, 1 -1 —4j0 ] ™™ L{M 0 -2 —6|0 | —=2" ooé 3]0 ¢ M
_ . r = —t (AVAVERNIN
1/@0 -1[0] 100 +1]0 )= 2
00T 0 —2/0=—%]010 —2/0 = Y=g 3t
(001 30| 001 3|0 e R Y, 225
%oy 2k 002 E RRERY
71 K’”wwm?mc’v@



A

t: ('/]\2\/7))4,,)
Kerp = { —t,2t —3t.t), t € R} =lin{(-1,2,-3,1)}

Uktad {(—1,2,—-3,1)} jest baza Kerp oraz dim Ker<p = 1. Lo (,f =+ "CO 3 => Tﬁ"j"‘tﬁ .

Zatem ¢ nie jest monomorfizmerr est monommnadt ‘
> . 7(¢) = dim ]R4 dimKerp =4 —-1=3 :é dlﬁl ]R3> zatem ¢ jest epimorfizmem. Renk 'NMWD %\N‘"

A Stad Imp = R3. Mozna to réwniez spraw ezposredmm rachunkiem.

\;$
Q”)

Cw ii) Jesli f € L(V, W) jest bijekcja, to f~1 € L(W,U).

Y o(x,y,2,t) = x(1

,,1)+y(1 —1,1) + 2(1,1,—-1) + (2,6, —4) LK
Imp = lin{(1,1,1), (1,1,-1),(2,6,—4 =
¢ =1n{(1, 1D, (L, 1.1, (L1, -1, 2 ) WIS 73(««*{

I T _g _(2) =3 = Imyp = lin{(1,1,1), (0, -2,0), (0,0, 2)}

1 1 -1
4 6 ’ G“)\b

2 6 —4
(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep. »C ) s

T O O O

Uklad {(1,1,1),(0,-2,0),
Imp C R® A dimImp = 3 = dimR? = Imp = R3.

AN c\uu\m . \%‘ \\1‘“\
Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz N beda przestrzemaml wektorowymi skoniczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech ¢ € L(V, W) deme za$ wektory vy, ...,v, € V tworza \\bet
uktad liniowo niezalezny. Wowczas wektory o(v1), ..., ¢(v,) € W réwniez tworza uktad \
liniowo niezalezny. A N

Whniosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoniczenie wymiarowymi </
nad ciatem K takimi, ze dimV = dimW = n. Niech ¢ € L(V, W) bedzie injekcja, zas T
wektory vq,...,v, € V tworza baze przestrzeni V. Wowczas wektory o(v1),...,o(v,) €

w tworzq bazq przestrzeni W.

Dziatania na odwzorowaniach liniowych . L
N4 N FeIm
Niech U,V , W beda przestrzeniami we torowyml nad ciate ot Y ,/)
\K \Qm W nio X0 o O\\wv N
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) Wraz z dz1alama i o
+: LV.W) x LV,W) = L(V,W), - K\x LV,W)— LV,W)
okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(x) + g(x), ( (

jest przestrzenia liniowa nad cialem K.
V

Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,IV), to wowczas o ,_.,@bol(i(\\c

LU, W).
/X \ S q v\) o4l -

o
LA
bd‘””dkngna do Unow \M waiowl \—% e Ja
Oznaczmy przez Auti (V) = {f € Lx(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich au%omorﬁzm(’)w J w0
przestrzeni liniowej V. V S V W

A
Whniosek 7.3.3. Zbior Autyx (V) wraz z dzialaniem sktadania odwzorowan jest grupa

G T e P
nieprzemienng. ¥, ( Auk m(\l) 0 2(_/
Wbywa tez oznaczana symbolem GL(V\) i nazywana petng lub ogdlng gru

lintowq przestrzeni liniowej V. G L ( I{)

Przykiad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R? — R? dane wzorem
o(x1, 29, 23) = (1 + To + T3, T2 + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3. - Acth (\&)
(\ -

7 ok M”\D




7.4 Reprezentacja mac1erzowa odwzorowania liniowego
Noo  giRoR W“”&“\Q(*(‘“*%W“X)/*ff‘W)Tﬁgfﬂz
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi nad ciatem K. (Q( |) \f(h)
Niech By = (by,...,b,) oraz By = (c1,...,cn) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W.
. Ny g W =0
d L L d\ d‘\"“

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w o ém

bazach By, By nazywamy macierz A € M,,.,(K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne é{l
wektorow ¢(by), ..., ¢(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ). (.K Sor}\
—
Przyklad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R? — R?,  o(x,y,2) = s L (o
(Sx 2y + z) gdy rozwazamy L, C;\ ’
Ob(alj U eldo c0 0
) W R3 i ]R2 bazy kanoniczne bazowy o
(1,0 0) (3,0), ©(0 ), ¢(0,0,1) =01, (0,1), My(B},By) = Q} =A
7 x__g )

e

][ngj-z} A Egl V) qlegd) - (W)

2,0),bo = (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),c2 = (0, 1
1

Y, )‘\2‘3 Z)

,0) = 34? [, Bile, @ﬁ@&1+@2— 1,201 + B1),
(\5/\ Q»b«o\ Nbﬁlx(\LOMM 20y (Cd) C 907?1% : =35C,71Cy
=@

3
L1)= = |ag, Boe, (3, 3 = pcy + Pacy = (042, 200 + [32)
[

‘6
~—~
=
—
~—
‘6
'—l
MA
O

(/0\1 = ay = 3,0 = =3, p(by) =
@(b3) = ¢(0,0,1) = (0, 12 = |as, Bse, N = a3y + f3co = (a3, 2a3 + f3)

[\’ C v (( ’ '( /\ a3 07 3 — 17 ('D(bg) —

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy?od

3, -3¢

SN

[07 1]6’

wyboru baz. S N
[
Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R* — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,«,(R) taka, ze K%\ \Mj \
\
1 - )('/\ \
n L2 - A |
V(zy,...,2) ER" @(ar,...,z0)=A| | .7 |

T N
Wowczas A = M, (B, BY). v é C 12 J _0z V%
Przyktad 7.4.4. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — M(C), f(az + ¢

' 4

B) = aA+p1, gdzie A = [ 2 ;_ ! 4 i ; } , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni ‘ ?

73 yc u\dodﬂiﬂvl‘b‘)
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(Cy[z], +,C, ) oraz (My(C),+,C,-

Wezmy dowolny p € Cy[z]./Jest on postaci p(z) = az + f.
Rozwazamy baze B = l 1, z! przestrzeni C, [z] oraz baze C = (EH, Eio, By, Egg) przestrzeni
M, (C).

f(l):‘()L,AJFY_I?:[Q:@@O —[1,0,0,1]¢ [ %) M}\\:Lf\’a} \‘3@”
f(z);}-A+o.I2:A:2+¢,1,3,4_Z]C SAE, A Y= L=y lz) 00,@?@

Az +0 (240)E4, ¥ EgqidTan s (h-D)eaL L2+ )
dim(c Cl[z] = 2, dlm(c MQ(C) = 4, = Mf(B,C) € M4><2((C>, Mf(B,C) = H - Ocz l\/‘\)

h — /
7 L H’Mﬁhp

~
S\
Twierdzenie 7.4.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech A \&X ’
By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, . ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.
Niech ¢ € L(V,W) oraz A = M,(By, By ). Oznaczmy

=}
—_

L1 Y1
¥ — T2 v = Y2 ,
Ln Ym
gdzie v = [z1, ..., Tu]B,, W [yl, e YmlB Wowczas

Uwaga 7.4.6. Istnieje WzaJemme jednoznaczna odpovvledmosé miedzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy_ustalonych bazach]: cierz odwzorowania liniowego ¢ w @

pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem bada¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whiosek 7.4.7. Rzad macierzy A przeksztatcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By . Ponadto rank(gp) = rankA.

(Mmumk \\

Whniosek 7.4.8. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 7.4.5. Wowczas

i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m, d\\(ﬂ\j‘){w\k\gj =0 (N\\A\ \[ ﬁ\) \/A

a—
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n. o« )
g

Lo ) _ e é Y d;M—/m\
. (\«\\L’e'\[{ N o= d\\ wy
Przyklad 7.4.2 - ciag dalszy dn —

Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B;, Bf) oraz za pomoca

M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?
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\%_ \@ ﬂ\Q\}

Oznaczmy A = M, (B}, B}) = [g g 2],A’:M¢(B,C):[_§ _2 (1)}
1 1
300 3 /\ -
Al 2 2 2 _
; {021][3] [7 75}7 ALZJ/7
dzenie (1,2, ): (3-1,2-2+2)= (357] ‘
/(1,2,3)—1( ,2,0) +3(0,0,1) = 1- b1+2 by = [1,0,3]5 {x Y1) o x {‘j%

At 1 1
wa"“A/[O]{ -3 1}[01 \I\O\%)/\*‘\\(,\.( Nd): (5 ('Hb)
3 3 e 1
Stad (1, = [3,1] 16_3c1+c2v312 +(0,1) = (3,2~ — VT 4\\
Dodatkowo zauwazmy, ZeT =r(A") =2 = dimR? zatem ¢ jest epimorfizmem. /A : \‘ ¢
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 = 1, wiec ¢ nie jest monomorﬁzmem 3)

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V,W) oraz A = My (By, Bw),

B = M,(By, By, ! @%\M -

Twierdzenie 7.4.9. Przy powyzszych zalozeniach V E N

v
&,\&(&%Jh\/Qo?\;}—/z + B = Mf+g(Bv,Bw) oraz O[A == Maf(Bv,Bw). %
X

=
Twierdzenie 7.4.10. Jedli dim V' = dim W, to wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.

izomorfizmem o A\N - k\’y\

niosek 7.4.11. Niech f € L(V, W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = My (By, By ).
Wowezas A~ = M1 (Bw, By). S

Twierdzenie 7.4.12. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V),
g c ,C(V, W) oraz A = Mf(BU,Bv), B = Mg<Bv,Bw). Wowczas

\1\5 P QJ\ = B-A:@(BU,BW). /K—\ /%
Przyktad 7.4.13. Dang;e; odwzorowania liniowe (A‘ \/ N Y
foRY =R f(r,y,2) = (¢ —y+2,2 + 2), \@/q\,‘ N
g:R*—=R? g(z,y,2) = (x — 32,2+ y), A% =~

h:R? —R2% h(z,y) = 2z +y,x—1y).
Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania

E/( 4
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po=2h"toh o (f+g)ioblicz p(1,2,3).

LV \

[:R3 > R? = M;:= M;(B},B}) € May3(R), M; = l(l) @ 1 ] &\\O\
g:R? = R? = My := M(B},B}) € Mays(R), My = { } (1) _(3) ]
2 -1 -2
Myig = Mpig(Bi, B) € Maxs(R),  Myyg = My + M, = 3 1 1
Czy h jest odwracalne? —
h:R* = R?* = M;:= M;(B?, B}) € My(R Mh— . &X\i((ﬁ\
detM; = —3 # 0 = h jest odwracalne ('\“ Ve "’A& \[<\ Q\T\Q
Mh—l = Mh_l(B]?:?Bl?;) S MQ(R), Mh 1 = Mh - : \Xil

PR = R? = M, 1= M,(B}, Bj) € Max3(R),

11 1 1 2 —1 -2 3 -5 -5
MWZQMf%—lM”g:%L —2 {1 —2H1 3 1}25 3 16 7!5 Q\‘\
olo.g.2) <R 1AW

3z — by — 5z |
| 3z + 16y — 7z |

f}\ o /\J\\w\vﬂ\//l

5 [3 =5 =5 S| o] —22 w1
93 16 7 g =5 5| 7 P23 =(55)

S

—~

—_

1 p O
W o 8

7.5 Zmiana macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy
By, By, oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W. Niech P = Py, 5 , Q = Pg,, .5, oraz

K =\ A= M,(By,Byw), A = M,(B,, B)y). Wowczas — v
@/\ ’au
W =M
P /\6\

o TESEY
Przyktad 7.4.2 raz jeszcze
Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy O(f\,zfvzorowama liniowego przy zmianie baz,
wyznaczymy macierz ¢ : R® — R? o(z,y,2) = (31,2y + 2) w bazach B = (b =
(1,2,0),b, = (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),¢2 = (0, 1)).

U

A% = (B2, BY)

(” A=MBO=  p-Q A7

PZPB%—JS’_
U \él\ (")

10
10 1 0
10 Q PBQ—>C |:2 1:|a Q1:|:_2 1:|
11
\V
AR & 76
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Uwaga 7.5.2. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skonczenie wymiarowa, zas§ B oraz
B’ jej dwiema bazami. Wowczas macierz przejscia Pg_,p jest reprezentacja macierzows

odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z bazg B w przestrzen V z
baza B.

\

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B = (b,,...,V.). Wowczas (\/ B ) - (\/] 5 )
ld(bll) = bll = a11b1 + ...+ CLnlbl _ L )
. , skad Pp_y = Mia(B',B). [ \Q (L\\"
id(b.) = b = apiby + . .. + aunby \KW"\ 2 \Q\or
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu

Niech K =R lub K = C. L?:v—ﬁv

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) =
L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy réowniez operatorami liniowymi.
S — R T T

~ Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V') = (End(V), +, K, -) wraz z dzialaniami dodawania
odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowa

Y O\iv JO(O\‘ wymiaru n?.

—_—

ii) Zbior End(V') = (End(V'),+, o) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzorowan
ma strukture pierscienia nieprzemiennego. S
W 0 c)“\ 050 v
iii) Vo e R Vf,ge End(V) a-(fog)=(a-flog=fo(a-g) 29

Dowdd. 1),1i) Wynikaja z twierdzen 7.3.1 oraz 7.3.2.  iii) Wynika z odpowiednich zwiazkow
dla macierzy odwzorowan f,g, fog,af, ag. U

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy Y MIeZMienniczq wzglf;dem
endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko ¢-niezmienniczq, jezeli

‘ e(U)CcU, tzn. YueUop(u )EU \A\C %
\ e e dam €9
Przyklad 8.1.3. 1) Niech V = R®, U = {(0,0,1) € R®: ¢ € R}, @z = Cy,0)=

Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat § wokot osi Oz.
Zatem dla (0,0,¢) € U mamy (0,0,t) = (0,0,t) € U i U jest p-niezmiennicza.

2) Niech V, ¢ € End(V) dowolne, U = Kerg

N
Niech u € U, wowczas ¢(u) = 0\3/. Oczywiscie Oy € U, bowiem gp(%:’_()L
Zatem U jest p-niezmiennicza. —

78



U{\\A\:jfvﬂe

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

e\k
X Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V' i dla dowolnej podprzestrzeni U C V', mamy W
\l(k e(U) C V. Gdy U jest (-niczmicnnicza mamy o(U) C U, zatem restrykcja |y : U — U, A
-#
czyli oy € End(U). xé\k-éq W U
0
Jedli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej W Y
bazie macierz A operatora ¢ ma prostsza postac. Bierzemy dowolna baze (c1, ¢, ..., k)
przestrzeni U i uzupelniamy ja do_bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dla ) \ ‘
= 1,2,...,k wynika, ze A = | , gdzie A; € My(K),Ay € M, _+(k),B € k%\' “< Ly
My (n—i)()),0 € M(y—i)xk- Ponadto @W
Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz
v € End(V). TVGENVALUES
Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € K nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli N o !
o ¥~ istnieje niezerowy wektor v € V taki, zeKaZdy taki wektor nazywamy 0 W ™
| e WO wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym warto$ci wlasnej . \A\N) '03\
\
S
ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wlasnych N < o p_,v)
i odpowiadajacych im wektoréw wtasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla ' >cf‘\m
endomorfizmu . B(P
cee ., . L . .. /
iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(yp) 1 nazywamy wzdmem quz spektrum tego operatora. E‘?'O
e —— ~C (/

Przyktlad 8.1.5. Niech V (C°° R ]R) oraz p = z, tzn. dla dowolnego f € V mamy

o(f) = df = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscig wtasna g = 9\‘%'

operatora < Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy
g R =R, gy(x) = a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywiécie gr € C*(R,R).

Ponadto ¢(g\)(x) = a - (e**) = ale?® = Aa - ) = A\gy(x). Zatem gy jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A. Stad Spec(p) = R. —_— - b
L A—— YEWALY

Uwaga 8.1.6. Kazdy wektor wlasny odpowiada dokladnie jednej wartosci wtasne;. Ny () N
Przyklad 8.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o Oz. Rozwaz

zagadnienie wlasne dla operatora ¢. T/ n - Y
Zauwazmy, ze p(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie 0 - (O )D\I

sytuacje \ ‘
1) A =1, p(v) =v, gdy v || Oz, czyli v = (v,,0) /\ {y \L/ &

2) A2 =0, p(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0, v,)
/———9

W((\SN ) 4-(%'\ ) \}m{f
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Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu
Przy spetieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V',
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V) w tejze bazie bedzie diagonalna.
Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza zlozona z wektoréow wlasnych ¢.

" Na mmacierzach diagonalnych atwo wykonywaé¢ dziatania mnozenia i potegowania, co
odpowiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizmow.

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech
¢ € End(V), A € Spec(p). Oznaczmy przez E) zbior wszystkich wektorow wtasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej A, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem

EI6TN RACE Ex={veV: o) =} i ((m’w’(}«hr el
’ ne \03% Wt rc
Twierdzenie 8.1.8. i) Zbior E, jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Lﬁm n

ii) Zbior E) jest podprzestrzenia ¢-niezmiennicza. >2 7\
B, =) Ylv)=a QK “N\ 50
iii) E) = Kery, gdzie v = ¢ — A - idy. A = ¢ & k‘\f)
—E—— %_’-——,

Definicja 8.1.9. Przestrzen wektorowa F nazywamy podprzgsfh’wq wtasng endomorfizmu \\%
v, odpowiadajaca wartosci wlasnej .

Uwaga 8.1.10. Na mocy uwagi 8.1.6 otrzymujemy A\ # Ao = FE), NE,, = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V), mozemy badac jego restrykcje ¢|p, € End(E),) @

na podprzestrzenie niezmiennicze E),, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.11. Niech K = Rlub K = C. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia
N > liniowa oraz niech ¢ € End(V), A € K. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w
0 T —
\X \w}‘\/ dowolnej ustalonej bazie przestrzeni V. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne. \/

—

i) A € Spec(p) \‘? oV A h()l VN
ii) Ker(p — X -idy) # {0y} ,.,
&Q« Ak A e |

5( iii) det(A — A) =0
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Wnhniosek 8.1.12. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,22,...,%,]p jest wektorem
wlasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

e R B4 P Wf)‘/%%
' %g%wky <A:@£5&'@m X = % . 7“%
® @34/0 \}\I\K - An Ty, Aﬂ . 7< N ”\\I\
o ety e
o V800 7 sgadcing |
Twierdzenie 8.1.13. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru
bazy przestrzeni V. L) Momna  dowdnic worelac oore \/_r

——s

Definicja 8.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy LQ A 3 n 3 3,)
|

wielomian x, € K[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanie x,,(t) = 0 nazywamy réwnaniem \
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu y, nazywamy W /)? = ‘/\\R(&) \ &)

charakterystycznymi odwzorowania . e 2EK NP S*“ ¢ queklh-r1)? O ,

Uwaga 8.1.15. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu x,, nalezace do ciata K V :?” R b /,Q
to wartosci wlasne endomorfizmu ¢. —@
& 1$0

%\:T‘/}V%
oot (A'-a1)= (M&(?"mﬁ)/ \ N)
ot #'a2- 5 517 "M{&M

ii) Na mocy twierdzenia 8.1.13 wielomian yx,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

iii) Jesli dim V' = n, to wowczas deg x, = n.

Niech A € M, (K), gdzie K =R lub K = C.

Definicja 8.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian X\ dbd(\\*ﬁﬁ
xa € K|[t] postaci xa(t) = det(A — tI). Roéwnanie y4(t) = 0 nazywamy réwnaniem &3 R
charakterystycznym macierzy A. . dfk\

N
ii) Kazdy pierwiastek wielomianu x 4 nalezacy do ciala K nazywamy wartoscig wtasng W b
macierzy A. Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem N y
Spec(A) i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy. N‘é
iii) Kazdy niezerowy wektor z = (z1,xs,...,2,) € K" spelniajacy rownanie

o T A LD

To -
AX = \X, gdzie X=| |,
gdzie : Wi

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wlasnej \.

Uwaga 8.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R") (lub ¢ € End(C"))
sa identyczne z wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R) (odpowiednio

A € M,(C)), bedacej reprezentacja macierzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej

przestrzeni R™ (odpowiednio C").
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Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(p).

Definicja 8.1.18. i) Krotnosé ky liczby \ jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, Nazywamy krotnoscig algebraiczng wartodci wlasnej A.

ii) Wymiar dim E), podprzestrzeni wlasnej F) nazywamy krotnoscig geometryczng wartosci
wlasnej .

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace
sie z n réznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem prostym.

Twierdzenie 8.1.19. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(p) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa @ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

1) 1 < dlmE)\ < k’)\,
ii) dim £\ = dim V' — rank(A — AI).

Przyktad 8.1.20. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu

o

¢ € End(R?), o(z,y,2) = (v +2y,2y, =20 — 2y — 2).
_—

Okresl ich krotnoéci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie
wlasne i wymiary tychze podprzestrzeni.

120 0 r-
A= M,(B},B}) = 0 i/2 0 M)’V\’\W\ZNL\L\, C‘)‘hﬁbm\.
ol ~2)42) -1 I T\)‘O(P)\ Qe
0 2 AT 1-¢ ¢z 5A /VS/%N
Xat) = Xp(t) = det(A —tI) = |__0 , =(1-1)@2-t)(-1-1) e MY
—2
Spec(p) = {)\1 =1, =2 =—1}k =k WM X//oxg_ \3/\04’“‘&\
By, =E =" T koSt kg - O
@ 0 2 20 [= 0
(A=ADNX=0ps & (A+D |y |=|0l =] 0 30]||ly|=]0
e i 0 -2 -2 0 2 0
20+2y =0
& 3y =0 = 2x=y=0,2z€R ‘
-2 =0 - \go mﬁm

Wektory wtasne odpowiadajace A3 = —1 sa postacwi‘(_()/,_g,z,), gdzie z € R\ {0}.
E_1={(0,0,2): z€ R} =1in{(0,0,1)} orazdimE_; =1 JffWWWJa'\/———

« .
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.19 ii), mozemy obliczy¢ 9
K 2 20
¢ dimE |, = dimR? —r(A+1)=3—7r| 0 3 0|=3-2=1

3‘\’0 dora -2 -2 0
Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia 8.1.19 i) mamy
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1 <dim E), < k3 =1, zatem dim E,, = 1.

Analogicznie wyznaczamy E), oraz F),. Z gory wiemy, ze dim Ey, = dim F), =1

NUMapdn Speid o™
Twierdzenie 8.1.21. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenig liniowa nad
cialem K. Niech A € M,(K), A € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie
wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A\. Wowczas prawdziwe sa nastepujace
stwierdzenia.

i) \* € Spec(A*) dlakazdego k € N, k > 2, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
AE.

ii) ¢\ € Spec(c-A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
c- A

iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p(\).

iv) Jesli A jest nieosobliwa oraz A # 0, to + € Spec(A™) oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym %

v) Spec(A) = Spec(AT)
vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A).

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad
cialem C. Niech A € M,(C), Spec(A) = {A1,..., \n}. Wowczas

® i) det(A):XA(O):)Q'...-/\H7 % A(?t); W(A - )/) ;(/€/>ﬂ)(1c’%z)

ii) Jesli A € Spec(A), ale wielomian charakterystyczny x 4 macierzy A ma wspotczynniki S

rzeczywiste, to A € Spec(A). Ponadto wektor w = (w1, ..., w,) € V taki, ze w; = v;
jest wektorem wlasnym odpowiadajacym . - Do (614,

i) tr(A) = A 4.+ A | ﬁm\

iv) r(A) jest suma krotnosci niezerowych wartosci wlasnych. L/ v l O\QQ

8.2 Diagonalizacja Dinsorng | el \)

Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € En odpowiadajace

roznym warto$ciom wiasnym sa liniowo niezalez
pp——————y

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista (zesplona) przestrzenia liniowa n-wymiarowsa,
oraz niech ¢ € End(V). ‘/ L ronoi®’ /\

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {\i,..., A}, to wektory whasne vy,..., vy,
gdzie v; odpowiada \;, dla i € {1,2,...,n}, tworzq baze przestrzeni V.
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ii) Jesli wektory wtasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace

roznym wartosciom whlasnym) tworza baze przestrzeni V' oraz ¢(v;) = \wv;, dla
i€{1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

U 5\'(—\,})0 0 ((\j 5 7\ \g\J

we v ) 0
"L : %a\/ﬁ’)
Nl _pgehbo?
07" aa A N
/I/( b{ N

Nt \'> iii) Jesli wielomian charakterystyczny yx,, rozktada si¢ na czynniki liniowe

Z NAVA
(/ Ko = (= M= X)L (- A, (72
A' //,4
QVQ © (tzn. N # Nj, gdy @ # j oraz ky + ko + . k: =n)i ponadtohk = dim E),| dla

i€ {l,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzenfv zlozona z wektoréw wlasnych

endomorﬁzmu ©. /R f\ - INTRrY.
Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy
\ istnieje taka baza przestrzeni V, Ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza ;,A\ 2~
“;\M‘m * diagonalna. \j/
/v g
Wnhiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, U\ (ovl G)

gdy istnieje baza przestrzeni V' ztozona z wektorow wlasnych . Dokladniej mowiac, o e

v € End(V), gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian (" W

charakterystyczny ma n pierwiastkow w ciele K (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej N UAD "Zjd/\‘

wartosci wlasnej Wﬁm wektorow wlasnych, ile wynosi QA\N oo "

krotnosé tej wartosci WlasneLj@koi\]ﬁiwiastka wielomianu charakterystycznego. " eake U"ﬁ
diem & Py —K A @ 1

Przyklad 8.2.5. Niech p € End(R?) oraz A = M, (B}, B}) = [ _)/d € My(R).

0=|& tH=rrisn Y Wale)=dek (A-cT)

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem — v © }
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw wlasnych . N dC S U O %
— o WAA0IOV STy O NTANT o My
Uwaga 8.2.6. Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze kazdy operator linjowy na 7 b ﬁf i
zespolonej przestrzeni liniowej ma wektory wlasne. - z okin i

Macierz diagonalizujaca

nieosobliwa C' € GL,(K) taka, ze A = C~'BC.
T T

Twierdzenie 8.2.8 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa o v oo
podobne, to wowczas y (\Wf\ﬁv
R o0
~
86 o 00" %: DY
/)WW\ 0”30



i) r(4) = r(B),
ii) detA = detB pmacren
Y Y
iii) tr(A) = tr(B) i o Hadyonapn
K)O vl 7o)
Jezeli p € End(V'), to dla dowolnych baz B, B przestrzeni V macierze M, (B, B), M,(B', B')
sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobienstwa jest macierza Fs_.p zmiany
bazy przestrzeni V.

Definicja 8.2.9. Macierz A € M,,(K) nazywamy’diagonalizowalng, gdy jest podobna do
macierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, ze macierz
D — P71 AP jest diagonalna. Moéwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

NN
pym o"fJVVniosek 8.2.10. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
o istnieje baza przestrzeni K™ ztozona z wektoréw wlasnych A.

—

Z uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Przyktad 8.2.11. Czy A = @ _3 } € M5 (R) jest diagonalizowalna?
— 1//@ —

<
:(2—@(1—1t)+3=zt2—?ﬂt+£’)7é0.A -

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

2 -3 /\ - L@vj}
Przyklad 8.2.12. Czy A = [ 11 } € M5(C) jest diagonalizowalna? : / Q
2-t -3 vy =™
_| 4~ - _ _ 2 [\
XA(t)—‘ 1 1—¢ ‘—(2—25)(1—?5)—1-3—75 — 3t + 5. ‘/)W \/U\'\”\Q\

Wielomian charakterystyczny to wielomian zespolony o wspoétczynnikach rzeczywistych.

Posiada zatem dwa sprzezone pierwiastki zespolone.

Mamy xa(t) = (t — 3_T‘/ﬁl)(t - ?)JFT‘/HZ) Macierz zespolona A jest diagonalizowalna.

q’ —_— N l WO ¥ f§&{3?/ P — -

A Przyktad 8.2.13. Czy ¢ € End(R®) taki, ze p(1,1,1) = (—=1,—1,-1), ¢(0,1,1) = | . (%U

\ (0,1,1), ¢(0,0, 1)1 O’L%QO) ‘]’?Sf; diagonalizowalny L(L A4
i~

Odczytujemy wartosci wasne i wlasne
)\1 = —1,'{}1 = (1, 1, 1), )\2 = 1,U1 = (0, 1, 1), )\3 = 2,/()1 = (0,0, 1)

Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 1), operator ¢ jest diagonalizowalny.

e

Przykiad 8.2.14. Czy p € End(R?) dany wzorem
o(x,y,z) = (3x + 82,3z — y + 62, —22 — 5z) jest diagonalizowalny?
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Y,

o

i‘i\\xj\} dlmE_1—3—T(A+I)—3_T \@

&
N

A:

— (1= (-1’

5.1
=—(1+1¢)(1+2¢ )—g@ft)3 e
8
6

3—t 8 |
2 —5—t|

Spec(p) = {1 = =1}, k; =3 o X 17 G]

Ey, =E 1={v=(z,y,2) A—i—_l)|:
n=—A C%\('%*/W/@

0S
x
Y
z
0

(4= M d\\w\ Do =2 0
Enéomo fizm <p nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R? ztozona z wektorow
wlasnych .

Przyktad 8.2.15. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprzestrzeni.
Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wtasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

f € End(My(R)), f(A)=A+ AT

[8(1)] _[(1)8}’%2_[8?})]3“&]\42(1&)

0], |

(0]
[
VR
&
=
| — |
O =
o O
—_ 1
&
=
no
[
=

IL
IL

f(E) =

Il
IL

MOOHOH@O

T T T 1T o
OO OO = O O =

T T T
OO = O = O O

OHOOHOO@O

A= M(B,B) =

1 /)
0 |2
\&\Emg\ ¢ 1t 1 Eo |
X)) =det(A—tl) =2—t)| 1 1—t |0)|=(2—1t)?

H2((1 =02 —1) =202 —2t) = —t(2 —t)
Spec(f) = {1 =0, = 2}, =1,k =3 dmEy=1,1<dimE, <3 el
\// /N

. s
By, = By = Ker(f) = {B € My(R) s B4 BT = —0; /\édm@f U
fonl A0 T =A

/N8

\



Niech B = [a b} gdzie a,b,c,d € R.

B+B' =0 & + =M 0 = § bte =0
g 2d =0 /64% &

0 b 7o 1N TG
Zatem B = {—b OlorazEO:{ b 0}.1)611%}:1111{[_1 0]}
%L = 2L R S
;) By, = By = Ker(f — 2 idyym) = {B € My(R) : B+ BT = 2B}
_—
/ B = |:CCL 2:| [CL,b,C,d]B, 02X2:[070707O]B
/ ~ -
S [a ©) 0 00][a 0
b 0 1 0 b 0
(A—2I) . =0 & 0 10 1 =10 =b=c¢, a,bdeR |
d 0 0 0(0) d 0 o
T —~ L |- B
B=1]% ] anderb =l |t O] |} 0 0 ) Lo (0
2= b a = 00|10 L% oy L\
Lol Jo1] 700 (eneteton b g0l
[ ],{ ] [ ]sq liniowo niezalezne = 'dim Ey = s oA 0
00 [10]]01 i G g Ve A
Baza wektorow wlasnychC:( _01 éj,{é 8},[(1) (1)
Ve
'o 0 0 01 00
b_ @OO,PBHCZ 1010
01 0 O@Q ~1010
\) 00 0001 \\

ngv

8.3 Zastoéowania diagonalizacji D ;/?J\ /AV?

Znajdowanie wartosci ztozenia endomorfizmu

Whniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa n-wymiarowa oraz niech
¢ € End(V). Niech B bedzie ustalong baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne vy ..., v,
odpowiadajace wartosciom wlasnym Aq, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
(vl . vn) przestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N

/\
=) gy (1oe' | o7 00
M, (B,B)=PD'P"\. gdde P=Psc, D=| = 7
& : -
D ETAN A AR N ;?vbv?’} D’\W AT } 0 0 D
Przyklad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprzestrzenie wtasne i wymiar

tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow

wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
Oblicz ¢'1(1,2,3).

0:R* =R  o(r,y,2) = (4o — 2y + 22,22 + 22,y + 2 — )
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9, L0 =olek (A -4 T

4 =2 2
A= M,(B}B}) = 2 0 2
—1 11
4—t =2 2 4—-t =2 2 4—-t =2 0
xalt)=| 2 —t 2 |EW| 0 2-t 4-—2t B 0 2-t 6—3t|h
-1 1 1-t -1 1 1—t -1 1 2—t
4—t 2—t 0 B 4&
0 2t 63t |=(A—0)2—1)2—32—1)2=(2—1)1—1) Aé@[[mﬁw .
—1 0 2—t Yeoxnoo W phA - T \ v
SPGC()O:{)\lzl)\QZQ}, k’lzl, k’222, dlIn.El:]_7 1§d1mE2§2 / = A
¢ bedzie diagonalizowalny, jesli dim Fy = 2 = k. A
2 -2 2 1
dlmEQ—S—T<A—2I) 3—r 2 —2 2 =3-1=2, 6»@ .
SR ANU BN — dm QD m 1 B%:/
4 Zaté t dlagoril);hzog“/alnyg (U{ %}\ <A - ?L& )
/W\/ \ &\;C@(\QKJM\O“X
Wyznaczymy baze zlozong z wektorow Wlasnych Rozwazmy A =1 T
A-m b [ [0 3 -2 2
N oU-nlyl=|o]| ]| 2 —1 2 0
o, =1:] |o -1 0
3 =2 2|0 ] 1 -1 0 0 1 -1 010
2 -1 2(0| — |3 -2 2/0 |22 10 1 2{0
1 1 0|0 | 2 1 20 ] ™™ o 1 2|0
r—y =0

o mar=y=-2z,2zcR ,
y+2: =0 A

Ey ={(-22,-2z,2): ze R} = hn{( 2,-2,1)}

- P D g
@ Rozwazmy Ay = 2.

x 0 —
(A=-2) |y |=]0] «
z 0 -1

—r4+y—2=0=z=y—z,x,y€R
By ={(z,y.y =) x,y € R} =1in{(1,0,-1)
Baza wektor6w wlasnych C = (Ul =(—2,-2

M= A
D= M,(C,C) = macierz diagonalizujaca P := Pgs_,o =
Obliczymy !91(1,2, 3) na dwa rézne sposoby. e &
METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech v :=(1,2,3) = [a,b, . J .
1 a a 1
Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | = P71 | 2
3 c c 3
1 -1 1
Obliczamy P~'= | 3 =2 2 | oraz v = [2,5,6c.
2 -1 2
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2 1 0 0 2 2
DlOl 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101

6 0 0 2t 6 6 - 2101
P (v) = [2,5- 2191 6. 210, = 20y + 5 - 2100y + 6 - 2100 =
= (—4+5-2101 4. 2101 24 glol) A_ ?

Y ) - \
@mé”ﬂq 0

METODA II: Obliczamy L/

1 1 -2 10 1 0 0 1 -1 1 1
AL 2 [ =pDIPL 1 2 | =] =2 0 1 0 201 0 3 =2 2 2 | =

3 3 1 -1 1 0 0 2t 2 —1 2 3

3.2101_2 2_2102 2102_2 1 _4+5_2101
2102 -9 2 _ 2101 2102 -9 2 — —4—6- 2101
1— 2101 -1 _';2101 1 3 9 4 2101
Relacje rekurencyjne R—:—t//
P noh -
Niech K =R lub K = C. 1 D P Y
e / aw‘r i - _LM\,\

Definicja 8.3.3. Niech (a,),en bedzie ciagiem zdefiniowanym nastepujaco i s
1) a1 =17T1,09 =To,...,0 = Tk, gdzierl,rg,...,rkEK,kzl. 2~ 29

11) &n = P10n-1 +p2an72+---+pkanfk‘a_}gdZie P1,P2,---5DPk € Ka Pk 7é07 77/2 k"—l &&V\/\ ) — %
Rownanie ii) nazywamy jednorodng liniowq relacjg rekurencyjng rzedu k, zas rownania i) 7
nazywamy warunkami poczgtkowymi rekurencyi. & oa V‘) — _3

Niech X,, = [dy, Gn_1,- -, Un_ki1]’ . Wowezas powyzszy uklad réwnain mozna zapisaé

w postaci
@
n—1

s

Ap—2 =

| Ap—k+1 ]

czyli X,, = ApX,,_1,dlan >k + 1.

Zauwazmy, 7e X, = Ap X, 1 = A2X,, o = A3 X, 3 =...= A} T X}, |czyli
n—k _ -
? — Tk
¢ Tk—1
Tk—2
1




OBSERWACJA: Aby znalezé wzor ogdlny a,,, nalezy wyznaczyé¢ potege macierzy Aj.
Jesli Ay jest diagonalizowalna, mozemy wykorzysta¢ metode z poprzedniego przyktadu.

Przyktad 8.3.4. Znajdziemy n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie a; = 0,as = 8,
Ap = 201 +_3‘an72'

n—2
. an _ -2- 3'- On-1 | _ 29 >
Otrzymujemy uktad { a1 ] - [ 1 0 :| [ Qp—2 :| B |: 10 :| [ 0 ]

Diagonalizujemy macierz Ay = [ i 3 J .

2—t 3
1 -t

Spec(As) = {—1,3} widmo proste, macierz diagonalizowalna

Wybieramy baz¢ wektoréw wlasnych. Rozwazmy A\ = —1.

e T

Rozwazmy Ay = 3. -

1 e [3]-[ 7 3] [2] o) - e (5]

Macierz diagonalizujaca to P =

Obliczamy det(Ay — tI) =

=2 -2t —-3=(t—-3)(t+1).

1

8.4 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie 8.4.1 (Cayleya-Hamiltona). Kazda macierz kwadratowa nad ciatem liczb

rzeczywistych lub zespolonych spetia swoje rownanie charakterystyczne. % C{ ) @

2 — N '
s } Wiemy, ze ya(t) = t* — 2t —3.4 /(

. : 1, 0 & A @
Na mocy powyzszego twierdzenia A% — 2A +/31 )= 0. Sprawdzimy to bezposrednim

rachunkiem. (\O@

R I PR FH R FHR R

Wnhniosek 8.4.3. Niech A € M,(K), gdzie K = Rlub K = C, n € N, n > 2. Niech
Xa(t) = cpt™ +cp 11"+ ...+ 1t + ¢ bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy

A.

Przyktad 8.4.2. Niech A = [

i) Jesli A jest odwracalna, to wowczas
Al = (ch A" ey (A2 + L+ A+ )

_ 1
[€4]
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11) A" = —i(CnflAn_l + ...+ ClA + C()[)

Cn

iii) Dowolna catkowita potege macierzy stopnia n mozna zapisa¢ w postaci wielomianu
macierzy stopnia co najwyzej n — 1.

Przyktad 8.4.4. Dana jest macierz A = [ ; g } € My(R). Korzystajac z twierdzenia
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy macierz odwrotng A~L.
detA = —5 # 0 macierz jest odwracalna 3,C Y

1—t 4

xa(t) =det(A—tI) =

— 42 _ At — 2 _ — =
2 3_q¢|=t 4t5$1A 4A-51-0 |

AN (A2—4A-5I) = A—4I-5A =0 = Al =1(A-4l) =] ([ 1 41 _ {4 0 D

2 3 0 4
Al:l{—?) 4]

5 2 —1
0 2 6
Przyktad 8.4.5. Dana jest macierz B = 2 —8 =26 | € M3(R). Korzystajac z
-2 2 8
twierdzenia Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy B°.
—t 6 —t+2 0 -2+t
Obliczamy x p(t) = det(B—tI) = @ R 26 |t 0 —6 —t (—18 =1+
-2 2 8-t —2 2 8—t |
—t+2 0 -2+t —t+2 0 -2+t
B2kl 06—t 2 | "EY 0 —6-t 2 |=
-2 2 2—1t —t 2 0

=(2—1t)(6+1t)t —4t(2 —t) = —t3 + 4¢.
Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona|B? = 4B, skad

0 2 6
B = 43B% = 4B = 256 2 -8 —26
-2 2 8

11
01
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy C° + C? oraz C°°.

Przyktad 8.4.6. Dana jest macierz C' = [ } € My(R). Korzystajac z twierdzenia

Oznaczmy p(t) = t° + 3. Obliczamy xc(t) = (1 —t)2. Dzielimy wielomian p przez
wielomian ¢ (na ogol z reszta). Zatem istnieja wielomiany ¢, ry takie ze p(t) = ¢1(t)xc(t)+
r1(t) oraz deg(r;) < deg(xc). Wykonujac dzielenie, otrzymujemy q;(¢) = 3 + 26> + 4t +
6,7’1(t) = 8t — 6.

Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona
11 10 2 8
P(C):XC(C)Q1(C)+T1(C):7"1(C’):80—6[:8[0 1}_6[0 1]:{0 2]_

Oznaczmy w(t) = t°°. Istnieja wielomiany go, 72 takie ze w(t) = qo(t)xc(t) + ro(t)vofaz

deg(ry) < deg(xc) = 2. Oznaczmy ry(t) = at + b, a,b € R. Rozniczkujac obustronnie
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a podstawiamy ¢ = 1.
.\ Zatem 1o(t) = 50t — 49 oraz C*° = 50C' — 491 = 0o 11

ok vl 05%= sy (C> V4
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 Przestrzenie euklidesowe

Niech V = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniows.

Definicja 9.1.1. Funkcje s : V x V' — R nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
wewnetrznym), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

r A N o
i) Yu,v,w €V Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v, w), powes L r(\/\\"‘(,/\/\&
. *—— /\ /’7/1/6\,
i) Yu,0 €V s(u,v) = s(v,u), ,f’)\vmck\/\m /
ﬂ& Cqal ne /s o
i) VvveV s(v,v) >0 A s(v,v)=0%<v=0y. pr A ’\’\ LRV NN
Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq. Bywa ona oznaczana symbolem

E. Zamiast s(u,v) bedziemy rowniez pisac uov lub (u,v).

Przyktad 9.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R” — R taka, ze M= 3

Vu= (21,...,2,),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3"" xyi=x1y1 + ...+ Tpln

Przestrzen euklidesowa (R”, o) oznaczamy symbolem E".
——

@t&mﬂsﬂ

2) V=C([a,b],R), (,):VxV-oR, VfgeV (fg ff
C\a\71« =) (whowrlnab szmrg IQ’\UW\"""\ dj Mﬁ\*)ﬁ %%55
Calka oznaczona ma wtasnosé liniowosci. Ponadto f f?(x)dz > 0, bowiem f2( ) >0
i catka oznaczona zachowuje nieréwnos¢ staba. e o . N & i
X0 (o Tl w
W\/p NV =Rufz], (,.):Ryz] x Ry[z] — R, >
0 Vp,q eV (p,q) = i op(xi)q(x;), gdzie vy < z1 < ... < x, liczby ustalone M
Lo b il VERR PRYLIATD 'y

F{\éz Rozwazmy Rs[z] z iloczynem skalarnym (p, q) = p(—l ( 1) + p(0)q(0) + p(1)q(1). /JW
Wowezas (p.p) — [p(~1) + PO + [p(1)P = 0. ) 4
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.

o




m
Lo R ¥y

@ = X()A/\\ - ao ‘\'a/\%"q

Niech p(x) = ag + a1z + ... + a,2™. Zalozmy, ze (p,p) = 0. Wowezas p(zg) = p(z1) =

1 x% R 0
1 x a2 ... at 0
= p(z,) = 0, skad otrzymujemy L 1 _| ¢

Wyznacznik gltowny W tego uktadu, to wyznacznik Vandermonde’a.

W = [locicjcn(j — xi) # 0, bowiem z; # x; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ap = a; = ... = a,, = 0, co oznacza, ze p jest
wielomianem zerowym.

1)V = Myyn(R), (.,.>:Mm o(R) X Mypen(R) = R,
VA, B € Myxn(R) (A, B) = tr(ABT)

Na mocy twierdzenia 3.1.13, moéwiacego o wlasnosciach §ladu macierzy, mozna wywnioskowac,
ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 9.1.3. Niech (V] s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Vu,v,w €V Va,f €R  s(u,av+ fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
i) VYoeV s(v,0y) =0,
2
ii) Yu,v € V (s(u, v)) < s(u,u) - s(v,v)  nierdwno$é Schwarza

Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki:

) YoeV [p]|>0 A |lv]|=0<v=0y,
i) YoeV VaeR |lav||=|af-]||v]],

iii) Vu,v € V. |lu+ o] < ||ul| + ||v]]. tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dtugoscig) wektora v. Pare (V,||.||) nazywam F??
= U {/U

przestrzeniq unormowandg. a7 Uy Ty

Mg(bb

Twierdzenie 9.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s : 7
V' — R dane wzorem

VoeV  ||v]ls =+/s(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Przyktlad 9.1.6. Rozwazmy przestrzen E", tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dlaz = (21, 7y, ...,7,) mamy ||z|| = /22 + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa
w R"™.

Whniosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesoWa jest przestrzenia unormowana.
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9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegdlniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V, ktorego diugosé jest
rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna

unormowac, tj. znalez¢ wersor v o tym samym zwrocie i kierunku co v.

1
o]l

Aol = g - ol = 1.

Istotnie ¢ := i jest wersorem, bowiem |o]| =

v
[[v]]

Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami.
Na mocy nieréwnosci Schwarzaldla dowolnych u,v € V' mamy

() < v/ )00 = [l - [l = et <1 e 1< gl <1,

Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ % jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

« € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako av. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem “

cos £ (u,v) = M, £ (u,v) = arccos M marom ¢
[lul] - [lv]] [lul] - [lv]| Mot
Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest W 4(4 \ > ¢
ol
Przyktad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R;[z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+ W sbaka 1ny
p(1)q(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(x) = 2,v(x) =5 — x. [ j[ Uy by
ST on

(u, 0) = w(0)0(0) + u(1)o(1) = 2-5+2-4 = 18 & ~ o
ul] = V{u, u) = /uO)]2 + [u(Q)? = V22 + 22 = 2V2 |
o] = /(v,0) = V(0)]2 + [v(1)]2 = VB2 + 42 = V41 (/O)fé =0

— 18 L 9
£(u,v) = arccos ;=== = arccos -

Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn skalarny
jest réwny zero. Piszemy wowczas u L v. \ o= N —
( \ (ov =) Cun>=0
ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli s

Vi,j € {1,2,...n} i4j = (o) =0. L ) vy

\ wf)
ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnyH(l /
i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,j € {1,2,...,n} <vi,vj>={(1) ;i; _ Ufﬁu%ﬁf
b;d ol =

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora.
<0 \V§ =0
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Deeres Touricen ! 0% @?'5 ‘
/) ee OUT | | | // T
| Uieen ADin 2o ="Lon< oy L S A-2sin g

ZOO»,( 7

Przyklad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R), (.,.)), gdzie (f,g) =
J7_ f(x)g(x)dx. Sprawdzimy, czy wektory f(z) = sinz, g(x) = cos z s ortogonalne/ortonormalne.

> m //V‘CO_JZT \.(O,; Coy (27 ‘
(f,9) = fjﬂ sin z cos zdx fjﬁ(sin Qedr = [—& coS Zx]ﬂﬂ = %( ) _\ q ( 1,
£ 1) =IfIP=[" sin’adi = [T 1022y = [z — Lsin2z]" = ’
Wektory sa ortogonalne, ale nie ortMalne. -

s

Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenig euklidesowa. Wowczas

Vu,v €V u Lo & |lutol]* = |[ul]® + v
oot

2 \V /)er\wﬂ K (u,v)=0 2 9
Dowd. |lu+v[? = (u+v,u+v)'= (u,u) + 2(u,v) + (0, o) "L ul 2+ [o]P O
Twierdzenie 9.2.6. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo

niezalezny.
( WMO“? ,f—>
Whniosek 9.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny. .
%

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny
nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonormalnym),
nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyktad 9.2.9. W przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e3 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).

Wspolirzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E3

baza ortogonalna B; = (% =(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0 0,1))

Dla dowolnego wektora v = (v,, vy, v,) mamy v, = v o 7, Uy =V 07, v, =vok.
Z doktadnoscig do znaku skalary v, vy, v, to dlugosm rzutéw ortogonalnych wektora v na
osie Oz, Oy, Oz odpowiednio, za§ wektory v, - Uy - 7,0, k to rzuty ortogonalne wektora

v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.
) bty | kol =0

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl,b2, . .,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni
euklidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [ay, g, . . ., ] 5. WoOWezas

b XOMC(/\A(\ We{l,Q,...,mz (v, bi). = [% j%L b A“

mcoww SIE % ¢ )5
<03y = bbbt et b
= i
Yu,w €V (u,w) = . b1><u;’ by L b2><u;’ ba) | .Ti—u’bnﬂwg b”>. @ bn, ‘MM“@:\{L 3
[[61]] [[b2]] |16 ]] T <% ik
TR
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Whiosek 9.2.11. Jesli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklide
—_—————

(V,(.,.)) oraz V 3 v = [y, g, ..., |5, to woOwczas _
o 0 L—-ALS \Df)
:L;‘/\ n VE 1,2,..., i = 7bi
N P }Pzro‘ F ]JB t { Tl} «Q <U > < L@\l‘oj
oraz ol P o

. ,
Yu,w €V (uyw) = (u, by)w, by + (u, B2) (w0, bo) + ... + (u, by (w, by).
Q& Whiosek 9.2.12. Niech B = (bl, bo, . .. ,bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))

* oraz niech v,w € V, v = [, q,. .., ], w = [p1,02, .., Buls. Wowczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u, w) = @181 + @2fs ... + @, S,- {7 > /O ¢ “/J

"

9.3 Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Twierdzenie 9.3.1. Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektorow liniowo niezaleznych. Wowcezas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cn} CV taki, ze l}r\l{bla bt =lin{e, . oon )

Whniosek 9.3.2. i) yaida skoriczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rozna od {0}
ma baze ortogonalng i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy ukltad ortonormalny mozna
uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyklad 9.3.3. Rozwazmy przestrzen E3, tj. R3 ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dana jest baza B = (b1 =(1,-2,0),by = (5,5,1),b5 = (5,4, 4)) przestrzeni R®. Dokonamy
ortogonalizacji bazy B.

< Al/z O 513 )

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
Niech C = (¢1, ¢o, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1,—2,0). Wowczas oczyW1SC1e lin{c; } = lin{b, }.

T @ "“C C“ ! by
IT KROK: Aby zagwarantowaé, ze n{cl,cg} = hn{bl,bg} poszukujemy ¢y w postaci
K g =0by+ ozciw%?go a € R. Dobierzemy a w taki sposob, by ¢y 0 ¢y = 0.
Obliczamy cp 0 ¢1 = (b acy) o ¢p = by oy @ (cﬁo c1). =0 /@
Aby ¢y 0 ¢y = 0, wystarczy przyjch gfzg T
W naszym przykladzie 0 = byo ey + a - (cz 0¢1) = (5,5,1) 0 (1,—2,0) + o - (1,—2,0) o
(1,-2,0) = =5+ 5a, skad a = 1. Zatem ¢; = by + 1 = (

X
= lin{by, by, b3}, poszukujemy c3 w
R. Dobierzemy (1, B2 w taki sposob,

IIT KROK: Aby zagwarantowac, ze i
postaci cg = b 4 5101 tﬁg@, dla pewnych ﬁl, >

byc;»,ocl—Ooraz C30cy = 0.
L—\G % N C?) 6@"‘{@ Lbzk)g%
l

C[/\ C CZ

,/)

) S Cn o ( LFa ) (“05
o Ch g \13‘1,*)(5’)

¢, Ca (ob



Z
- ifz// Y

—~— T /
Mamy 0 = czoc; = (53—1-5161-1-5262)061 = 530014‘51(01001)+ﬁ2<62061) = bsocr+Aillenll,
skad |5 = _\b\c%. Analogicznie 0 = c3 0 ¢ = (b3 + fic1 + Paca) 0 ¢ = b3 0 ca + Pi(cr ©
C2) + P2z 0 ¢a) = bg 0 ca + Bal[ca]]?, skad By = _ﬁigﬁ% d
[

LGl f0=bs0c+Billall’ = (5,4,4) 0 (1,-2,0) + Bi(1+4+0) = =3 +503; |
W naszym przykladme{ = by 0o+ Bo||ca]|? = (5,4,4) 0 (6,3, 1) + Bo(36 + 9+ 1) = 46 + 4603,
Skad B = 3, B2 =
Zatem C3 = b3 + 501 — Cy = (5747 4) + %(17 _27 O) R (67 37 1) ( 59 —1 3)
Cc= (01 (1,-2,0),c2 = (6,3,1),¢5 = (—%,—1,3)) jest baza ortogonalnq
Bz ORAOC

Poniewaz ||c1|| = v/5, ||ea|| = V46, ||cs|| = \/ 2, zatem bazg ortonormalng jest

@:(C/l: o — 1 .(1,-20),d = 2 \/%*6'(&371)’05 :@E.(—g —%,3)). ‘\/@“Oj

[le2] [lesl] 46 57

A
)

jest dowolna baza przestrzeni euklidesowe]

Whiosek 9.3.4. Jesli B = <b1,b2,...,bn

(V,{.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Coyen cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalna tej przestrzeni.

n—1
(ba, 1) (b3, c1) (b3, c2) {bn, ci)
C1 = b1 Cy = b2— C3 = bg— C1— Co c. Cp = bn_ C;
[leal[? leal> fleal = les]?
Przyktad 9.3.5. Rozwazmy przestrzen Rq[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)g(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1,z,2?).
Elm A ard o~
Niech b; = 1,by = x,b3 = 2. Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
(o % bioby=1-(—1)241-02+1-12=2#0.
‘Niech C = (¢4, ¢5, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna.
U {4 xb = F/M[/f 505
I KROK: Niech ¢; := b, =
' bniloy by = Onde, c1Y . |

A
IT KROK: Poszukujemy ¢y = by + ¢y, @ € R. Dobierzmy « tak, by ¢ o ¢; = 0. 5
Obliczamy 0 = cyoc) = (by+acy)ocy = b2001—|—a'(0ﬂ001) = (—=1-140-141-1)4+a(1+1+1) =
3a. Y |
Skad o = 0. Zatem ¢y = by = z. (Moglismy to zauwazy¢ wczesniej.) a [ L,
o [V .{U« ‘01\15\’) [N» CQ (1, 655 W'[(’TJZZLYC\E
IIT KROK: Poszukujemy c3 w postaci &bg + Bicr + 5202, 61 By € R. Dobierzmy Blh
tak, by c3 0c; =0 oraz c3 o cy = 0.
1(\/[amy0 = C30C] = ) b3+m202 Joci = 53001‘L51 01?01)‘1‘52(02:3‘01) = byoci+51||ai|]? =
9v54,< (1-1+0-141-1)+ -3, skad (5 Wen % ©
_g—’\‘q Analogicznie 0 = ¢3 0 ¢y = (b3 +\5/101\+_’%2/C2) 0cy = b3 ocy+ 51((7@ o 02) + Ba(eo ofé’;) =
by o cy+ Bollcal* = (1-(— 1)+0 0+ 1-1)+ B ((—1)>+ 0%+ 1%) = 20, skad B, = 0.
Zatem63—b3——01—l’—§ -

3
C= (cl =1,c0=x,c5=2%— 5) jest baza ortogonalna.
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fer| = vVIFT+1 =3, [leall = VIF O+ T =2, [lesl| = /b + 2+ 5 =E

Baza ortonormalng jest uktad wektorow

r_ (i e N3 g o V2 cs V60,2 2y _ V6,2 V6
C = ¢ =qor =% % = 7o T, Cy = = 2(m 3)— x = ).

9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen <—— [ N /K3 ot

‘ o0 ‘(IO §
Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem. 7D kﬁ/éﬁy

Definicja 9.4.1. Zbior S+ := {v € V [ Vx)e S (v,z) = 0} nazywamy dopetnieniem -
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy f’ / ‘Q

tj. S = {x}, to zbiér S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V. v [JJ
Twierdzenie 9.4.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. V4

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest %——9
podprzestrznia liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniows przestrzeni {U Vﬂ =

V. ’L/-{-Vi . ;7 0\7 :/05
Przyklad 9.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
= L
u=1(1,0,1,0). 0 ‘{Mb :?

AOG//%"{Z’

Niech v = (z,y,2,t) € R*. Woéwczas ulv e uov=0<« m Zatem
v = (x,y,—x,t)oraz {u}* = {(z, v, — )z, y,t e R} = hn{(l 0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 9.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniowa przestrzeni V. Jedli w € U+,
to moéwimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w 1 U.

Uwaga 9.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', za§ B = {by, ..., by}
baza tej podprzestrzeni. Wowcezas dla dowolnego wektora w € V/

wlU<e Vie{l,2,....k} w L

Dowaod. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego ¢ €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) =0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [ay, ..., a,|p mamy
(w,u) = ar{w,by) + ... + ap(w, b,) =0. Zatem w L U. O

Przyktad 9.4.6. Rozwazmy V = Ry[z]| z iloczynem skalarnym (p,q) = folp(x)q(x)dm,
podprzestrzenn U = R;[z] oraz w = 62% — 62 + 1. Czy w L U?

wLU Rule] =lnflo} & wl1Awls e % D<)
(w, fo (62% — 6z + 1)dz = 22° — 322 —l—x‘O—O e amé*(f
(w,x —fo (62 — 622 + x)dx = 32 — 227 +§x2‘0—0 Zatem w | U.

<h/ Y=
\(“ ﬂxﬂf}
5> 34;/<u/4>
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Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.4.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesows, zas U, Uy, U, jej podprzestrzeniami
liniowymi. Woéwczas:

i) Uy, c Uy = Ui C U, R

ii) U+ = (linU)*,

iii) U c (U4)*.
Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowsa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.
Definicja 9.4.8. Operator liniowy 7 € End(V) dany wzorem

YoeV r(v)=u, gdzie v—ulU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjqg ortogonalng na podprzestrzen U.
Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U. ?”OU/M

v y q oV —aucV

- /'/a M/
HC(\Y (7(\(\'\/(/“ < QL

AN Wo(%ﬁo@ e QN <= V- M—L(M
v-m €yt

W

Twierdzenie 9.4.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U. T

i) Jesli B = (bl, bo, ... ,bk) jest dowolng baza podprzestrzeni U, wowczas u = mw(v) =
[041, Qo, ... ,ak]B, gdzie
<bl, b1> <b1, bg) Ce <bl, bk:> a1 </U7 b1>
<b2, b1> <b2, bg) Ce <b2, bk> %) _ <U7 b2> (1)
<bk, b1> <bk, bg) . <bk, bk> ay, <U, bk>

ii) Jesli B = (bl, b, ... ,bk) jest baza ortogonalng podprzestrzeni U, wowczas rzut ten N
okreslony jest wzorem . “(”"7_2: 2 u by =<, b/') vV — ha :

|
- larn
o, L b U ~520
w=m(o) < b bt by

il

&/Q(W@ ,«\AB U\\?/\ o - e\ldlﬂé W

A oo v

(\)/ \/ AV L(V @ \\\a/\\ 102 . (u >
I LU e vou L j TP
) C\f} i —u - @;e»@e)

<Qr(,c670

ub?/w&
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dv;/[/CfZ’Jr%‘V 0(7/\//,4]13\)

iii) Jesli B = (bl, b, ... ,bk) jest baza ortonormalna podprzestrzeni U, wowczas . > , . > A \OQ
o~ \/ 1
\V)
w=1(v) = (0,b)b1 + (v, b2)bs + . .. + (v, b)b. LS L
Ltpdes s ("

Lub réwnowaznie, jesli A jest macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy
ortonormalnej B, to wowczas AA” jest reprezentacja macierzows projekcji mp.

<b1a b1> <b17 b2> ... <bla bk)

Macierz (b2, b1) (b2, b2) - {ba, i) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
<bk7 b1> <bk7 b2> R <bk7 bk>

macierzg Grama uktadu wektorow (bl, bo, ... ,bk).

Whniosek 9.4.10. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia
liniowa. Niech B = (bl, ba, ..., bk) bedzie bazg ortonormalna podprzestrzeni U, zas A €
M, «(R) macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest
reprezentacja macierzowa projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U.

“214 bs yand . JiL - gu,a/ta/,j

Przyklad 9.4.11. W przestrzeni euklidesowej E* Wyznaczymy rWIHy wektora

v=(1,1,1, O) na podprzestrzen U= lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.—
E——
s — |
- Tl) = L) = < . 21\ 1 2
auwazmy, ze B := (b, bz) jest bazg U, bowiem r L 1) 3 0| = 9.

METODA 1
u:=mpv) =", wi=v—ulU< wlb:=(2112) Aw
zatem istnieja o, 5 € R takie, ze u = aby + 5bo
w:(171>170) (27171a2) 6(171a_3a0):(1_2a_5a
Vi T
Otrzymujemy uktad dwoch rownai
0= (w,b))=(1-2a—-B,1—a—B,1—a+38,—2a)o(2,1,1,2) = 4 — 10«,

\O—<w b)=(1-2a—B,1—a—B,1—a+38-2a)o(1,1,-3,0)=—1—118.
2 1

Stad a =2, =—= | | '
ad & = &, 11 oraz 1 1 -3 O) (@ 17 37 Z—L) N CU& C \k

_ 2 11 _ 2 1, _ (42 2 4
“ u=l[a,flp=[5—1ls = bl_ﬁb2*(§’3 35)_(11’1_’ o 557 557 557 5

‘ — o™
METODA 11 &ﬁo we

Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.
Istotnie by 0 by = (2,1,1,2) 0 (1,1,—-3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 9.2.10 mamy

Y Y )

w=[fehd ] Ale (v,) = (u,by), zatem u = |52, 2], Obliczamy

l—a—p,1—a+38,—2a)

[161]]2 [|b2]|2
(w,b1) = (1,1,1,0)0(2,1,1,2) = 4, (v,bs) = (1, 1,1,0)0(1, 1, —3,0) = —1 oraz ||b.||2 = 10,
||b2||> = 11. Stad u = [«, 5.

UWAGA: Gdyby baza B := (b;, bs) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzysta¢ znaleziona baze ortogonalna

C = (c1, ).
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METODA I1I

Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech B’ = {¥},0,},
= 2 1
gdzie by = Pin = S5(2,1,1,2), b5 = 27 = 75(1,1,-3,0). Niech A = | Y{* Vi
o
16 4 2 7] "\:’a/g_ro' O}"
% %5 8 | \ N ened
AN (NL VA 5\ o
20 —19 1 1 17 ‘
110 110 5 1 55
. Stad AAT L=
—19 101 1 37
10 110 5 0 55
1 12 4
5 5 5 L 5

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzen E? i jej baze B = (b1, by, b3). Niech C = (cy, 9, c3) bedzie szukang
baza ortogonalna.

KROK I

ci=b C/W (ﬁcq > — ﬂm{ (ol}

KROK II:

KROK III:

(b3, c1) (b3, ca)

::b — —_ :b - in{c b: — in{e b: :b — Minfer o Z:
C3 3 H01H2 C1 H02H2 Co 3 V! {,1}( 5) M {12}( 5) 3 ! {,,1.,_}()3>
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PRy
9.5 Macierze ortogonalnﬁ i izometrie liniowe %
? T1 2 3
Przyklad 9.5.1. | 6 5 4| |0 |=]6

0 89 0 0
Wektor (1,0,0) ma dtugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé v/37.

Przeksztatcajac dowolne wektory w R™ za pomoca macierzy przejscia mozemy zmienié
ich dtugo$¢ oraz kat miedzy nimi. Wyréznimy teraz te macierze, ktére pozostawia powyzsze

wielko$ci niezmienione. A ﬁ“’t) 4
— \ ’ =

Definicja 9.5.2. Niech n € N. Mamerz A€ Mn(]R) nazywamy macierzq ortogonalna, U\MA {
jesli ATA=ATA=1,. A A - 91 \\/ _ K ' j\‘
s K50
—1 2 2 C/(/@AV
Przyktad 9.5.3. Macierz A = % 2 —1 2 | jest ortogonalna.
2 2 -1

Twierdzenie 9.5.4. Zbior wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dziataniem

mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy symbolem
O(n).

Whniosek 9.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

AR

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (wzgledem
standardowego iloczynu skalarnego w R™). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe
dla kolumn.

iii) Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonormalne
tej przestrzeni. Woéwcezas macierz przejécia Pg . jest macierza ortogonalna. I
odwrotnie, dowolna macierz ortogonalna jest macierza przejScia miedzy dwiema
bazami ortonormalnymi.

Dowdd. i) Wynika to z rownosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)%.. O

Niech (V; (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, skoriczenie wymiarowa. Rozpatrujem
LF \7&7

norme zadana przez iloczyn skalarny. \\\({\\ﬂ

Definicja 9.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy 1
i) ortogonalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest A . @e\ ’)
macierza ortogonalng, - Kf , h
ii) izometrig liniowg, jesli zachowuje on odlegtosé, tzn. speliony jest warunek ‘ /9 ’ \{
Vu,v €V () — e(v)|| = [[u—v]].
Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza

ortogonalna, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalne;j
przestrzeni V jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejécia miedzy
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dwiema bazami ortonormalnymi jest macierza ortogonalna oraz z faktu, ze macierze
ortogonalne tworza grupe. Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowanie
liniowe, ktore przeprowadza pewna (kazda) baze ortonormalna przestrzeni V' na baze
ortonormalna.

Uwaga 9.5.7. Niech ¢ € End(V) bedzie izometrig liniowa. Wowczas
i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem.
ii) Spec(y) C {—1,1}

Dowdd. 1) Jesli v € Kerg, to 0 = ||0y]| = ||e(v)|]| = ||v||, zatem v = Oy. Ponadto
dimV = r(p), wiec ¢ jest surjekcja.
ii) Dla dowolnego v € V mamy ||¢(v)|| = ||v|]| =1-]|v|| = | £ 1] -]|v|]. O

Twierdzenie 9.5.8. Niech ¢ € End(V'). Nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest izometria liniowa.
) ¢ zachowuje norme tzn. Yv € V ||o(v)|| = ||v]|.
iii) ¢ zachowuge iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V (u,v) = (p(u), p(v)).
iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym
Whiosek 9.5.9. Izometrie liniowe zachowujq kqty, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u
i v wynosi «, to kat pomiedzy wektorami p(u) i ¢(v) réwniez wynosi a.
Przyklad 9.5.10. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomorfizm

¢ : R? — R? dany wzorem o(x,y) = (—x + y,y) jest izometrig liniowa?

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny.
Wyznaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

_(1) 1 } . Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.

e[ [ 2]

Zatem ¢ nie jest izometrig liniows.

Otrzymujemy A = [

Uwaga 9.5.11. Jesli rozpatrujemy niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna nie
musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanoniczne;j. °
(2o ki CZﬂOf/Vouwi% i odleglont ) + Limiong &

Izometrie liniowe przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym

. . L wla
Jesli v = (vg,vy,v,) jest wektorem w R3, to symbolem v’ oznaczamy odpowiadajacy %\M U\;\
Vg //‘g
mu wektor kolumnowy | v, {wvvCM

UZ
vl
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n=1 /\/
jest 1 ()

¢ : R — R jest linowe, zatem ¢(z) =ax, a € R
¢ jest izometria, zatem |x| = |ax| = |a| - || oraz a = £1.
Otrzymujemy dwie izometrie liniowe ¢ = idg, czyli ¢1(x) = x oraz y, takie, ze pso(x) =
—x.
)
n=2

Orientacja plaszczyzny

Jesli obroét osi Oz dookota punktu O o kat 7 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osig
Oy odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara, to mowimy, ze uktad
jest prawoskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara,
to lewoskretny. O plaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze
zostata zorientowana.

y A

P -

X y

uktad prawoskretny uktad lewoskretny

Ponizej rozwazamy plaszczyzne zorientowana dodatnio.

Podejscie algebraiczne
Z zalozenia ¢ : R? — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie

standardowej A= { @ c } € Ms(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz detA =
a
A= b

o T @)
- -FeA [ - L 7ol

Z réwnosci [ = () l L2+ 2
a2 + b2 _ 1 act
. . . 2 2 _
otrzymujemy uktad réwnan ¢ ¢+ d° = B . N d = (0\\1‘)0 (O \0“3

Punkty (a,b), (¢,d) leza na okregu jednostkowym, zatem istnieje taki kat o, O oned

ze a = cos a oraz b = sin a. Woéwczas na mocy warunku ortogonalnosci ab+cd = ) mamy,
———— /—‘_\__\ .

ze ¢ = cos (2 +a) = —sina, d =sin(Z+a) = cosa lub tez ¢ = cos (37 + a) = sina,

d = sin (%71’ + a) = — cosa. Podsumowujac,

PO R E i il i R ot B
dax b - od ol ¥ WL A @ |
oo o &;j?\ a/; 21\ & O 7
A y



[ _ 2 = | X | "‘4’

MU> A\/hﬁ ‘ﬁ

\ | /b

1) W pierwszym przypadku detA = a? +b? = 1. Niech v = (x,y) = (rcosf,rsinf).
Obliczamy ¢(v). ‘

x cosa —sina rcos 3 cos acos 8 — sin asin 3 cos(a + f)
A = . . =r| . . =r| .

Y sina cosa rsin 3 sin av cos B + cos acsin 3 sin(a + B)
Mamy do czynienia z rotacjq (obrotem) o kgt o wok6t punktu M W) o5 MG\
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli ‘ !

kat a jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R, AY A R\U\ \([(\{3
>

lub R(a). = e
e

( WK‘M\ \
/\Qe’\
N /L(«O
PYAN
&\
Zauwazmy jeszcze, ze det(A—tI) = (a—t)?+b* i Spec(A) = @.

Macierz A nie jest diagonalizowalna. Ponadto rotacja mie zmienia orientacji uktadu
wspolrzednych.

Macierza obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek v

zegara (obrotu o kat —«) bedzie a \ 8"

< ¥

A‘leT:[ CoSs «v sin&]‘

—sina cos«

Uwaga 9.5.12. W naszych rozwazaniach przyjelismy prawoskretny uktad wspotrzednych

i obracali$my wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). Gdybysmy zmienili uktad
na lewoskretny, ruch odbywalby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie
uzywa obrotu osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje
obrét osi o ten sam kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

>
X

Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.

potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych

wspolrzedne w ukladzie wspotrzednych.  tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej WO NY\A/M
bazie punkt ma nowe wspotrzedne. o(Jf'OV\O\

Wspotrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspotrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).
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Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat a nazywamy obrét bez zmiany poczatku uktadu
oraz bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

Va=(X1,Y1)

\ B3

YA
ov) | fOR8 X >
1
fsin o

y ’ ey
(xacogt,xisina)

(-y1sina,yicosa a \ i

a X

@(v1) = (z1cosa — yysina, zy sina + y1 cos a ™

Przyklad 9.5.13. L L Oo) A & \/\3\X \\ \ \ D \/, ) O

(1] (1) } [ y ] — { i ] identycznosé, tj. rotacja o kat miary 0

COJ‘/["L “S\V\TJZ W?— :| [z
0

= 3 1
e T 19 v\ N\ L

-1 0 x —T . .
0 1 { ] = [ y} rotacja o kat miary

0 1][2] Y . : 3
1 O} _ }_{—x} rotacja o kat miary 57

<
[

= [ —Y } rotacja o kat miary

1
Przykltad 9.5.14. Dana jest macierz A= | 2 2 ] € My(R).
2 2

Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje rotacje.
Zmajdziemy kat obrotu. COK

Poniewaz cosa = 1, zatem o ma miare §7r lub ‘—17r Ponadto sin §7T = \/;;’ zas sin 477 =

‘[ Zatem jest to obrot w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara o kqt ﬂi T
lub (rownowaznle) obrot w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara o kact Ty
|

B
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/\Wb\ ’6
00 Oy X \/
N = L 4)1\ C/ooq (/1/

Przyktad 9.5.15. Wyznaczymy rownanie prostej I’ powstalej przez obrot prostej [ o
rownaniu y = mx, m € R o kat .

Obliczamy‘m_”: rcos —ysing = %ﬁ(x—y), Yy =wsin§ +ycos ] = :E+g@ Dodajac

i odejmujac réwnania stronami, obliczamy © = 2 (2' +y/), y = (-2’ —|— y ) Wstawiajac
do réwnania y = mz, otrzymujemy —z’' +y' = m(2’ +y'). Zatem (1 —m)y = (1+m)a’
Réwnaniem prostej obroconej jest (m + 1)z + (m — 1)y = 0.

N~ T T T ———

2) W drugim przypadku detA = —1. Obliczamy

det(A —tI) = “;t _ab_t ‘ =—(a—t)a+t)-b=t"—a*-b*=t"— 1
Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest diagonalizowalna. W bazie wektoréw wtasnych
macierz operatora ( jest postaci D = é _(1) } . Niech v = (z,y). Obliczamy wspohrzedne
o(v) w bazie wektoréw wlasnych. \9 |

lo]=[6 21[E]-1 2]

Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A =
P~1DP, gdzie P to macierz przejscia do bazy wektoréw wlasnych. Zmiana bazy oznacza

(7‘ \9)

Kf» \‘“3>

zmiane uktadu wspotrzednych z zachowaniem poczatku uktadu wspotrzednych (bo przeksztatcenie

jest liniowe). Zatem A { z } jest symetrig ortogonalna wzgledem pewnej prostej przechodzace;j

przez punkt (0,0). Jaka to prosta? /\\o A o L o- N R4
K = ‘ 4 =%g P
Podejscie algebraiczne

Przypusémy, ze [ jest prosta o réwnaniu y = tgf - x. Aby znalezé odbicie wektora v
wzgledem [ postuzymy sie inng baza ortonormalng. Pierwszy wektor bazowy b; bedzie
wersorem lezacym na prostej [, a drugi b, bedzie wersorem do niego prostopadlym. Zatem
by = (cos f,sin 3), by = (—sin 3, cos B). Istnieja skalary ¢, co € R takie, ze v = ¢1b1 + cobs.
Obliczamy

o — ¢ [cosﬁ}+ {—sinﬁ]_[clcosB—CQSinﬁ]_[co?ﬁ —sinﬁ} [011
= = =

sin (3 cos f3 c18in 3 + ¢y cos B sinfg  cospf Co
Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1b; — cobs. A
T cos 3 —sin c1cos B+ cosin 8 cos 3 sin 3 c1
#(v) zcl{smﬁl_@[ cosﬁ]:[clsinﬂ—cgcosﬁ ]:[sinﬁ —cosﬁ} [cg]
Stad B \

o) = {COSﬁA sinﬁ} {cosﬂ —sin 8 ]_IUT

sinf3 —cosf3 sinf8 cospf

_ [cosﬁ Sinﬁ} [ cos 3 smﬁ] _ [00526 stﬁ}

sinff —cosf3 —sinf cosf sin2 —cos2p
Ny h
/; J 110
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Czyli o« = 28 i macierz .
sina  —cosa

reprezentuje odbicie wzgledem prostej o réwnaniu
y=tgg -z

COS & sin o }

v
Podejscie geometryczne e V) :;{
AY LY
y:tQB‘X |
@ ,.--‘f,'.é‘r"-'-"-"_;
--"_'_‘ ‘4_:::__‘7-_:_‘,_,—-'"" P
.B\ P\ . B! —
X = X
AY AY
P P” v=taB-
el [ ] ___X?tgﬁ
gE il
; IRt P
B e — - N
. P X J X 050 ~
0 My (4 ¢, p\ —o( P = \/ Y
n LA _
1) Obracamy punkt o kat — 0. ! f A //15\
[ ) s O P j cosff —sinf - B cos3 sinf | /><
‘k\ do (o M. ¢ \ sinf3  cosf ~ | —sinfB cosf | U
2) Dokonujemy odbicia wzgled tjy—0. b0 =T Y
okonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0. I 0 -1 7
cosB —sinf |
3) Obracamy punkt o kat +4. [ sinf  cosd | q G
. cosf —sinf 1 0 cosf sinf |
4) Otrzymujemy { sinf  cosf } [ 0 -1 ] _sinfB cos ] = Wbﬁ Lemo w/}

cos 2f3 sin 23
sin23 —cos2p

_ [Cosﬁ Sinﬁ}{ cos 3 sinﬁ}

sinfg —cosf —sinf cospf

| |

Whniosek 9.5.16. Izometria liniowa plaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokol punktu
(0,0) o pewien kat lub symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem pewnej prostej przechodzace;
przez poczatek uktadu wspotrzednych.
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Przyktad 9.5.17. Macierzg symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —x jest macierz

0 -1 . 0 —1 T | | -y
[ 10 ] Otrzymujemy [ 1 O} [y ] = [ e

y=x

Przyktad 9.5.18. Wyznaczymy macierz izometrii liniowej ptaszczyzny bedacej symetria
ortogonalna wzgledem prostej y = 2.

METODA I: Jesli tgf = 2, to woéwczas sin f = %, cos B = \/Lg Obliczamy

sin 283 = 2sin S cos 8 = % oraz cos 23 = cos® 3 —sin? B = —%. Otrzymujemy

[COSQB smg}:{_ } UWV?@

sin2p8 —cos2p \ \/
METODA II: Niech F' oznacza poszukiwang macierz, za$ Fy macierz odbicia wzgledem \K T
prostej y = 0. Wowezas F = R(5)FoR(—f). Poniewaz sin f = \/lg, cos 3 = \/Lg, zatem

[SAI RN [PV
(SN

a2 1 0 1 2 1 2 1 2 3 4
=12 E o 252 e g 1]
Vs V5 VR VG VG 5 5

Uwaga 9.5.19. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych ich macierzy
w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest nieruchomy;,
a obrotowi/odbiciu podlegaja wektory.

Za O~ 2y ) R Abh A
3 _4 Wen 5 poot kg
Przyktad 9.5.20. Dana jest macierz A = [ 3 3 } € Ms(R). A /P‘« - =T \
~5 5 ' ¢
Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie. Q/W 05‘“’\8 A\
Znajdziemy o$ symetrii. QoM ‘\”\ (})3\ K

Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego potozenia w wyniku obicia. Sa to punkty M

I3]=15)
y y ] | o
. 3 , v +4y = —ow /| )
Otrzymujemy uktad réwnan { dr 43y = Sy /XM
Zatem prosta y = —2x jest osia symetrii. A T

Uwaga 9.5.21. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjq, tzn. spetnia warunek ¢ o ¢ = id.
Rownowaznie, jesli A jest macierzg odbicia ¢, to wowcezas A% = I lub inaczej A™! = A.

(x,y) spehiajace rownanie [
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‘ n — dowolne ‘

Twierdzenie 9.5.22. Dla dowolnegon € N macier przestrzeni R” jest macierza
ortogonalng o wyznaczniku rownym 1. I odwrotnie, jesli macierz A € M,,(R) jest macierza
‘ortogonalng o wyznaczniku rownym 1, to A jest macierza obrotu.

Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczna korespondencja pomiedzy obrotami a macierzami
ortogonalnymi o wyznaczniku réwnym 1.

Twierdzenie 9.5.23. Dla ustalonego n € N zbiér macierzy ortogonalnych stopnia n
o wyznaczniku réwnym 1 wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe
te nazywamy specyal grupg ortogonalng lub grupg obrotow wtasciwych i oznaczamy

symbolem SO(n A 6@ (m A ;w %OMQ\{B(

Whniosek 9.5.24. Zlozenie rotacji jest rotacja. Ponadto odwzorowanie odwrotne do
rotacji jest rotacja.

Twierdzenie 9.5.25.
i) Grupa SO(2) jest abelowa.

ii) Dla n > 3 grupy SO(n) sa nieprzemienne.

0 -1 0 001
Przyktad 9.5.26. Niech A=|1 0 0 |,B= 010
0 01 -1 00

Poniewaz detA = detB = 1, sa to macierze obrotéw. Mamy
0 -1 0 001
AB = 0 01|#BA=1|100
-1 00 010

Uwaga 9.5.27. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych je macierzy
(w pewnej ustalonej bazie). Oznacza to, ze osie obrotu traktujemy jako niezmienne, z gory
zadane. Przyktadowo, jesli ¢, € End(R?) to odpowiednio rotacja o kat v woko! proste;j [
i rotacja o kat o wokol prostej k, zas A, B € SO(3) to reprezentujace je macierze (w bazie
kanonicznej B ), to wowczas AB reprezentuje zlozenie potp. Dany punkt Py = (o, o, 20)
zostanie najpierw obrocony wokot osi k. Otrzymamy punkt Pj. Kolejno P zostanie
obrocony wokol osi [ (I nie zostata obrocona, pozostaje niezmienna). Otrzymamy punkt
To
PJl. Mnozac AB | yo | wyznaczymy wspolrzedne punktu P} w bazie B;.
20

113



k-08Ox,1-080z

Orientacja rzeczywistej przestrzeni wektorowej

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie rozne
uporzadkowane bazy przestrzeni V. Kazda baza wyznacza orientacje przestrzeni V. Niech
P = Pg_.p. Bazy B, B’ wyznaczaja te samq orientacje lub sa zgodnie zorientowane, jesli
detP > 0. Gdy detP < 0, bazy sa przeciwnie zorientowane.

Wiasnosé posiadania tej samej orientacji jest relacja rownowaznosci w zbiorze repreréow
bazowych przestrzeni V. Istnieja doktadnie dwie klasy abstrakcji. Moéwimy o orientacyi
dodatniej i ujemnej. Wybor orientacji polega na wyborze repera bazowego (jego klasy
abstrakcji). Przyjmujemy, ze baza kanoniczna R™ jest zorientowana dodatnio.

Definicja 9.5.28. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia euklidesowa. Mowimy,
ze automorfizm ¢ € Aut(V') zachowuje orientacje, jesli dla dowolnej bazy (b, b, . .., by,)
przestrzeni V' zorientowanej dodatnio (ujemnie), baza (¢(by), p(b2),...,@(b,)) rowniez
jest zorientowana dodatnio (ujemnie). W przeciwnym wypadku moéwimy, ze ¢ odwraca
orientacye.

Oznacza to w szczegdlnodei, ze w R? i R? uktady prawoskretne przechodzg na uklady
prawoskretne. Latwo zauwazy¢, ze ¢ zachowuje orientacje (odwraca orientacje) wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz odwzorowania ¢ ma dodatni (ujemny) wyznacznik.

Twierdzenie 9.5.29. Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenig euklidesowa n wymiarowa. Dla
kazdego operatora ortogonalnego ¢ € End(V') istnieje taka baza ortonormalna przestrzeni
V', w ktorej macierz operatora jest macierzg blokowo-diagonalna postaci

cosa; —sinog
sin oy Cos (1

cosa, —sina, , k+l+2r=mn.
sin o, CoS (v
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Rotacje Givensa

Macierz ortogonalna postaci

k; k;
_ 1 -
C S
1
Pz] = )
—S C
1
-~ 1 -

gdzie ¢ 4+ s* = 1 reprezentuje rotacje w plaszczyznie Ox;z; w R™. Rotacje te nazywamy
rotacjami Givensa.

I
T cx; + sz w;
B = .
Tp —8x; + Cx;
. xn

1. 2 2 . . _ T; o T .
Jesli z7 + x5 # 0, to przyjmujac ¢ = ot 5§ = Jei otrzymujemy

s
1 r? + x?
Pij : = :
Ln 0 £

Zatem poprzez obrot w plaszcezyznie mozemy wyzerowaé wybrane wspotrzedne.

0

Wnhniosek 9.5.30. Dla dowolnego wektora z € R™ i dla dowolnego i € {1,2,...,n} istnieje
macierz P € O(n) taka, ze Pz = ||z||e], gdzie P = Py, P;y 1 ... Pii1Pii1 ... PPy

Przyktad 9.5.31 (Konstruowanie bazy ortonormalnej zawierajacej dany wersor).
Wykorzystujac rotacje Givensa, skonstruujemy baze ortonormalng przestrzeni R?, zawierajaca
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wersor © = —=(1,1,1).

Obliczamy \/ T2 — \/Li oraz Pz’ = \/ig
:'tl X

ARV TE

Niech w = (wl,wg,/wg) (\/_ 0,1). Wowczas ——=—

Kolumny macierzy P =

tworza baze ortonormalng. W pierwszej kolumnie znajduja sie wspotrz wektora . /T% ‘T >

S

n=3

900.1 (4. (

Whiosek 9.5.32. Dla kazdego operatora ortogonalnego ¢ € End(R?) istnieje taka baza

ortonormalna przestrzeni R3, w ktérej macierz operatora jest macierza postaci [ Ig i(l) } , <, Ay\(
gdzie A jest reprezentacja macierzows izometrii liniowej ptaszczyzny R2.
| | | a o) o ML= (23
Niech B = (b1, ba, b3) bedzie baza ortonormalna taka, ze M, (B, B) = 0 21 |- Mozliwe .
sa nastepujace przypadki. [’(\AC 1

i) Jesli p(b3) = b3, zas A jest macierza rotacji, wowczas ¢ jest obrotem wokdt osi Obs. @\OOV\ V\W(i\‘

ii) Jesli p(bs) = b3, zas A jest macierza odbicia wzgledem prostej [ lezacej w ptaszczyznie
Ob1by, wowcezas  jest odbiciem wzgledem ptaszczyzny zawierajacej bs i prosta .

100

W szczegolnosei, gdy by lezy na prostej | wowcezas M,(B,B) = 01 0]igp
00 1

jest odbiciem wzgledem plaszczyzny Obsbs.

iii) Jesli ¢(bs) = —bs, zas A jest macierza rotacji na plaszczyznie Obiby, wowczas ¢ jest
ztozeniem obrotu wokot osi Obs 1 odbicia wzgledem plaszczyzny prostopadte; do osi
Obs.

iv) Jesli p(bs) = —bs, zas A jest macierza odbicia, wowczas mozna tak dobra¢ baze, by

-1 00
macierz odwzorowania ¢ miata postaé 0 —1 0 |. Wowczas ¢ jest obrotem o
0 01

kqt m wokdt ost Obs.
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Gdy detM,(B,B) > 0, mamy do czynienia
z obrotem, a gdy detM,(B,B) < 0, mamy
do czynienia z odbiciem lub zlozeniem obrotu
wokol  prostej i odbicia wzgledem plaszezyzny
ortogonalnej do osi obrotu (kolejnosé sktadania nie
ma znaczenia). Rozréznienie miedzy odbiciem a

zlozeniem obrotu i odbicia mozliwe jest poprzez
analize wartosci wtasnych ¢ (ktore nie zaleza od
wyboru bazy). Dla odbicia wartosciami wlasnymi
sa 1,1, —1, zas$ dla ztozenia obrotu i odbicia wartosci
wlasne to —1, —1, —1 lub —1 jest jedyna rzeczywista
wartoscia wlasna.

Jesli —1 jest jedyna rzeczywista wartoscig
wlasnag, zas n odpowiadajacym jej wektorem
wlasnym, wowczas p(n) = —n. Ponadto dla dowolnego wektora u lezacego w plaszczyznie
prostopadlej do n i przechodzacej przez poczatek uktadu wspohrzednych wektor ¢(u)
otrzymujemy poprzez obrot wektora u o kat 6. Dowolny wektor ¢ jest suma wektora b
rownoleglego do n i wektora a prostopadtego do n. Mamy ¢(c) = p(a+b) = p(a)+¢(b) =
o(a) —b.

Odbicie ¢ jest inwolucja, tzn. ¢ o ¢ = id. Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia
@, to wowczas A% = I lub inaczej A™1 = A.

Jesli AAT = I, detA = 1 oraz A2 = I, to mamy do czynienia z rotacja o kat 7 i
macierz A jest symetryczna, tj. A = AT,

Obroty podstawowe (elementarne) w R3

Zakladamy, ze mamy do czynienia z uktadem prawoskretnym. Rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny.

I. Obrét o kat o wzgledem osi Oz (w plaszczyznie Oyz) jest reprezentowany przez
macierz

<V

£

) L
R,(a)= 1] 0 cosa : (\ ) O\S“O n

—sin «
0 sina cos«
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1 1 0 0 0 0
R(a)| 0| =|0|,Ri(ax)| 1| =]cosa |,Re(cx)| O] =] —sinc
0 0 0 sin av 1 COS &

II. Obrot o kat § wzgledem osi Oy (w plaszczyznie Oxz) jest reprezentowany przez
macierz

AZ
o wil O
W \ 7y no " \ | '
T o
“‘ N\ ® _ 2 (—ﬁ .,
LA s
cosf 0 sinpg /
RB)=| 0 10 | L
—sinf 0) cosf

III. Obrét o kat v wzgledem osi Oz (w plaszczyznie Oxy) jest reprezentowany przez
macierz

<Y

cosy —siny 0
R.(v)= | siny cosy 0
0 0 1

Powyzsze trzy przyktady sa przyktadami rotacji planarnes, tj. endomorfizmu przestrzeni
R™ bedacego rotacja w pewnej ptaszczyznie W C R"™ i pozostawiajacego wektory nalezace
do W+ niezmienione.

Uwaga 9.5.33. Odmienny uklad znakéw w macierzy R,(f) wynika z faktu, ze obrot

odbywa sie w plaszczyznie zgodnie z ruchem wskazowek zegara (widok przy osi obrotu
skierowanej ku nam).
*z
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Obroty w R? o dowolny kat woké6l dowolnej osi przechodzacej przez poczatek
ukladu wspélrzednych

Symbolem R,(c) bedziemy oznacza¢ macierz rotacji w R3 woko6l osi wyznaczonej przez
wektor u o kat «a, stosujac przy tym regute prawej dtoni W szczegolnosci

R.(a) = R_,(—a).

‘\y ‘\y

1T (Tt

<Y
<A

widok z dodatniej potosi Oz widok z ujemnej potosi Oz

Rotacja nie zmienia orientacji uktadu wspotrzednych, a zatem zachowugje iloczyn wektorowy,
tzn. dlugosci i zwroty wektorow, jak réwniez katy miedzy nimi pozostaja niezmienione.
Inaczej mowiagc, dla dowolnej rotacji ¢ i dla dowolnych wektoréow v, w zachodzi

p(v x w) = p(v) x p(w).
Katy Eulera

Dowolnie zorientowany ukltad wspotrzednych Oz'y'z" mozna
otrzymacé¢ z danego uktadu Ozyz (o tej samej skretnosci)

przez zlozenie trzech obrotéw wokot osi uktadu.

PRZYPADEK I:
Obroét nie zachowuje zwrotu ani kierunku osi Oz (osie Oz i
Oz’ nie sa rownolegle).

Kazdemu obrotowi ukladu wspotrzednych w R?, nie
zachowujgcemu zwrotu ani kierunku osi Oz, mozna
wzajemnie jednoznacznie przypisa¢ uporzadkowana trojke
katow (¢, 1, 0) € [0,27) x [0,27) x (0, 7).

Aby dokona¢ obrotu uktadu wspoétrzednych Ozyz tak, by
otrzymadé nowy uktad Oz'y’z’ postepujemy nastepujaco:

i) Wyznaczamy prosta w prostopadta do ptaszczyzny Ozz' i przechodzaca przez punkt
O. Prosta w jest nazywana osiqg weztow.
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ii) Rozpatrujemy katy Eulera.

¢ — kat mierzony od osi Oz do osi weztéw w kierunku wyznaczonym osig Oz
0 — kat mierzony od osi Oz do Oz' w kierunku wyznaczonym osig weztow
1) — kat mierzony od osi weztow do osi Ox’ w kierunku wyznaczonym osig Oz’

iii) Wykonujemy w podanej kolejnosci trzy obroty.

1) Obracamy uklad wokot osi Oz o kat p. O$ Ox staje sie osia weztow.

Istnieja dwa takie obroty o katy rézniace sie o m, nadajace osi Ox przeciwne zwroty.
Wybieramy zwrot zgodny ze zwrotem iloczynu wektorowego wersorow osi Oz i Oz’ (przyjmujac
go za zwrot osi weztow).

2) Obracamy uklad wokoét osi weztéw (nowa o$ Ox) o kat 6. Os Oz pokrywa sie z osia
Oz'. Zauwazmy, ze bedzie to obrot o kat z zakresu (0, 7).

3) Obracamy uktad wokot osi Oz’ o kat 1. O$ weztéw pokrywa sie z osia Oz’ |, 0§ Oy
pokrywa sie z osig Oy'.

Macierz A rotacji bedacej ztozeniem trzech powyzszych obrotéw ma postaé

cosy —siny 0 cos# 0 sinf 1 0 0
A= | siny cosy 0 0 10 0 cosp —sing
0 0 1 —sinf 0 cosé 0 sinp cosyp

PRZYPADEK II:
Osie Oz i OZ' sa rownolegle (identyczne lub o przeciwnych zwrotach).

Plaszczyzna Ozz' 1 linia wezléw nie sa wowczas jednoznacznie okreslone. Mozliwe jest
przeksztalcenie osi Oz na o§ Oz’ poprzez obrot wokot dowolnej prostej przechodzacej
przez punkt O i lezacej w plaszczyznie Oxy = Ox'y’. Bedzie to obrot o kat 0 gdy osie sa
identyczne lub o kat m, gdy maja przeciwny zwrot. Stad # = 0 lub § = 7. Ponadto suma
lub réznica katow ¢ i ¢ wyznacza jednoznacznie ustawienie osi Oz’ oraz Oy’

Uwaga 9.5.34. Niekiedy zachodzi potrzeba rozkltadu danego obrotu na ztozenie trzech
obrotow podstawowych. Mozliwe sg inne trzykrotne ztozenia, niz to przedstawione powyzej.
Wybér najczesciej podyktowany jest zastosowaniami. Jesli znamy macierz danego obrotu,
mozliwe jest odczytanie z niej katéow Eulera. Zobacz tutaj i tutaj.

Obliczanie osi i kata obrotu na podstawie macierzy
Na mocy twierdzenia 3.1.13 dla dowolnego n € N oraz dla dowolnych A, B € M, (R)

zachodzi rownosé tr(AB) = tr(BA). Jesli zatem P jest macierza nieosobliwa stopnia n,
to wowczas tr(P~1AP) = tr(PP~1A) = trA.
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Twierdzenie 9.5.35. Dla dowolnego obrotu ¢ : R* — R? liczba 1 jest wartoscig wlasna.
Ponadto jesli ¢ # idgs, to wowczas wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej 1 jest
wektorem kierunkowym osi obrotu.

Przyklad 9.5.36. W R3 rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarny. Niech

001
A= 11 0 0 | bedzie macierza endomorfizmu ¢ : R®> — R?® w bazie kanoniczne;.
010
Jest to izometria liniowa, poniewaz macierz A € O(3). Istotnie
0 01 010 010 001
AAT=1100 |00 1]|=1=A"A=]0 0 1 100
010 1 00 1 00 010

Obliczamy detA = 1. Mamy zatem do czynienia z obrotem. Znajdziemy o$ obrotu i kat
obrotu.

O$ obrotu
Wiemy, ze 1 jest wartoscia wtasna .

T —1 0 1 T 0
A-D|y | = 1 -1 0 y|l =10 =>2x=y=z2
z 0 1 -1 z 0

Zatem E; = lin{(1,1,1)} i osia obrotu jest prosta r =y = z.

Kat obrotu
METODA I: Zauwazmy, ze (1,1,1)o(z,y, z) = 0, gdy z+y+2z = 0. Zatem 7, : x+y+2z =0
jest plaszczyzna prostopadta do osi obrotu. Ponadto jesli (1,1,1) o (z,y,2z) = 0, to
(1,1, 1) op(x,y,2) = (1,1,1)o(2,2,y) = z+x+y = 0. Zatem ¢ jest rotacja w plaszczyznie
m. Wezmy w = (1,1, —2) € ;. Obliczamy

w o p(w) (1,1,-2) o (—2,1,1) -3 1

sl ) = Lol = eve 6 2

Zatem £(w,(w)) ma miar¢ 27 lub —27. A poniewaz w X p(w) = | 1

— = o
|
N}
I

(3,3,3), wiec mamy do czynienia z rotacja o kat %’/T.

METODA II: A jest macierza obrotu o pewien kat «, zatem‘ trA =14 2cosa ‘ (poniewaz,
slad nie zalezy od wyboru bazy). Obliczamy trA = 0, skad 1 4+ 2cosa = 0. Czyli
cosa = —% jak powyzej.

Uwaga 9.5.37. Dokonujac obrotu zgodnie z reguta prawej dtoni, nalezy wtasciwe wybrac
kat, tak by odpowiadal wybranemu wersorowi osi obrotu. Jesli u to wersor osi obrotu, zas
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w dowolny wektor, to wektory u, w X ¢(w) sa rownoleglte. W szczegolnosci pokrywaja sie
(gdy maja ten sam zwrot) lub kat miedzy nimi ma miare 7 radianéw (gdy maja przeciwne
zwroty). Aby rozstrzygnaé, z ktorym przypadkiem mamy do czynienia, mozemy obliczy¢
iloczyn skalarny uo (w x p(w)). Wynik dodatni wskazuje ma kat 0 (i obrot przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara, tj. kat dodatni), zas wynik ujemny na kat 7 (i obrét przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara, tj. kat ujemny). Obrot w plaszczyznie zawierajacej w i p(w)
odbywa sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, jesli patrzymy tak, ze wektor w x p(w)
skierowany jest ku nam.

Jak znalezé macierz rotacji, gdy dane sg o$ i kat obrotu?

Twierdzenie 9.5.38 ( Formula Rodriguesa dla rotacji). Niech v bedzie dowolnym
wektorem w R3, za$ u wersorem wskazujacym o$ obrotu ¢ o kat 6 (zgodnie z regula prawej
dtoni). Wowczas

o(v) =vcosh+ (u x v)sinf + u(uowv)(1 — cosh).

Formute Rodriguesa dla rotacji mozna réwniez zapisa¢ w postaci macierzowej. Niech
U = (U, Uy, Uy ),V = (Vg, Uy, v;). WOWCZAS

v gk
UXV=| Uy Uy Uy | = (Uyls — UV, UV — UgVs, UgVy — UyVy) OTAZ
Uy Uy U,
UyV, — UL Vy 0 —u, Uy Vg
UVp — UV, | = U, 0 —u, Uy
UypVy — UyVy —Uy Uy 0 v,
0 —u, Uy
Przyjmujemy oznaczenie S, = U, 0 —uy |. Wowczas u x v = S,v! oraz

—Uy Uy 0
ux (uxv)=8,(S0")=8%T.

Ponadto zauwazmy, ze u(uov) = (vou)u = (vul)u = v(uTu) oraz u(uov) =v —v, =
v+u X (uxwv).

Zatem| R,(0) = Icos@+ S, sinf+ulu(l—cos®)|lub| R,(0) =+ S,sinf+S*(1—cosh).

Przyklad 9.5.39. Niech u = \/Lg(l, 1,1) oraz 0 = %7‘(‘. Znajdziemy macierz R, (6).
1 1 11
Obliczamy cosf = —3,sinf = ‘/73, w” =111 |[111]=1%|111] oraz
1 1 11
0 —1 1
_ 1
Se=21 1 0 -1/ Stad
—1 1 0
-1 1 1 11 1
-3 0 0 0 -3 3 7 2 2 001
R@=| 0 -3 0|+ 5 0 —35|4+|35 3 3|=|100
| 0 0 —; -3 3 0 : 3 3 010




Nasz rachunek mozemy sprawdzi¢ tutaj.

Przyklad 9.5.40. Macierz

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cosa —sina | = 01 0 0 cosa —sin«
0 sina cos« 0 0 1 0 sina cos«

reprezentuje ztozenie rotacji o kat a wzgledem osi Oz (w plaszezyznie Oyz) z odbiciem
wzgledem ptaszczyzny Oyz.
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce

Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 10
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie Data: oo
/‘
TEMAT: Przestrzenie unitarne ol

10.1 Definicja przestrzeni unitarnej i podstawowe wlasnos$ci

Niech V' = (V,+,C, ) bedzie przestrzenia liniowa. Dla dowolnego o € C, jesi a = x + iy,
x,y, € R, to wéwcCzas o = x — 1y.

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V x V — C nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem

hermitowskim), jezeli spelnia ona nastepujace warunki: )
I

i) Vu,v,w eV Va,f €R s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),

) ‘ ’JSWM
,——>ii) Yu,v € V s(u,j{) = s(v,u), (\f A \& 50}\ \\)\ >

i) YoeV s(v,v@/\ s(v,v) =0 < v =0y. %Q\?\J

Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq unitarng. Zamiast s(u, v) bedziemy rowniez

pisaé¢ (u, v). —_—— <~ “
Uwaga 10.1.2. i) Yv € V s(v,v) € R, zatem warunek s(v,v) > 0 ma sens.
L \
WO

ii) Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unitarna. \L

i) Vu,v,w eV s(u,v+w)=s(u,v)+ s(u,w),

i) Vu,v eV VYaeC s(u,av)=as(u,v),

—
— -

ii) YveV S(U,OV) :OZS(OVvv)a - OC ‘)UMN) ! (() b(“l$3

Przyklad 10.1.4. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi. -O/C .5 Qu N j v kj 2 GR NJ
1) Standardowym iloczynem skalarnym w C™ nazywamy s : C"* x C" — C taka, ze ;E S U \} N\ *%/.
Vu= (21,....20), 0= (Y1,...,Yn) €C" s(u,v) =D 1" 2T = 21Y1 + ... + T Un. : \ \j\}\
2) Niech [? bedzie zbiorem ciagéw (z;)sen liczb zespolonych takich, ze ciag a, = > ., 22 L

i=1~i
jest zbiezny. Granice ciagu (an)nen Oznaczamy symbolem > 0 22, [? jest przestrzenia

" T -/\ oo 74m>_(cw = ~ /
S W \M\ =Ry ¢ T n
- Z - o = t\/ |
22 = (b)) gl



wektorowa ze zwyklymi dziataniami dodawania ciggéw po wspotrzednych i mnozenia przez
liczbe. Definiujemy iloczyn hermitowski

((2i)ien, (Wi)ien) Zzzwl

) H =7
3) Niech C([a,b],C) = {f : [a,b] — C| f—ciagla}. Jest to przestrzen wektorowa nad - >
cialem C, tj. zespolona przestrzenn wektorowa. Jej elementami sa funkcje postaci f(t) = 7 69:
‘/7‘ /

u(t) + iv(t), gdzie u,v € C([a,b],R). Na przyktad f(t) =t +it? t € [-1,1]. Definiujemy "
iloczyn hermitowski ‘\9\3 ‘
b Y \ \ ‘/‘
:/ f(t)g(t)dt. (m/(g@ﬁ ;\\w\&>
4) Zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzeni macierzy M, (C). Niech A, B € M, (C), oot +(5ing

A = [ay], B = [bi].

B) = ajb; = tr(A" B)

ij=1

Definicja 10.1.5. Macierz sprzezona do macierzy A = [a;;] € Mpyx,(C) nazywamy
macierz B = [bjj] € M;,xn(C), ktorej kazdy element jest liczba sprzezona do odpowiadajacego
mu elementu macierzy A, tj. b;; = @;;. Oznaczamy ja symbolem A.

141 2 0 B 1—1 2 0
Przyktad 10.1.6. Niech A = -3 T7-—5i 1 |. Wowczas A = -3 745 —
11— 1+q 1 —14i 1—¢ 1

Twierdzenie 10.1.7.
i) A,B€ My,xn(C) = A+B=A+B

ii) A€ Mpyxn(C),a€C = a-A=a-A
ii) A e men((C) ABE€ M,y,(C) = A-B=A-B
iv) A A-1 dla macierzy odwracalnej A
V) A€ Mpxn(R) = A=A
vi) detA = detA dla A € M, (C)
Wiele stwierdzen jest analogicznych jak w przypadku przestrzeni euklidesowych. |
Mozna udowodni¢, ze jesli (V, (.,.)) jest przestrzenia unitarna, to odwzorowanie A\\A o) ¢
.| : V' — R dane wzorem Yo € V| |[v]| = /(v, v), jest norma w przestrzeni V. Zachodzi QU f\
rowniez nierdwno$é Schwarza Yu,v € V- (u,v) < ||ul] - [|v]].

Przyklad 10.1.8. Rozwazamy w C? standardowy iloczyn skalarny. Dla danego wektora

(p,q,r) € C3 mamy ||(p,q,7)|| = /pb + qq + 17 = /|p|* + |¢|> + |r|2. Obliczymy norme
wektora u = (3,44,0) € C3.

(34 N «s\»'\‘aw%@ﬂl@ i 40,0)]| = VBB +1) 162 = VI 1116 = V26
Vo \ \
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Wektory u,v nazywamy ortogonalnymsi, jesli ich iloczyn skalarny jest réowny zero.
Piszemy wowczas u L v. Uklad wektorow {vy, ... v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym,
jezeli Vi, 7 € {1,2,...,n} i # j = (v;,v;) = 0. Uklad wektorow nazywamy uktadem
ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

. 0 ; i#y
Vi,je{1,2,...,n} (v;,v;) —{ | ey

Kazdy ortonormalny uktad wektoréw jest liniowo niezalezny. Jesli przestrzen wektorowa
jest skonczenie wymiarowa, to kazdy ortonormalny uktad wektoréw mozna uzupetnié do
bazy ortonormalne;j.

Jesli B = (bl,bg, ooy by ) jest_baza_ortonormalna przestrzeni unitarnej (V) (.,.)), zas
v,w eV, to wowezas v =Y (v,b;)b; oraz (v,w) =Y " (v,b;)(b;, w).

Zatem jesli B = (b, bs, ..., b,) jest baza przestrzeni unitarnej (V,(.,.)), zas v,w € V,

v = o, Q. anls, W= (B, B, - -, Bals, to wowezas baza B jest ortonormalna wtedy i
tylko wtedy gdy (u,w) = a1 By + 04252 A+« i
@ /\ma (/ /\j(/w\

10.2 Macierze hermitowskie i unitarne SU
Definicja 10.2.1. Sprzezeniem hermitowskim macierzy A = [a;;] € My,xn(C) nazywamy (
macie.rz B = [bw] € Mnxm((C) taka, ze B = ZT, b;; = @j;. Oznaczamy ja symbolem A*. B0 14 \p{
Stosuje sie réwniez oznaczenia A, Af. = (W‘ g/offm

I (59

1+i 2 0 boi 3 ’ S

Przyktad 10.2.2. Niech A = [ 3 75 } Wowcezas A* = 2 T4+> . L

[
=
N
\/

Twierdzenie 10.2.3. Niech A, B € M,,,4x,(C),C € M,,«x(C), a € C. Wowezas

(A+ B)* = A* + B* €/¥

oo b ( 3 A A) oy
( U\\
(

i

i

aA)* =aA*
iv) (A*)* =
v) Jesli n = m, to detA* = detA oraz trA* = trA.

)
)
iii)
)
)

\ vi) Jesli n =m oraz a € Spec(A), to @ € Spec(A*).

° '8

Definicja 10.2.4. Macierz kwadratowsg A nazywamy macierza - . A—r
¥_ = =

i) hermitowskq, jesli A = A*, X~ A P ﬁ(&m hw

59
ii) antyhermitowskq, jesli A = —A*, - f&)} .
- v
Prh
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AUS

‘ /\/I /_/p‘\[ /A
iii) normalng, jesli AA* = A*A, A .
iv) unitarng, jesli AA* = A*A = I lub rownowaznie A~ = A*. A /)? = /Xj A 1

. . . . . . 040 A Al
Uwaga 10.2.5. i) Kazda macierz rzeczywista symetryczna (traktowana jako macierz OCTogpasini

nad cialem C) jest hermitowska, a kazda macierz rzeczywista antysymetryczna
(traktowana jako macierz nad ciatem C) jest antyhermitowska.

ii) Macierz rzeczywista ortogonalna (traktowana jako macierz nad ciatem C) jest macierza
unitarna.

iii) Macierze hermitowskie, antyhermitowskie, unitarne sa macierzami normalnymi.

iv) Kazda macierz zespolong kwadratowa mozna zapisa¢ jako sume macierzy hermitowskiej
1 macierzy antyhermitowskie;j.

Przyklad 10.2.6. A-n® 72T
3 3.3

‘ 1 -
. 1 1—1 x x __ A2 _ - | /] o
A_[1+z’ 2 }’Aw—A’AA _A_[3+3i 6 ]_M /\ o
v g
'y

Macierz jest hermitowska (a zatem normalna), ale nie unitarna.

A

7 A/Vl;ﬁ(
1 g 1 — =l a2

B_\/i{il]’B_\/i[—i 1}’33_1 L

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ale jest unitarna (a zatem normalna).
b+ ™ Z’)if — PD* ‘b PJ)P;/L

C:{ R IR W eR, C =0, 00 =1

—isino  —cos«
Macierz jest hermitowska i unitarna (a zatem normalna).

D__zlz é}’D*_{ : _322}’DD*_{—21 1i3} jb%b

—1
Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani normalna, ani unitarna.

110 1 01 2 11 f\f\fil

E=|o01 1|, BF=ET=|110| EEF=FE=|121 <L L=l

|1 01 01 1 11 2
Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani unitarna, ale jest normalna.

¢ AEA=L ek T dek (A a) - pera daa
Twierdzenie 10.2.7. Jesli macierz A € M, (C) jest unitarna, to wowczas |detA| = 1. Ok A \1

\ Wyznacznik macierzy unitarnej to liczba zespolona o module réwnym 1, tj. lezaca na M A ( - A

\?\ okregu jednostkowym. W szczegolnosci oznacza to, ze macierze unitarne sa nieosobliwe.

A oerA#0
N Twierdzenie 10.2.8. i) Zbior macierzy unitarnych stopnia n wraz z dziataniem mnozenia

macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg unitarng i oznaczamy symbolem U(n).
Macierze te reprezentuja izometrie liniowe przestrzeni V.
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ii) Zbiér macierzy unitarnych stopnia n o wyznaczniku réwnym 1 wraz z dzialaniem
mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe te nazywamy specjalng grupg unitarnych
i oznaczamy symbolem SU(n).

iii) Niech B, B’ beda dwiema bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej (V,(.,.)).
Macierz przejscia P = Pg_.p jest macierza unitarna. I odwrotnie, dowolna macierz ‘
unitarna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi. o C*@Tﬂ Anod ¢

\ Unitarna diagonalizacja macierzy hermitowskich JAAGO? 0( >/\
@ U,\)e(‘)o

Twierdzenie 10.3.1. i) Wartosci wlasne macierzy hermitowskiej (lub rzeczywistej
symetrycznej) sq liczbami rzeczywistymi. T

ii) Wektory wlasne odpowiadajace ro6znym wartosciom wlasnym macierzy hermitowskie;
(lub rzeczywistej symetrycznej) sa wzajemnie ortogonalne.

ii) Kazdej wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej k macierzy hermitowskiej (lub
rzeczywistej symetrycznej) odpowiada k liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych.

Twierdzenie 10.3.2 (Twierdzenie spektralne dla macierzy hermitowskich). Dla kazdej
macierzy hermitowskiej A € M, (C) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz macierz
unitarna P € U(n) takie, ze

P'AP = P*AP = D.

Oznacza to, ze dla danego operatora liniowego ¢ € End(V) (reprezentowanego przez
macierz A) istnieje baza ortonormalna przestrzeni (V) (.,.)), w ktorej macierz operatora
¢ jest diagonalna (i elementy na diagonali sa liczbami rzeczywistymi). Mowimy wowczas,

ze macierz A jest unitarnie diagonalizowalna. hewn (Fo s o

Wnhniosek 10.3.3 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywistej macierzy symetrycznej). Dla

kazdej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz

macierz ortogonalna P € O(n) takie, ze
A—_’_/

% ) (/_‘1 ) - \ — X .
RSN P—AP =P"AP = D. A 2 - ?
W l ) 7\ /\) \p

Moéwimy wowcezas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy unitarnych:
1) Znajdujemy wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne.

2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace roznym wartosciom wtasnym o krotnosci
algebraicznej réwnej 1.

3) Wektory wtasne odpowiadajace wartosci wtasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej
niz 1 dobieramy w taki sposob, by byly ortogonalne i nastepnie normalizujemy.
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1] mm/zwﬁé"d )
2 € M;

(R) jest symetryczna, a zatem

Przyktad 10.3.4. Macierz A =

-1 2
~_ortogonalnie diagonalizowalna. Obliczamy x4 (t) = det(A — tI) = —t(t — 6)*.
Spec(A) = {A\1 =0, s = 6}, przy czym k; = 1, ko = 2.

x 5 2 -1 x 0 3 0 =3 x 0
A=\ |y | = 2 2 2 y|=1]10]|<« 2 2 2 y | =10
z -1 2 5 z 0 -3 0 3 z 0
r=2z _ _ W (M-2. A b
Stad { ety r—0 Zatem Ey = {(x, —2z,z),x € R}. _ W by {J o )
Wybieramy wektor wlasny v = (1, —2, 1) i normalizujemy go 4 = \/ig(l, -2,1).
C J= -1 2 -1 [« 0
(A=XI) |y | = 2 -4 2 y|=10]|=2-2y+2=0.
- |z -1 2 -1 z 0

Zatem Eg = {(2y — z,y,2),y,2z € R}.

Wybieramy wektory wlasne v = (2,1,0),w = (—1,0,1). W R3 rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny. Oczywiscie (u,v) = 0 oraz (u,w) = 0.

Zauwazmy, ze (v, w) = —2 # 0, zatem v 1 w nie sa do siebie ortogonalne. Zortogonalizujemy
uklad {v, w} metoda Grama-Schmidta.

Niech ¢; := v. Poszukujemy cs = w + acy, o € R. Dobierzmy « tak, by (ca,¢1) = 0.
Obliczamy <627 Cl) = <U) + acy, CTFW + Oé<Cl, Cl> = (_2 +0+ 0) + 0454 + 1 + Cj

Skad 5 —2 =0, czyli a = 2 oraz ¢; = w + v = (=35, 2,1).

Mamy (¢, c2) = 0. Normujemy wektory ¢ = Ii_i\ = (\/lg, \/LS,O), Yy = % = \/g(—%, %, 1)
_ : 12 1
Rozwazamy baz¢ (1, ¢1, ¢;). Macierz diagonalizujaca mapostac P = | =75 75 730
1 V5
w0 %
0 00
Mozna sprawdzi¢, ze PPT = I, zatem P € O(3) oraz P"*AP = PTAP= |0 6 0 |.
,O(%’UM\QN\/N 006
. . . . - \\
Uwaga 10.3.5. i) Dla dowolnej macierzy A € M,(R) i dla dowolnych wektorow D IR
u,v € V prawdziwa jest rownosé¢ (Au® vT) = (ul, ATvT), gdzie u’, v’ oznaczaja W%

odpowiednie wektory kolumnowe. W przypadku macierzy symetrycznej otrzymujemy
réwnosé postaci (Au®, vT) = (ul, AvT)

ii) Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze by¢ widziana jako rotacja
ost uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby byly one rownolegte do wektorow
wtasnych. Zobacz tutaj.

iii)
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00“( A
= Fa ’ ¢
>
\? Ex baza C=(u,v) "
VSX Q //%/ "Ex baza B%=(e1,e2) “‘Alu Y=AX 7 AN (en
ool p0 0 7 PR c
A" A~ 1 Aol €, Y’'=DX’ \O %"
{(\)/3 P P
VN dpx'owéor\ A1 N 6
=pX &\J \
A X=P1X otV
e1 D X Ovmow\i
) — - R
> —>> v
N R
NGO
€1 ?
Uwaga 10.3.6. i) Wektory wlasne macierzy hermitowskiej na ogol sa zespolone, zatem

P _ unitarna macierz diagonalizujaca jest na og6l macierza zespolona. |

ii) Rzeczywista macierz symetryczna jest macierza hermitowska, zatem jej wartosci
wlasne sg rzeczywiste. Poniewaz warto$ci wlasne i sama macierz sa rzeczywiste,
wiec wektory wlasne mozna wybraé¢ jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz

/diggonalizujqca jest rzeczywista macierza ortogonalna.

iii) Macierze unitarne oraz rzeczywiste macierze ortogonalne mozna zdiagonalizowaé
przy pomocy macierzy unitarnej. Poniewaz wartosci wlasne i wektory wtasne sg na
og6t zespolone, macierz diagonalizujaca jest macierza unitarng, nie zas ortogonalna.

———l

Przyklad 10.3.7. Macierz obrotu jest rzeczywista macierza ortogonalna. W ogdélnosci
moze byé¢ zdiagonalizowana przez zespolona macierz unitarna.

cosa sina 0

Niech A= | —sina cosa 0 | € M3(C), gdzie o € R ustalone.
0 01
cosae—t sino 0
det(A—tl)=| —sina cosa—t 0 |=(1—-t)((cosa—1t)*+sina?)=
0 0 1—-1¢

(1—t)(1—2tcosa+t*)=0 = t=0 V 1-—2tcosa+t*=0
A =4cos?a —4 =4i’sina, t=cosa=+isina
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Spec(A) ={ 1 =1, s = cosa+isina, \3 = cosa — isina}

x cosa —1 sina 0 x 0 2(cosa—1) + ysina = 0
(A—\I) |y | = —sina  cosa—1 0 y|l=10 { . 4 B
Z 0 0 0 . 0 —zsina+ (cosa— 1)y =0

Jesli cosa = 1, wowezas sina = 0 oraz A = [ (postac¢ diagonalna).

Zalozmy, ze cosa # 1. Wowcezas sina # 0 oraz y = —_COSSI:;I

1)2 in2 —1)2
Stad  wsina + ey sinfatlcosanl)® ) 2eosa2, ) o g = (),
sin av sin & sin «v

W konsekwencji y = 0, za$ z € C dowolne. Wybieramy wektor wlasny u = (0,0, 1).

T —isina sinao 0 T 0
(A=XI) |y | =| —sina —isina 0 y | =10
z 0 0 1 —cosa—isina z 0

Stad xsina + yisina = 0. Jedli sina = 0, woéwczas cosa = £1 oraz A ma postaé
diagonalna. Zalézmy, ze sina # 0. Wowczas y = ix oraz z = 0. Wybieramy wektor
wlasny v = (1,14,0).

x tsina sina 0 x 0
(A=Xl) | y | = | —sina isina 0 y | =10

z 0 0 1 —cosa+1sina z 0
Stad zsina — yisina = 0. Jedli sina = 0, wowczas cosa = +1 oraz A ma postaé
diagonalng. Zalézmy, ze sina # 0. Woéwcezas y = —ix oraz z = 0. Wybieramy wektor

wlasny w = (—1,4,0).

Uktad (u,v,w) jest bazq wektoréw wtasnych. Normujemy wektory bazowe @ = u, v =
v o 1 ~ w

W= BhW = = Tw Zauwazmy, ze ukltad {a, 0 w} jest uktadem ortonormalnym.
Istotnie (u,0) = (u,w) =0 oraz (0,w) =1-(—-1)+i-i=—-14+1=0.
01 —1 0 0 V2
Macierz P = \/LE [ 0 ¢ i| eU(3),zatem P! = P* = % 1 —2 0 | oraz
V2 00 -1 —i 0
0 0 V2 cosa sina 0 01 -1
D=P AP =3 1 —i 0 —sina cosa 0 0 ¢ i|=
—1 —i 0 0 0 1 V2 0 0
1 0 0 1 0 0
= |0 cosa+isina 0 =10 ¢« 0
0 0 cosa — isin o 0 0 e@

Twierdzenie 10.3.8. Macierz jest unitarnie diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest macierzg normalng. _—

2 NOoRwWALNE
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=5
A= g

PODSUMOWANIE Cq/a (0% Wl Fam

Niech K =R lub K = C. Niech V = (V,+, K, ), u = (u1, ..., u,) € V,v = (v1,...,0,) € o(m(onch |
V ooraz A = [a;5],U € M,(K) ‘

_T
K=R K=C NS

/ R
/A( A«* Z A A
iloczyn skalarny iloczyn hermitowski /

(u,v) = uvy + ... + Upvy (u,v) = w01 + ... + U0,
transponowanie sprzezenie hermitowskie
AT+ ag]" = [ays] A" fag]" = [ai]
det AT = detA detA* = detA
macierz ortogonalna macierz unitarna
Ut =U0TU =1 vur=U0"U =1
c ¢
B detU = £1 |detU| = 1 M W |
N\ " macierz symetryczna macierz hermitowska
A=AT A= A"

=

4%7

Macierz moze nie mie¢ wartosci wlasnych. Kazda macierz ma n wartosci wlasnych 7 e

— liczac z krotnosciami).
7 -0 (
Ex\ = @ /b>k%k (
Macierz symetryczna ma Macierz hermitowska ;
n rzeczywistych wartosci wtasnych. ma n rzeczywistych wartosci wlasnych.

10.4 Roéwnoczesna diagonalizacja pary macierzy

Jesli macierze A, B € M,,(C) sa réwnoczesnie diagonalizowalne, tzn. istnieje P € GIl,,(C)
taka, ze macierze P~'AP oraz P~ BP s3 diagonalne, to wowczas macierze A i B komutujg,

tj. AfiéBfé- Istotnie, poniewaz macierze diagonalne komutuja, otrzymujemy = —

AB = (PP~Y)A(PP~Y)B(PP™!) = P(P”AP)(P}\BP)P*I — P(P"'BP)(P"'AP)P~' = BA.
. — . ) [
— | .
J// L J_f = @LC’LV\{ @ MLMOA 4“\‘( D D
Twierdzenie 10.4.1. Jezeli macierze ietmitowskie (lub unitarne) A, B € M,,(C) komutuja, /) (
to istnieje macierz unitarna P € U(n) oraz macierze diagonalne D, Dg € M, (R) takie, B > \D
ze P'AP = Dy oraz P"'BP = Dg . — YL TN

L

@ WAL U P /%’l LQ@@

pnnoUentC mAdiery OWWO;?€%
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0 -

: 2 1 3 2
Przyktad 10.4.2. Niech A = [ 1 92 ], B = { 5 3

Sa to rzeczywiste macierze symetryczne, a zatem kazda z nich jest ortogonalnie diagonalizowalna.

AB = [ i ;} = BA, wiec istnieje P € O(3) taka, ze macierze P"'AP, P"'BP sa
diagonalne.

Zmajdujemy wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy A.

val)=det(A—en)=| ° 71 L =@ o1=2at13= (-1 -3)
Spec(A) = {\1 = 1, \s = 3} widmo proste
2] [11]]= 0 O
—_— = = = (
(A All)_y_ B 1]{y} [O}ﬁx—l—y 0 L\O@/
Wybieramy wektor wtasny u = (1, —1) i normujemy goﬂ:\%(l,—l) | /\,
(2] [-1 1 ] [0 B ?9 31
(A —XI) y |71 _1}[y]—[0]:>x—y—0

Wybieramy wektor whasny v = (1,1) i normujemy go ¢ = %(1 1).

1 11 1 _ pT_ 1 1 —1 1 10
Stqu—\/5 11 . Ponadto P~ =P AR oraz P7'AP = 0 3
11 3 2
. 1 1
Obliczamy P BP—Q[_1 1}{2 3}[ ] [

Widzimy, ze Spec(B) = {A\1 = 1, \s = 5}.
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Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 11
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Formy kwadratowe

11.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B + C, gdzie B = %(D + DT, C =
%(D - DT, B=BT C=-CT.

Obserwacja: X"DX = XT"BX

Istotnie XT"DX = XT(B+ C)X = X"BX + XTCX oraz

XTCX = XT2=PLX = L (XTDX — XTDTX) = L (XTDX — (XTDTX)T) =
@)

(X"DX - X"DX) =

D=

Niech A € M, (R) bedzie macierza symetryczna, tzn. A = AT,
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy przyja¢ to zalozenie bez straty dla ogélnosci.

Definicja 11.1.1. Funkcje v : R® — R dang wzorem ~(z) = XTAX, gdzie X =
T
T2
dla dowolnego = = (21,9, ...,x,) € R", nazywamy formaq kwadratowg. Macierz
‘TTL
symetryczna A nazywamy macierzq formy kwadratowej .

Uwaga 11.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowezas y(z) = D7, ai;ziv;.
ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.

iii) Ve e R" VA e R ~(Az) = A\2v(x)

aix ... Qi 1 ATy + ...+ apy
Dowdd. 1) [xy...x,) | + . : = [21...2,) =
Apl . Qpp T Ap1%1 + ..o+ ATy
anx% + appr10 + ...+ annx%
ii) Na mocy i) kazdy jednomian + jest stopnia 2.
iii) Niech = (21, ...,2,), A € R. Woéwczas na mocy i) mamy vy(Az) = y(Azy, ..., Az,) =
Z?] 1 Gij ()\xl)()\xj) = /\2 Zzg p Gigivy. O
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Przyktad 11.1.3. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

1) v R3 - R) V(xlnya 1'3) - 2‘7"% + 31‘11’2 + 4.1’11'3 + I’% T :L‘%

2 % 2 T
(1, w0, 3) = [ @1 @ w3 || 2 1 0 To
20 1| 24

ii) Niech Q C R" bedzie obszarem, za$ f : 2 — R dowolna funkcja taka, ze f € C*(2).
Niech Py € Q2. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie F

dp,f R =R, dp f(hi,... hy) = Zjl 85;@; (Po)hih,
ij=
jest forma kwadratowa. Jej macierz ma postaé
%(Po) 8225;2(130) aﬁz—af%(Po)
iRy = | TP GER) o (R
LR R SR

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.

11.2 Okreslonosé formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~v(0) = 0.

Definicja 11.2.1. Forme kwadratowa v : R® — R, v(z) = XTAX nazywamy
i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) > 0,
ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) <0,

1v

)
)

iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R® ~(z) >0,
) ujemnie potokreslong, gdy Ve € R™  ~(z) <0,
)

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zar6wno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona,
gdy forma kwadratowa y(z) = XTAX jest dodatnio okreslona itd.

Przykilad 11.2.2. i) 7:R® - R, (1, o, 73) = 227 + 23 + 23
jest dodatnio okreslona

ii) v:R* = R, y(z1, Te, ¥3) = —2F — 423 — 23 jest ujemnie okreslona
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iii) v:R3 — R, y(x1, 22, 73) = 23 — 23+ 23 jest nieokreslona, bowiem ~(1,0,1) =2 > 0,
za$ v(0,1,0) = =1 < 0.

iv) 7:R® = R, y(xy, 22, 23) = 223+23 jest dodatnio potokreslona. Vo € R (0, 29,0) =
0

Badanie okres$lonosci formy kwadratowej

Definicja 11.2.3. Niech A = [a;;] € M, (R).

i) Minorem gtdwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstatej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

ii) Minorem wiodgcym gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powsttej przez skreslenie n— k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem
Ay.

Symbolem D;, _;, oznaczamy minor glowny stopnia k, powstaly przez skreslenie wierszy
i kolumn poza tymi o indeksach i1 < ... < 4.

1 2 3 4
5 6 7 8
Przyktlad 11.2.4. A = 1 _9 _3 _4
-5 —6 -7 =8
. . , 1 2
minory wiodace gtowne: Ay = Dy =1, Ay = Dy = 56" —4,
1 2 3
Ag = D123 = 5 6 7| = O, A4 = D1234 =detA = 0
-1 -2 -3
. , 1 4 6 8
minory gltéowne: Dyy = ‘ 5 _3 ‘ =12, Doy = ' 6 -8 ‘ =0

Twierdzenie 11.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M, (R) bedzie macierza
symetrycznag.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtowne sa
dodatnie, tzn. Yk € {1,2,...,n} Ay > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gltowne
parzystego stopnia sg dodatnie, a nieparzystego ujemne,

tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)FA; > 0.

Bez dowodu.

136



Przyktad 11.2.6. i) A= 1 —1 0 | jest ujemnie okreslona.
0 -3
—2 1
A1:—2<0, AQ—’ 1 _1|—1>0, AgzdetA:—3<O

ii) B = [ 0 _(1) } jest potokreslona ujemnie, gdyz v(x1, z2) = —22 < 0.

Uwaga 11.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia potokreslonosé
A.

Twierdzenie 11.2.8. Niech v : R* — R, v(z) = XTAX, gdzie A = AT,

i) Forma kwadratowa ~ jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gtéwne macierzy A sg nieujemne,
tzn. V1<k<n V1I<y<...<iy<n D; ,; >0.

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory
glowne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki

Vi<k<n VIi<i<...<ip<n (=1)*D > 0.

11...0%
Bez dowodu.

Przyklad 11.2.9. Forma kwadratowa v : R® — R,
(21, T9, 3) = 23 + 23 + 22173 jest dodatnio polokreslona.

1 01
A=10 0 0 |, A1=1 Ay =A3=0,
1 01

11 0 0
DZ_O)D3_1)D13_‘1 1’0>D23‘0 1‘_0
Oczywiste bowiem v(z1, To, 13) = (z1 + x3)% > 0.

Uwaga 11.2.10. i) Jesli Ay = Dy3 < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci
wtlasnych (liczac z krotnosciami).

Dowdd. i) Ay = Djp to minor stopnia 2. Jesli Dis = (=1)?D1, < 0, to na mocy
kryterium Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okre$lona. Na
mocy twierdzenia 11.2.8 nie jest potokreslona dodatnio ani potokreslona ujemnie.

ii) Dowod mozna znalez¢ w [4]. O
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Twierdzenie 11.2.11 (Kryterium wartosci wlasnych). Niech v : R* — R, ~(z) =
XTAX, gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {\1,...,\n}. Wowczas forma kwadratowa

v jest
i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,
ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,
iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0,
iv) ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; <0,
iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 34,7 € {1,2,...n} A\, >0 AX; <O0.

Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym .
Oczywiscie v # Oy, wiec |[v] # 0. Obliczamy vT Av = y(v) = vT v = Awlv = Av|%. Zatem
A(v) >0 < X >0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostalych przypadkach.
Il

1 01
Przykltad 11.2.12. A= | 0 0 0 | jest dodatnio potokreslona.
1 01
1—t 0 1
xat)y=|] 0 —t 0 |=—=t(1—-t)+t=t(1—-(1-1)?) =t2t—1t*)=t*2—1)
1 0 1-—t¢

Spec(A) = {)\1 = )\2 = O, )\3 = 2}
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