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Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

No =NU {0}

Z zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbioér liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegotowy (maly) istnieje
3! istnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as,...,an, @y, ..., a, to dowolny ciag liczb.

Sume a; + ag + ... + a, oznaczamy symbolem Y " | a;. Symbol i to wskaznik sumowania
lub indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, za$ n to gorna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
ajt+as+...+a,= (a1 +ay+ ...+ an)+ (@mi1 + amaz+ ...+ a,) oraz
clay +as+ ...+ a,) = cay + cas + ... + ca,, czyli

n m n n n
g a; = E a; + E a;, c g a; = E ca;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m-+1
Przyklad 1.1.1. >0 i=1+2+3+4+5+6=21
9 i __ 5 6 7 8 9
Yismz =ity Tttt

no (1) 1,1 e =)
Yito(3) =l+s+i+ o+ () ==

HNoczyn ay -as-...-a,_1 - a, oznaczamy symbolem [[;_; a;. Symbol i to wskaznik iloczynu,
m to dolny wskaznik iloczynu, za$ n to gérny wskaznik iloczynu.



Przyktad 1.1.2. [[0_(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[[L,i=1-2-3-...- (1) n=n

rox-..cx=][_,x
—_—

n razy

1.2  Zbiory i relacje

Definicja 1.2.1. Parg uporzgdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a},{a,b}} podzbiorow
zbioru {a, b}.

Twierdzenie 1.2.2. Dwie pary (a, b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ A b=
d.

Mozemy zdefiniowa¢ n-ke uporzadkowana:
(a1, az,a3) = ((a1, az), a3)

<a17 ag, asz, CL4) = ((ab ag, (Ig), CL4>

(ala ag,...,0p-1, an) = ((CLl, a2, ... 7an—1)7 an)

Mozna uzasadnic, ze
(a1, as,...a,) = (b1,ba,...,b,) & Vie{1,2,...,n} a; =b;.
Definicja 1.2.3. lloczynem kartezjariskim zbiorow A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}.

Analogicznie definiujemy
Al XAQ X ... XAn = {(al,ag,...an): ai EAl /\CLQEAQ /\/\anEAn}
OznaczamyA2:AXAorazA”:{lex... X A.

n—razy
Przyklad 1.2.4. Wyznacz A x B, B x A, B2
i) A={3,4,5}, B={5,7}

Ax B =1{(3,5),(3,7),(4,5),(4,7), (5,5), (5,7)}
BxA={(53),(54),(55),(7.3),(7,4),(7,5)} AxB#BxA
B ={(5,5),(5,7),(7,5),(77)}

ii) przedzialy A= (0,1)CR, B=(1,2) CR
AxB={(z,y):0<z<1lAl<y<2}
BxA={(z,y):1<zx<2AN0<y<l1}

i) A=B =R
Ax B=Bx A= A*= B?

Oznaczamy R? =R x R = {(z,y) : z,y € R} - plaszczyzna rzeczywista
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Definicja 1.2.5. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kazdy podzbior R C A x B
nazywamy dwuargumentowq relacjg w iloczynie kartezjanskim A x B. Gdy A = B, to
moéwimy o dwuargumentowej relacji w zbiorze A.

Dla (x,y) € A x B piszemy 2Ry < (z,y) € R.

Przyktad 1.2.6. i) Relacja rownosci = w zbiorze N

ii) Relacja < w zbiorze N (lub Z, Q, R)

iii) Relacja inkluzji C w zbiorze potegowym P(A) = {B: B C A}

iv) Relacja podzielnosci | w zbiorze N, tj. m|n < Jk € N n=mk
Definicja 1.2.7. Niech R C A x A bedzie relacja w zbiorze A. Relacje R nazywamy
i) zwrotng, jezeli Vr € A xRz,
ii) przeciwzwrotng, jezeli Ve e A ~ (zRx),
iii) symetryczng, jezeli Vr,y € A xRy = yRz,
iv) przeciwsymetryczng, jezeli Vr,y € A xRy = ~ (yRzx),
V) antysymetryczng, jezeli Vrx,y € A (zRy N yRx) = = =y,
vi) przechodnig, jezeli Vz,y,z € A (xRy N yRz) = xRz,

)

vii) spdjng, jezeli Vz,y € A xRy V yRx V x =y.
Definicja 1.2.8. Niech A bedzie zbiorem niepustym.

i) Relacje R C A x A nazywamy relacjq réwnowaznosci w zbiorze A, jesli jest ona
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

ii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A, zas x € A. Zbior
2ln = {y € A: 2Ry}

nazywamy klasg rownowaznosci lub klasq abstrakcji relacji rownowaznosci R wyzna-
czong przez element x. Element x nazywamy reprezentantem klasy réwnowaznosci

[z]r.
iii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Zbior
A/R :={[z]gr: x € A}

nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A przez relacje R.



Twierdzenie 1.2.9. Niech A bedzie zbiorem niepustym, za$ R relacja réwnowaznosci w
zbiorze A. Wowczas dla dowolnych x,y € A

i) T € [$]R,
ii) [z]r = [ylr & 2Ry,
iii) [2]r # [ylr = [#]rN[ylr = 2.

Dowdd. iii) [z]g N[yl = @ & Fz € [zlgNylg & Fz: 2z € [zl N 2 € [Yr
& zRx A zRy & zRx A yRz = zRy. Na mocy ii) mamy, ze [z|g = [y]r. O

Uwaga 1.2.10. Okreslenie relacji rownowaznosci w danym zbiorze A jest rownoznaczne
z dokonaniem podziatu tego zbioru na niepuste i roztaczne zbiory, ktérych suma mnogo-
Sciowa réwna jest temu zbiorowi. Taki podzial nazywamy rozbiciem zbioru A.

A= |Jlzlr

T€EA

Przyktad 1.2.11. i) A=7Z,n € Nustalone zRy < n|(z —y)
2Ry & dkeZ: kn=x—y & JkeZ: y=x+kn

Jest to relacja rownowaznosci zwana relacjg przystawania modulo n.

Piszemy x =y (modn) lub = =, y.
Z /= ={[0],[1],...,[n— 1]} zbiér reszt modulo n

i) A=7Zx 7% gdzie Z* =7\ {0}, (x,y)R(u,v) & zv =yu

(z,y)R(z,y) & vy =yz
(z,y)R(u,v) & zv=yu & uwy=vr < (u,v)R(z,y)
przechodnios¢ - CWICZENIE

Jest to relacja rownowaznosci. Liczba wymierna % to klasa abstrake;ji.
(z,9)|r = {(u,v) € ZxZ* : (z,y)R(u,v)} = {(u,v) € ZXZ*: zv = yu} =
{(uv) eZ xZ*: £ =1}

y
Dziatania +, - w QQ nie zaleza od wyboru reprezentanta.

iii) Wektory zaczepione i wektory swobodne ptaszczyzny euklidesowej

Wektor swobodny to klasa abstrakcji wektoréw zaczepionych.



Definicja 1.2.12. Niech A bedzie zbiorem, zas R C A x A relacjg w A.

i) Relacje R nazywamy relacjq czesSciowo porzadkujgcg lub porzqdkiem czeSciowym w
zbiorze A, jezeli jest ona zwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Méwimy wowczas,
ze zbior A jest czesciowo uporzgdkowany.

ii) Relacje R nazywamy porzgdkiem liniowym w zbiorze A, jesli jest ona porzadkiem
czedciowym i jest spojna. Mowimy wowcezas, ze zbior A jest liniowo uporzqdkowany.

Dwa elementy z,y € A nazywamy pordwnywalnymi jesli xRy lub yRx. Jesli zbioér jest
liniowo uporzadkowany, to kazde dwa elementy tego zbioru sa poroéwnywalne.

Oznaczamy symbolem < ustalony porzadek czesciowy.

Woéwczas piszemy = < y, gdy x < y oraz x # y.

Relacja < jest przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia. Nazywamy ja silnym porzqd-
kiem czesciowym.

Przyktad 1.2.13. i) P(A) ={B: B C A} z relacja inkluzji C
=B

-—e

Jest to porzadek czesciowy, ktory nie jest porzadkiem liniowym.

Jesi ANB=g,toani A= B, ani A C B, ani B C A.

ii) (R, <) zbior liniowo uporzadkowany

Ve,ye R z<y Vy<zxr Vex=y
Wszystkie liczby rzeczywiste sa poréwnywalne.

1.3 Dziatlania wewnetrzne i ich wlasnosci
Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.3.1. Dowolng funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartos¢ funkcji h(a,b) € A nazywamy wynikiem dziatania dla pary argumen-
tow a,b € A.

Przyklad 1.3.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N.
iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.

Wtlasnosci dzialan wewnetrznych

Definicja 1.3.3. Niech % : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.



i) Dzialanie * nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A a*xb=bx*a.
ii) Dzialanie * nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (a*b)xc=a=* (bxc).

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dzialania x, jesli
Vae A axe=exa=a.

Przyktad 1.3.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym lacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.3.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowad. Przypu$émy, ze istnieja eq, es € A bedace elementami neutralnymi w A. Wowczas
€y = €1 X €9 = €7. O

Przyklad 1.3.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbior pusty & jest elementem neutralnym w (P(X ), U).
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N).

Definicja 1.3.7. Niech x : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o’ € A taki, ze a xa’ =
a' x a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x.

Przyklad 1.3.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest £ (tzw. element odwrotny).

iii) W (R, o), gdzie z oy = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do x jest —2 — x.

Twierdzenie 1.3.9. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest laczne oraz posiada element neu-
tralny, to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowdd. Rozwazmy zbior A z dziataniem lacznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dzialania o. Niech d’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowcezas

aoad =e = a”o(aoa'):a"oe
" / "
(" oa)od =a
! "
eod =a

/ "
a =a



1.4 Podstawowe struktury algebraiczne

Struktura algebraiczna - zbiér wraz z dziataniami wewnetrznymi w tymze zbiorze

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G X G — G dziataniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.4.1. i) Pare (G, *) nazywamy pdtgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G, *) nazywamy monoidem, jezeli dziatanie jest taczne i posiada element neu-
tralny.

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest taczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem x w G.

Jesli dodatkowo dziatanie * jest przemienne, to moéwimy o pétgrupie przemiennej, mo-
noidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyklad 1.4.2. Oznaczmy R* = R\ {0}. Czy podane struktury to potgrupy/grupy
(przemienne)?

(N7 +) (Zv ) (Qv +> (Qv ) (R*v _'_) (R*a )
wewnetrznosé v v v v nie v
-14+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1e€Z 0e€Q 1€@Q 1€ R*
el. symetryczny brak v brak v
2-b=1 a+ad =0 a-a =1 a-a =1
b=1¢7Z d=-acQ a =1 a =1
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa
bez el. neutr.



Przyktad 1.4.3. Niech X = {1,2,4,...,2", ...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest polgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b,c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2", b = 2™, ¢ = 2,
wewnetrzne aqob=2".2" =2"tm ¢ A
przemienne qob=2".2" = 2"tM = 2MIN — M . 9" — |0 q
taczne  (aob)oc=2mtm .ok = ntmtk — gn . omtk — g o (hoc)
el. neutralny e=2%se€Ny aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
brak el. odwrotnego aob=1 < 2" =20 & m=-n = m=-n¢ Ny

Whiosek: monoid przemienny (tj. pélgrupa przemienna z jedynka)

Definicja 1.4.4. Zespo6l (A, o,x*) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dzialan wewnetrznych o: Ax A — A, % : A X A — A nazywamy pierscieniem, jesli (A, o)
jest grupa abelowa, za$ dziatanie * jest laczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,ce A (aob)xc=(axc)o(b*xc) N cx(aob)=(cxa)o(cxb).

Pierscien, w ktorym dzialanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkq lub z jednoscig. Pierscieri, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy pier-
scientem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie * /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 zero e=1 jedynka
a' = —a element przeciwny a'=a! element odwrotny
nao=a+...+a, neN av=a-...-a
—_—— —
0-a=0 a=e=ec=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) a"=a ' . -a?
Q / —_————

Definicja 1.4.5. Zespol (K, o,x*) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatann wewnetrznych o : K X K — K, x: K x K — K
nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,),



o (K \{eo},*) jest grupa abelowa,

e dziatanie * jest rozdzielne wzgledem dziatania o.
Zatem cialo to pierscien przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, = 0), w kto-
rym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposob nastepujacy:
%::a*b_l, a,be K, b+#0.

Przyklad 1.4.6. i) (R,+,) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciata
,-) grupa multiplikatywna ciata

(R*
ii) (Q,+,) cialo liczb wymiernych
iii) (Z,+,) pierscien przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 27! ¢ Z)
iv) (Z/pZ,+,,,), gdziep € N, p > 2

+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie ciatem.

ot

Z/5Z to ciato

B ow o = ot
B ow o~ oo
— O R W NN
O = O o W w
LN = O
B W N = Olo
oo oo oo
=W N~ O
W o Ol
MO R =W O W
— N W Ol

W~

Z/AZ nie jest ciatem

WOt ol wo =

W~ oo
S W N =
— O W NN
O = O W W
W N = Ol
oo o oo
W N~ Ol
OO N O
— N W O W

Definicja 1.4.7. Niech (A,+,-) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A,a # 0,b # 0
nazywamy dzielnikami zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.4.8. W ciele nie ma dzielnikéw zera.



Dowdd. Niech (K, +, ) bedzie cialem oraz niech a,b € K. Zalézmy, ze a-b = 0 oraz a # 0.
Jesli a # 0, to istnieje a~! € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a'(a-b_(a-a)-b=1-b=h.

Zatem b = 0. I

Przyklad 1.4.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefi-
niowanymi ponizej ma strukture ciata.

V(21,11), (X2, 92) € R? (21, 1)+ (22, Y2) = (1422, Y1+Y2), (T1,11) (T2, y2) := (T1Z2—Y1Y2, T1Y2+T2u1).

(C,+) jest grupa abelowa.

Dzialanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) €
R?, za$ elementem przeciwnym do (z1,y;) € R? jest (—xz1, —y;) € R2.

(C\ {(0,0)},) jest grupa abelowa.
Drziatanie - jest wewnetrzne.

przemienno$c:
($2,y2) ) ($1>y1) = ($25E1 - y2ylax2y1) = = (-751352 — N1Y2, T1Y2 + 9U2y1) = (-731>?/1) : (x27y2)
tacznosé: L =P
L =(a,b) - [(v1,1) - (z2,2)] = (a,b) - (2172 — Y192, V1Y + T2y1) =
= (az122 — ay1yo — br1ye — by, ax Y2 + axayy + bx172 — byrys)
P = [(aa b) ) (331,3/1)] : (1'27y2) = (al'l — by, ayy + bxl) . ($2,y2) =
= (az 172 — by172 — ay1ye — bx1Y2, a1y — by1ye + ay1ze + bx173)
el. neutralny: e = (1,0)

V(xl,yl) € R’ (170) ) (Ilayl) = (1 1 —0-y, 1.5 +0- Il) = (xl,yl)

el. odwrotny do (z1,31) # (0,0):

(21, 31) - (a,b) = (1,0) < (azy — byy, ays + ba1) = (1,0) < [‘”1 e } : [ Z} = H]

1

L1 Y1
‘v’xl,yl 7& 0,0 a = ,b:
) 7 (0:0) Tyt Tty
Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.

L = (a,b)-[(x1,11)+(z2,92)] = (a,b)- (1422, Y1+y2) = (az1+ax2—bys —bys, ayr+ays+bz1+bxs)

P ={(a,b) - (z1,y1)] + [(a,b) - (v2,¥2)] = (ax1 — byr, ayy + bx1) + (azs — bys, ays + bry)
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Definicja 1.4.10. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i ozna-
czamy symbolem C. Elementy tego ciala nazywamy liczbami zespolonymi.

Przyklad 1.4.11 (Struktura grupy na krzywej eliptycznej). Niech K = R lub K = C.
Krzywq eliptyczng nad ciatem K nazywamy krzywa zdefiniowana réwnaniem

y? = 23 4+ ax + b, gdzie a,b € K sa takie, ze 4a® + 27b* # 0.

Warunek ten zapewnia, iz krzywa nie ma punktow osobliwych.

O e |

y? = 23 + 20z nad R y? = 2 — 20z nad R y* =23+ 10 nad R

Oznaczmy
E(K)={(r,y) e K x K : 3> =2+ ax + b} U{O},

gdzie O jest pewnym wyrdznionym punktem, zwanym punktem w nieskorczonosci.

W zbiorze E(K) mozna zdefiniowaé¢ operacje grupowa + ,dodawania” punktow, dla
ktorej O jest elementem neutralnym i taka, ze (E(K),+) jest grupa abelowa.

Niech A = (x1,11), B = (x2,y2) to dwa punkty ze zbioru E(K). Zdefinujemy dzialanie
+: E(K) x E(K) — E(K) w opisany nizej sposob.

. A+O=A 0O+B=8B

2. Jesli x1 = x9 oraz y; = —yy1, wowczas A+ B = O.
3z2+4a . o
. TR A=2HB
3. W pozostalych przypadkach obliczamy \ = .
Yyi—y2 : A 7& B
xr1—x2

Wowczas A+ B = C = (x3,y3), gdzie 23 = \? — 21 — 29 oraz y3 = —Az3 — v, dla
V=1 — A\ry.

W przypadku gdy A # B oraz x; # x5 dodawanie punktéw mozna opisa¢ geometrycznie
w nastepujacy sposob.
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Wyznaczmy prosta | przechodzaca przez punkty A i B. Mozna wykazaé, ze wowczas
prosta [ przecina krzywa w doktadnie trzech punktach A, B oraz D = (z4,vs), gdzie
x5 = N2 — 21 — x5 oraz y3 = \vg + v, dla v = y; — Az;. Inaczej mowiac x4 = x5 zas
Y4 = —Ys.

4)

y?=x3-5x+4

1)

Krzywe eliptyczne znajduja zastosowanie w kryptografii. Wiecej informacji mozna zna-
lez¢ tutaj lub tutaj.
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Kryptografia_krzywych_eliptycznych
https://wstein.org/edu/2007/spring/ent/ent-html/node77.html

Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja
n—n m—>T z—(x,0

X? — 2 = ( rownanie o wspolezynnikach z Q, jego rozwigzania +v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v2) = {a 4+ bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q — Q(v/2) — R

X? +1 = 0 réwnanie o wspotezynnikach z R, jego rozwigzania i nie naleza do R
RG)={a+bi:abeR}=C

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania réwnan algebraicznych (wielomiano-
wych) o wspolezynnikach z C naleza do C

Zanurzenie R w C
Niech Q =R x {0} = {(z,0) : z € R} C R% Wowczas (2, +, ) jest ciatem.

wewnetrznoscé: (1,0) + (29,0) = (21 + x2,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (2122,0) € Q

przemiennos¢: (21,0) + (22,0) = (1 + x2,0) = (29 + x1,0) = (22,0) + (x1,0)
(l’l,O) . (ZEQ,O) = (ZL’lfL’Q,O) = (achl,()) = (CL’Q,O) . (ZEl,O)

tlacznosé: [(z1,0) 4+ (22,0)] + (23,0) = (21 + 22 + 23,0) = (x1,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 25,0 = (21223, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23, 0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (x1,0): (—z1,0) wzgledem +, (w—ll, 0) wzgledem -

+ $2).’L’3, O) =

rozdzielnosé: [(21,0) + (22,0)] - (3,0) = (z1 + 22,0) - (23,0) = ((24
[(2,0) - (3,0)]

= (212 + 3 + 2223,0) = [(21,0) - (23,0)] +
Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(zy + x) = h(z1) + h(za) oraz h(xy - x3) = h(z1) - h(z2).
Utozsamiamy zbiory R oraz 2 i piszemy x zamiast h(x).
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Zdefiniujmy ¢ := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas
i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

Coz=(z,y) = (2,0)+(0,y) = (2,0) + (0, 1)(y,0) = = + iy
Posta¢ z = z +1iy, gdzie z,y, € R to tzw. postac kanoniczna (algebraiczna, Gaussa) liczby
zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czesciq rzeczywistq liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe
y € R nazywamy czesciqg urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci iy, y € R
nazywamy czysto urojonymi.
2= 29 & (Rez1 = Rez; A Imz = ImZQ)
Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianow

zmiennej 7, przy warunku i = —1.

(z1,91) + (72,92) = (21 + T2, 91 + ¥2) (w1 +iy1) + (22 +iye) = (21 + 2) +i(y1 + 12)
(z1,91) - (22, 92) = (X122 — Y12, D1y + T2y1) (21 +iyr) - (22 +iy2) = (2122 — 1Y) +i(T1y2 + 2231)

Przyklad 2.1.1. (24 7i) — (4 —2i) = -2+ 9i

(3—4)-(2+3i) =6+9i —2i — 3i2 =9+ 7

EZ

2430 (2439)(2+54) _ 4+410i46i+15i2 _ —11+167 _ _ 11 + 16,
2-5i — (2—5i)(2+549) 4—2542 29 29

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
—1=i-i=(—i)-(—19) 1=1-1=(-1)-(-1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na plaszczyznie lub wektorami zaczepio-
nymi w (0, 0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz Amz

Z1+Z;=(X1+X2) +i(Y1tY2)
iY=0+iy @------------- pz=x+y 0 ¢y :
------------- 5122:X2+iy2
—— | o——o — P
X=X+i-0 Re 7 % 2% Xi+X2  Re 7

14



Definicja 2.1.3. Niech z =z +iy € C, z,y € R.
i) Liczbe zespolona w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja
Z.

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modultem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Almz

Almz

Z=X+1y ly @-------------- Z=X+1y

] : ¥
5 )
; o
; X
x | 7
| Re z b

Y e :_ e . -
Z=XHY=x-1y X Re 7

Twierdzenie 2.1.4 (Wtasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 20 € C. Wowezas praw-
dziwe sa nastepujace rownosci.

i) Re(z1 + 22) = Rez; + Reze, Im(z; + 23) = Imz; + Imz,

Rez = 1(z+2), Imz=L(z—2)

1ii

ii)
) (2)
V) 21+ 20 =21+ 20, 21 —20=21 — 2o, 21 23 = 21" 22
iv) (2)=2,dlaz #0
vi) |z = | —Z| = |2|
vil) z-z = |z]?
viii) Rez < |Rez| < |z], Imz < |Imz| < |z|
ix) |21 22| = [21] - [22
X) |21+ 22| <|z1| + |22] (nieréwnosé trojkata) ||z1] — |22|| < |21 — 22

Dowdd. vii) (z +iy)(z —iy) = 22 — i?y? = 2% + y* = |2|?

viii) Rez = z < |z] < \/a? +y2 = |z|

x) 1 = Rel = Re (222) £ Re + Re e | g |z | 729 sl
— = z1tza ] T zl+z2 z1-|—22 = |z 42 itz | Teites
by = a2l < lal+ |2l

21l = |z =z 2] =2l + ] A Jzal = [z =5+ 21] < Jza =zl |l =[] =] <

|21 —ZQ| |:|
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2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

z

2 2
Niech z = z + iy # 0. Wowczas z = |z| (% +z%> Poniewaz <fc—|> + (%) =1, wiec
istnieje kat ¢ taki, ze
z = |z|(cos ¢ + isin ).

Almz

N PZ=x+y  cos@= |XT|
A
; sing= -ﬁ
?) . =
X

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby zespolo-
nej, ktory lezy w przedziale [0, 27), nazywamy argumentem gtdwnym liczby z i oznaczamy
argz. Zatem dowolny argument liczby z ma posta¢ argz + 2kw, k € Z. Przyjmujemy, ze
argument liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolna liczbe z € C,z # 0 mozemy zatem
przedstawi¢ w postaci z = |z|(cos ¢ + isin ), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow. Powyz-
sze przedstawienie nazywamy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy z1 # 0,20 # 0, 21 = |z1](cosa + isina), zg = |22|(cos f + isin 3), to wowczas
21 = 29 wtedy i tylko wtedy gdy |21| = |22| oraz 5 = a + 2k7 dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometrycznej.

z
2 =T7(1 + 0i) 2] = /02 + (12 =1 12| = V2T + 9 =6

— . _ V3 1-

z2=1(0+(—1)-1) 2—6<—7—§2>

cosp =10 cosgp:—\/Tg

sinp = —1 singpz—%
=042k p=—5+2km cp:%7r+2k7r, kel
argz = 0 argz = %ﬂ argz = %7‘(‘
z = T(cos0+ isin0) —i=1(cos 3m +isin3m) —v/27—3i =6(cos Im + isin i)
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Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin @),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |23](cos 5 + isin 5). Wowezas:

i) 2120 = |21 - |22] - (cos (a+ B) + isin(a+ f)),

i) 2= % - (cos (= B) +isin (o — 3)),
iif) 2" = [z]" - (cosnep + isinng) tzw. wzor de Moivre’a
Dowdd. 1) z1 - z5 = |z1] - |22](cos @ + i sin &) (cos B + i sin 3)

= |z1| - |22|( (cos arcos f — sin arsin ) + i(sin v cos 5 + cos asin f3)

-~

cos (a+p) sin (a+3)
ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2? = z - 2 = |2|*(cos 2p + isin 2¢p).
Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze. [

Przyklad 2.2.3. Przedstaw liczb¢ z = —sin {5 + @ cos {; w postaci trygonometrycznej.

METODA I: Poniewaz |z| = 1, zatem z = cosp + isiny dla pewnego ¢ € [0,27).
{ cosp = —sin {5 <0
sing = cos 75 > 0
Na mocy wzoréw redukcyjnych ¢ = 7 + {5 oraz z = cos (g + %) + 2 sin (% + %)

=z II éwiartki

. _ : s . ) T . s
METODA II: Z = —8In {5 + 1€o8 {5 = ” 8N {5 + 7.COS 75

:i(cosl—i—isinl) —
(cos%—{—ising) (cos%%—z’sinl’r—()) = Cos (g—{—lio) 4 7sin (g+11 .10

10

. 20
Przyklad 2.2.4. Oblicz (522)"

14+iv/3 =2 (% v “73@) = 2cos ItisinT) 1—i=+/2 (%g . VT%) — /2 (cos (—Z) +isin (— )

LS = %(COS<%+§) +isjn(§+%)) = V2 (cos L+ isin 57)

N 20
(1“‘/5) = 2'0 (cos (£2) + isin (527)) = 2'0 (cos (£7) + isin (£m)) =
= 2'% (cos (12 — %) +isin (127 — §)) = 2'% (cos § —isin §) = 2'°

= 29(1 — V/3i)

/N
N
I
ot
.
N—
Il

Twierdzenie 2.2.5 (Wtasnosci argumentu). Niech z, 21, 25 € C.
Wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

i) arg(z129) = argzy + argzy + 2km, k € Z (k=01ub k= —1)
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ii) arg(z—;) = argz; — argzy + 2km, k € Z (k=01lub k=-1)
iii) arg(z") =n-argz+2km, k€ Z
iv) argz = 27 — argz, gdy argz # 0

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z - z) = argz + argz + 2km =
2argz + 2km. Przeprowadzajac dowod indukceyjny, otrzymujemy teze.
iv) 2 -z = |2%| oraz 0 = arg(|2?|) = argz + argz + 2k, skad argz = —27 —argz O

Przyktlad 2.2.6. argi = arg(—1) = arg(—i) = 3

™
i=(-1)- (1) = argz—WJr 37+ 2km = 37 4 2k dla pewnego k € Z, tj. k = —

Postaé¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R definiujemy e = cos¢ + isin . Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0
mozna zapisa¢ w postaci z = |z]|e’?, gdzie ¢ to pewien argument liczby 2.

Przyklad 2.2.7. a) 2’ = cos 5 +isiny =0+4+1-i =1

b) €™ =cosm +isinTt=—-1+0-i = ™ +1=0
najpickniejszy wzor w matematyce

Twierdzenie 2.2.8. Niech o, f € R. Wowczas:

i ez (a+pB) 6ia . ezﬂ

iii) ell@t2km) — ¢l dla k € Z,

1)

ii) ()% = e dla k € Z,
1)
)

iv) e #£0, | =1.

Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wtasnosci dziatan na liczbach w postaci trygono-
metryczne;.

iv) Mamy || = |cosa +isina| = Veos2a +sin®a = 1, zatem € = 0 < cosa =
sin & = 0, co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = £1. [J

Whiosek 2.2.9. Niech z = re?, 2 = rie™®, 2, = roe” beda liczbami zespolonymi w
postaci wyktadniczej. Wowczas:

; — i(a+ 21 11i(a—
i) 2129 = riree@th) Z_EG( B,

ii) 28 = ke dla k € Z,

iii) z=re .

Dowdd. iii) Jedli argz = ¢, to argz = 21 — ¢, skad e 9)1 = 2Te=¥ = ¢=¥i [
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Wzory Eulera A Im z
e =cosp +ising

e = cos (—¢) +isin(—p) = cos p — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

e +e ¥ e —e ¥

Cos p = 5 ; sin p = 5 , v € R. ;-ei‘P
i

Obrot o kat ¢ R V:
2 = re'® y A

5. el — peilate) d -
Re z

Przyklad 2.2.10. Rozwiaz réwnanie 23 = (z)3.

Widzimy, ze z = 0 spelnia réwnanie.
Zalozmy teraz, ze z # 0. Wowczas z = re'?, dla pewnych r €
R,r > 0 oraz ¢ € R. Zatem

2 = (z)?
7,3631'4,0 _ 7,36—3190
efv =1=¢"
6p =04+2kr, kelZ
o = %’T, kel
Rozwiagzaniami sg punkt z = 0 oraz polproste ) = %”, ke {0,1,2,3,4,5}.

Podsumowujac, rozwigzaniami sa punkty nalezace do prostych y = 0, y = V3zx oraz

y = —/3x.

2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 2.3.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca réwnanie 2" = w, nazywamy pierwiast-
kiem n-tego stopnia z liczby w.

Przyklad 2.3.2. Rozwiaz rownanie 22 = 8 + 6i.
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I sposob: IT sposob: III sposob:

posta¢ wyktadnicza postac algebraiczna postaé algebraiczna
z=|z|e", w =8+ 6i z=x+ 1y, w=8+6i 8+6i=9+61—1=
|2]2e?? = w = |w|e 22 =w =3+2-3-i+i?=
(r +iy)? = 8 + 6i = (3+1i)?

|lw| =10 22 + 2zyi — y* = 8+ 6i

. 4 .3 x> —y? =8 . .
w =84 61 =10(5 + %) {2xyz6 z2=34+1V z=-3—1
a:arcsing y#0 (gdy y =0, to z = x, 2% # 8 + 6i)
20 = a+ 2km xzi,y%—y2:8
|z| =10 y* +8y2—9=0, A =100
¢r = 3 arcsin 2 + kr yr=1y==+1

z =410 ke€{0,1} 2=3+iV 2=-3—1

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cos p+1isin p), to wowczas rownanie
2" = w posiada n réznych rozwiazan. Rozwiazania te maja postac

2k 2k
zk:%<cosu+isinu>7 k:O,l,...,n—l.
n n

Dowdd. Niech z = p(cos o + i sin ar), wowczas

_ n . B . pr=r
2" =w & p'(cosna + isinna) = r(cosp + ising) < no= o+ 2%r, ke
Otrzymujemy z = {/r(cos ay + isinay) , gdzie ay = Sﬂﬂ, k=0,1,...,n—1. O

Symbolem /w oznaczamy zbior wszystkich rozwiagzan rownania. Zatem

Vw={2€C:z2"=w}={20,21, 201}

Przyklad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 2° = /8 — i1/24.
Niech z = p(cosa + isina) oraz w = V8 — iv/24.
Obliczamy |w| = v/32 = 4v/2, skad w = 4v/2(3 — ‘/752) Zatem

P =4v2 = (V2)P°
Sa = —% +2km, k€{0,1,2,3,4} °
Stad p = V2, oy, = -1+ %kﬂ' oraz z, = v/2(cos oy, +isinay) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.

2 =w & p°(cosbatisinba) = 4v2(cos (—Z)+isin(—%)) < {

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolo-

nej Aimz

Liczby 29, 21, ..., 2,1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" = w
stanowig wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o srodku Py
z =0 i promieniu /7.
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Przyklad 2.3.5. Rozwiaz rownanie 24 = (/3 — i)'2.

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2y, 21, 22, 23. Beda one wierzchotkami
kwadratu.

4

2= ((V3-i?)

Niech zy = (V3 — i) = 3v/3 — 9i — 33 +i = —8i.

Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrét o kat 7, co odpowiada mnozeniu
przez i = €'z.

21 =20-1=8, 29=2z1-1=8i, T3=29-1=—8
Im z
A8i
N
I 5>
Re z

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie rownan w R i w C

w R w C
V=3 V9 = {-3,3}
v/—1 nie istnieje V—1={—i,i}
vVi=1 V1={-1,1,—i,i}
Va? = |z] V22 = {22}

Rownania wielomianowe

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
W(z)=cp2"+cp 12" '+ ... +cz+cy, oo €C, ¢, 0

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) =
0.

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba zy € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — z9) P(2).

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — zg, otrzymujemy W (z) = (z — z) P(2) 4 const. Stad
Wi(z) =0 <& W(z)=(z—2)P(z). O

Niech k£ € N.
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Definicja 2.3.9. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli
istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (2 — 20)*P(2) oraz P(z) # 0.

Przyklad 2.3.10. Niech W(z) = 2® — 2% — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) =
P2-1D)—-z-1)=E-1)E-1)=(z-1)>*z+1).

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony do-
datniego stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w
C, liczac z krotnosciami.

Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech 21, 25 . .., 2, to jego wszystkie
pierwiastki o krotnosciach ky, ks . . ., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia
algebry i twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ks ... + k,, = n oraz

WE)=(z—2)" (z—2)2 ... (2—zp)™. O
Tréjmian kwadratowy az?+bz+c=0, abececC, a#0

Obliczamy A = b? — 4ac € C oraz VA = {~4§,6}.

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone z; = %;5, 29 = =28

Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = z5 = 5—5’
Przyktad 2.3.13. Rozwigz réwnanie 2% + 2iz + 3 = 0.

Obliczamy A = 4i> — 12 = —16 = 16i2, VA = {—4i, 4i}.

Niech 0 = 44, wowczas z; = —3i oraz 25 = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynni-
kach rzeczywistych. Wowczas liczba zp € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W'.

Dowdd. Niech W (z) = anz"+a, 12" '+. . .+a12+ayg, ag, . . ., a, € R, a, # 0. Udowodnimy
twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech z; € C bedzie takie, ze W (zy) = 0.
Woéwezas

~1 —1
Anzy + an-12y  + ...+ azo+a=0 = apzf +an—12y +...+a1z0+ap=0

— 1 _
= apzy +an—12y ...+ @z +ag =0.

Poniewaz ay, = a, zatem W (Zy) = a,,(20)" + an_1(20)" ' + ... +a12g + ap = 0. O

22



Whiosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, ma
przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyklad 2.3.16. Rozwigz réwnanie 2% — 322 4+ 62 — 4 = 0.

0=(z—1)(22=22+4)=(z-D[(z—=1)2+3]=(z = D[(z —1)? = (V3i)?] =
=(z=1)(z—=1—=3i)(z — 1+ /3

rozwiazania z; = 1, 2 =1++3i, z3=1—+/3i, 22 = 23

Przyktad 2.3.17. Rozwiaz réownanie z* + (2 4 4)2% + (7 + 2i)22 + (12 4+ 1)z + 6 = 0,
wiedzac, ze z; = 2i jest jednym z jego rozwigzan.

(2 — 2i) (z3 + (24 30)22 + (1+6i)z + 3@') —0

(2 = 2i)(z 4+ 1) <z2 +(1+3i)z + 3@) = (2= 2i)(z + 1)%( +3i) = 0

rozwigzania z; = 21, 20 = 23 = —1, 24 = —31

Wzory Viete’a

Twierdzenie 2.3.18. Niech W € C[z], W(z2) = ¢,2" + ¢, 12" + ... + 12 + ¢, gdzie
¢, # 0 ma pierwiastki (niekoniecznie rozne) rq,. .., r, € C. Wowczas

Cn(ri+re+ ... 41 =—ch

Cn [(T1T2 +rrs 4 .o rrg) + (rers +rorg o+ ory) + .+ rn_lrn] =Cp_o

CoT1T2 - Ty = (=1)"¢q
Dowdd. Niech W(z) = ¢,(z —r1)(z —12) - ... - (2 — ). Wymnazajac, otrzymujemy
W) =co[(=1)"rire - oory+ (1) ez (D) g 2
(=) rgrs -2 (=g — )2 T z”]. d

Przyktad 2.3.19. Wielomian W(z) = 22*—52%+c2—5, ¢ € R ma pierwiastek z; = 1—2i.
Wyznacz pozostale pierwiastki oraz wartos¢ wspotezynnika c.

Wielomian ma wspoélczynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 2.
Oznaczmy a =2, b= —5, d = —5.

Na mocy wzoréw Viete’a otrzymujemy 2 + 20 + 23 = 2 + 23 = —g = g
Zatem z3 = oraz W(i)=1-24£-5=0 = c=12.
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2.4 Interpretacja geometryczna
Niech z = = + 1y, 21 = x1 + 1, 22 = T2 + 1y2 beda liczbami zespolonymi w postaci

algebraicznej. Niech r € R, r > 0.

1) |21 — 29 odleglosé z; od 29
(1 +iy1) — (w2 + 22)] = /(21 — 22)? + (41 — y2)?

2) |lz—z|=r réwnanie okregu o srodku z; i promieniu r

r=l@-2)+@-pil=yVE-—2)+y-n)? = r’=(@-2)+F-n)
|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola

Almz A A

> > >
Re z Rez Re z
3) |z — 21| = |z — 2| réwnanie symetralnej odcinka o koncach z; i 29

Aimz AImz

punkty
réwno odlegle 243
e .
Z2 /\ \%_,__&
/ ™y
- e \" >
Re z 1~ / Re z
4

np. |z — 1] < |z — 2 — 3(

4) Zbior {z € C: argz = ¢}, gdzie p € R ustalony, to polprosta.

Przyktad 2.4.1.

argz = 7 arg(z —1—1d) =% §<argz§§7r
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‘|mz Almz

_T > 1+
Re z
arg(z —2) =3 arg(£) =2
# Imz A Im z
.
: A >
—o e 7/ Re z
2 Re z

5) Zbior {z € C: arg() = Z} to tuk na okregu.

zZ—1

z+i w+(y+1)i [+ (4D z—(y—1)i 2?—ayitaitayit+zi+yt—1

w:z—i:er(y—l)i: 22+ (y — 1)? 22+ (y — 1)2
2 2_1 2 — 2 2 _
Rew — :§+y  Tmw = x N Rew=0 & z°+y 1
2?2+ (y —1)2 22+ (y — 1)2 Imw >0« >0
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ........ccc

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

3.1 DMacierze i ich wlasnosci
Niech K =R lub K =C.

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolong gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazami lub elementami macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy
symbolem [a;;]mxn-

@11 A2 ... Qip
A [aij]mxn _ 21 A22 ... dg2p
m1 Am2 ... Gmp
Ciag a;1, @iz, . . ., a;, nazywamy i-tym wierszem macierzy A, za$ ciag aij, ag;, . - ., Gp; Na-

zywamy j-tq kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M, ., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach
i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M, (K). Macierz A € M, (K) nazywamy
macierzq kwadratowg stopnia n.

Dla A, B € Myxn(K), A = [a;j], B = [b;;| mamy
A=B & Vie {1,2,...,777,} v,] S {1,2,...,77,} Q5 :b”

1 -1 2 =2
Przyktad 3.1.2. A€ M;3.4(R), A=|3 -3 4 4
5 =5 6 —6
1 2 3
BeM;R), B=|4 5 6
7 8 9
0 0 . 0
0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
0 0 . 0 n
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:
a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j
b) trdjketng gorng, gdy a;; =0 dlai > j
c) trajkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:

D,,(K) zbior macierzy diagonalnych stopnia n

TE(K) zbiér macierzy tréjkatnych gérnych stopnia n TS(K)NTP(K) = D,(K)
TP(K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n

1 00 101 000
=010 I, = 01 D=1|0 1 0| € Ds(K)

00 1 . 00 2

1 2 3 1 0 0
A=1011|€T¥K) B=|20 0| ecTPK)

0 2 013

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,x,(K), A = [a;;], B = [by;].
C =A+ B, C =|cj| € Mpun(K), cij = a;j + by

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M, (K), A = [a;].
C =" A, C = [Cz’j] € Man(K), Cij = - aij
Oznaczamy —A = (—1)- Aoraz A— B = A+ (—B).

e Mnozenie macierzy: Niech A € M,,,xp(K), A = [a], B € Mpun(K), B = [by;].
C =A- B, C = [Cij] c Man(K), Cij = 2221 aikbkj
Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A
—_—

r—razy

e Transponowanie: Niech A € M,y (K), A = [a;]
C = AT, C = [Cij] - MnXm(K), Cij = Qj;
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Przyklad 3.1.5.
01
1 2 3 2 1 -1 0
S EER 1 U B B PRI Y

Jakie mnozenia s wykonalne? ~ Wyznacz C — 2D, 5 - AT, AB, BA, D*.

2 1 -1 0 2 1 2 0 4 1
C-2D=1, 5}_2{ 3 4]_[2 51+{—6 —81_{—4 —3}
(1 4 : 2
1AT=1125|=|1 2
| 3 6 33
0 1
2 2
D = AB € My(R)  schemat Falka -1 1 1=1-0+2-243-(-1)
1 2 3[1 8
45 6|4 20
1 2 3
4 5 6
G = BA € Ms(R) 0 1] 4 5 6 AB + BA
2 210 14 18
1 1] 3 3 3

D?>=D-D e My(R), CA € Myy3(R), zas AC jest niewykonalne

1 4 2 1
C’DeMg(R),DCeMz(R),CD:[B 20},1)0:[ " 23],0177&017

Wlasnosci dzialan na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,x,(K), o, € K. Woéwczas prawdziwe sa,
nastepujace rOwnosci.

Wniosek 3.1.7. (M,,«n(K),+) jest grupa abelowa.
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K.
Jedli dzialania sg wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.
i) (AB)C = A(BC)
ii) (A+ B)C = AC+ BC
iii) A(B+C)=AB+ AC
iv) a(AB) = (aA)B = A(aB)
v) Al =
vi) 1
Wnhniosek 3.1.9. i) (M,(K),-) jest potgrupa nieprzemienna z jedynka.
ii) (M,(K),+,) jest pier§ieniem nieprzemiennym z jedynka.

Ponizszy przyklad pokazuje, ze (M, (K),+,-) nie jest cialem, bowiem w zbiorze ma-
cierzy kwadratowych stopnia n o elementach z ciata K istnieja dzielniki zera.

Przyklad 3.1.10. Rozwazmy macierze A, B € My(R), A = [ -2 }, B = [ 66 }

-1 2 3 3
. —-12 24 0 0
Obliczamy BA = [ 6 12 ] oraz AB = { 00 ]

Twierdzenie 3.1.11. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K,
r € N. Jedli dziatania sa wykonalne, to wéwczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

Definicja 3.1.12. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sume elementoéw na przekatnej aiq + age +
..+ apy, nazywamy Sladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr(A).

1 00
Przyklad 3.1.13. tr | 2 =7 0 | =1—-7+3=-3
0 1 3

Wtasnosci §ladu macierzy
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Twierdzenie 3.1.14. Niech A, B € M, (K), a € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace
réwnosci.

i) tr(A4) = tr(AT) ii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B)
iii) tr(aA) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.15. Jesli A, B € M,,xn(K), to wowczas tr(AT B) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).

Definicja 3.1.16. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:
a) symetrycang, gdy A = AT
b) antysymetryczng, gdy A = — AT

Twierdzenie 3.1.17. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetryczne;j.

Dowdd. A= B+ C, gdzie B=3(A+A"), C=3(A—-A"), B=B", C = —C". Ponadto
1
2

BT = [5(A+ AT)}T — (A4 AT)] = L(AT 1 (ATYT) = L(AT 4 A) = B. Analogicznic
sprawdzamy, ze CT = —C. O
1 2 3
Przyklad 3.1.18. A= | 2 1 0 | macierz symetryczna
| 3 0 7
0 -2 3
B = 2 0 6 | macierz antysymetryczna
-3 —6 0

Definicja 3.1.19. Macierz utworzona z macierzy A;;, dla 1 <i <m,1 < j < n postaci

A]_]_ A12 PR A]_n

Agy | Agg | ... | Aoy

Apt | A | - | A
nazywamy macierzq blokowqg. Macierze A;1, Az, . .., Aip stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, zas macierze Ay, Agj, ..., Am; stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.

3.2 Wyznacznik macierzy
Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslona nastepujaco:
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e gdy n =1, to detA = aq;

o gdy n>2,todetA=3"" (—1)"*ay;detAy; =
= (—1)1+16L11det1411 -+ (—1)1+2a12detA12 —+ ... (—1)1+"a1ndetA1n,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierw-
szego wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczenia:
a1 a12 ... QAip aiq 192 ... QAp
Q21 Q22 ... Q2 G21 Q22 ... Q2qp
detA = det | | ) _ ) , Al =
Ap1 Qp2 ... QApp Ap1 Ap2 ... Qpp

Przyktlad 3.2.2. A = [ _;) g }

detA = (—1)1+10,11d6tA11 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2-5- (—3) =17

1 -2 3
B = 2 1 —6 detB = (—1)1+1a11det311—1—(—1)1+2a12det312+(—1)1+3a13det313 =
-3 -6 8
1 -6 2 —6 2 1
_1.’ s '_<_2>.‘ 2 ‘+3.‘ 2 ‘__59
Metoda Sarrusa
1 -2 3
2 1 6|{=1-1-84+2-(—6)-3+(=3)-(—2)-(—6)
-3 -6 8
1 -2 3
, 1 o —[3-1-(=8)+ (=6)- (~6) - 1+8- (~2) -2] = =59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n—1 otrzymane;
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a,;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.

1 =22 3
Przyklad 3.2.4. B=| 11 17 16
-3 -6 &0
1 3 1 3
B32 = 11 16 | M32 = dethg = ‘ 11 16 ’ 16 33 =—17

D32 = (—1)3+2M23 =17
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Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M,,(K), gdzie n > 2. Wowczas:
i) Vie{1,2,...,n} detA=>"_ ayDiy,

(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)

i) Vje{1,2,...,n} detA=>"}_, ayDs;.
(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

1 2 4
Przyklad 3.2.6. B=| 0 2 —1 Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
1 2 2
4 |1 4 5 |12

10101
20200
C=1213 01 Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,
32000
110 41
a potem wzgledem ostatniego wiersza.
1 011
detC' =4 (~1)°Myy = —4-| 5 0 2 0| = 43Dy +2D1) =
3200
011 111
— 12 (=1)°My; — 8- (=1)°Myp=12-{0 2 0| —8-]2 2 0 |=-40
1 31 2 31

Wnhiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € T¢(K) lub A = [a;;] € TP(K). Woéwczas

detA:a11~a22~...~am.
5 2 0 0 10 0 0 O
0 3 —11 22 020 O
Przyklad 3.2.8. A = 00 -1 7 B = 003 0
0 0 0 2 00 0 -1
3 —11 22 -
detA=5-(—1)2|0 -1 7[=5-3.-(-1)? '—5 3.(—1)-2
0 0 2 2

detB=10-2-3-(—1) = —60
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Wilasno$ci wyznacznikéw

Niech A = [a;5] € M, (K). Oznaczmy przez Aj k-ta kolumne macierzy A, czyli A =
[A1, Ay, .. ALl

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M,,(K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.
i) detA = det(AT)
ii) Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to wowczas detA = 0.

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez
liczbe A # 0, to wowczas det B = X - det A.

iv) Jesli Ay = B+Cl, to wowezas det A = det[Ay, ..., By, ..., Ay]+det[Ay, ..., C, ..., Ay

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch
kolumn, to wowczas det B = —det A.

vi) Jedli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # | oraz A, = AA;, dla pewnego \ € K,
to wowczas detA = 0.

vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostaltych, tzn. IAy, ..., A1, A1, -, Ap €
Ko A =3700 Ai- Aj, to wowezas detA = 0.

viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn
macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

ix) Jesli B € M, (K), to wowczas det(AB) = detA - detB.

x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci

Bi|0|...[0
71 By|...] 0
Y
707 ... | By
gdzie By, By, ..., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogol roznych stopni), 0 ma-
cierzami zerowymi, za$ ? dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wow-

czas
detA = detB; - detBy - ... - detB,,.

Przyktad 3.2.10.

macierz  blokowo — diagonalna

detA:det{2 1}-det{lg i =(2—-17)-(40 —15) = —125

71
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Whniosek 3.2.11. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = \"-detA dla dowolnego 0 # \ € K
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N.

Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika

Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba)
Aw;, A€ K, A#0 pomnozenie wiersza przez liczbe (r6zng od zera)
w; + A-wj, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w;

Przyklad 3.2.12.

2 1 3 4
1110 1
A= 3 2 10 3
11 55
1110 1 1 1 10 1 1 1 10 1
W1W2 2 1 3 4 W2—_2W1 B O _1 _17 2 W3—W2 0 _]_ _17 -
A= 18 2 10 8| ww |0 -1 200 — |0 0 -3 2"
11 5 5| ™ 0 0 =5 4 0 0 -5 4
1 1 10 1 1 1 10 1
3001§3001§31(1)1322
0 0 -5 4 0o 0 0%

Przyklad 3.2.13. Dane sa macierze A, B € M;(R) takie, ze A = [a;;], gdzie

o 1 ;U] ¢ _ - ' - _ a3 A2RT
jj —{ Wi—1)+j : i—j ,zas det B = 9. Oblicz wyznacznik macierzy C' = 3B°A*B".

Korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw, obliczamy

detC = 3°det(B*)det(A?)det(B") = 3°(det B)*(det A)>.

111 1 1 1111 1
1 41 1 1 |ww 0300 0

PonadtodetA=|1 1 7 1 1 ["="1006 0 0 |=3-6-9-12=235.25
1 1110 1 [ww |0 009 0
111 1 13 0000 12

Zatem detC' = 3°-91. (3% .23)%2 = 3% . 26,

3.3 Macierz odwrotna

Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A €
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wéwczas symbolem A~1.
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Przyklad 3.3.2.
. 01 -1 _ a b _ 9
S CR A P

1 cd| |10 - - ..
AAT =1 & [c d]_[O 1} = c=0A ¢ =1 sprzecznosé¢

Zatem nie istnieje A1

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazy-
wamy macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie.

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;| macierza jej dopelnien
1

. . -1 _ T
algebraicznych. Wowczas A~ = - - D",

Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas§ D = [D;;| macierza
jej dopetien algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A
i oznaczamy symbolem AP,

Whniosek 3.3.6. Zbior macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienna. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogélng grupg liniowq.

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej
1. Za pomoca definicji

- 3 5 a_|a b|_,
Przyklad?;.?;.’?.A—[_1 2}, A _[c d]_'

detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.

3a—b=1
3a—b ba-+2b 5a+2b=0 2 _5
-1 _ -1 _ | 11 11
A4 _“:’{3@—61 50+2d}_1® 3e—d=0 A4 —{% %}
S5c+2d=1

2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Przyklad 3.3.8.

1
i AP =7
detA

o

I
— W N
ol o
W o w
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detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoroéw
elementow a;;. Wowczas

7T -5 6 7 —6 1
D - [DU] — [(-1)j+jMi]’] - —6 3 —3 5 A_l — —% —5 3 1
1 1 -3 6 -3 —3

3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa.

[A‘[] operacje  elementarne [['Ail]

tylko na wierszach!

Algorytm Gaussa: macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gorna — [

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposéb uzywania metody operacji elementar-
nych.

Przyktad 3.3.9.

12 01

o0 -1 2 L,

A=119 21| 4 =
00 10
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(12 0 1[1 000 1 2 01 1000
A =00 1200100 ww |0 0-1200100 —Jws
o ].0 210010 0—2 20—1010 wa na koniec
[ 0 0 0/0 001 0 0 10/ 0001
(12 01[10 00 12 01[/10 00
01 =103 0 =5 0] witws, |0 1 =1 035 0 —3 0 | 3us
00 10(00 01 00 10/00 01
(00 -1 2{01 00 00 0201 01
12 0 1[/1 0 00 12 001 -5 0 —3
01 =103 0 =5 0| w-w [01 =105 0 =5 0/ wetu
00 10[00 01 00 10/0 0 0 1
00 0 1]0 1 0 3 00 o010 5 0 1
[1 2 00[1 - 0 —3 1000[0 - 1 =2
01003 0 -3 1] w=2w 01003 0 -3 1
00100 0 0 1 00100 0 0 1
000 1j0 L 0o 1 oo0oo01j0 1 o 1
0 —3 1 =2
L9 -1 7
-1_ | 2 2
Zatem A 0 o0 0 1
0 5 0 3

Wtasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M, (K), a € K, a # 0, r € N. Jedli macierze A i B sa
odwracalne, to wowczas macierze A~1, AT, AB, oA, A" réwniez sa odwracalne i prawdziwe
sa nastepujace rOWNOSci.

i) det(A™") = 1 iv) (ad)™h =3 - A7
i) (A7) = A v) (AB)"' = B'A™!
iii) (A7) = (A7) i) (A7) = (A4

Przykltad 3.3.11. Wyznaczymy macierz X spelniajaca rownanie XA = 2A — I, gdzie

12 01
00 —1 2
A:10 2 1
00 10

7 kontekstu wynika, ze A to macierz kwadratowa stopnia 4, zas I = Iy.
Poniewaz detA = —4 # 0, istnieje A~!. Obliczamy

XA=2A-1

XAA = (24 — )AL
XTI =24A"1—JA™
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X=2[-A'=2]-

O OoOvIr O

= O ONI=
|

O ONI- =

N = = ot

Przyktad 3.3.12. Rozwigzemy rownanie macierzowe E*(X —41)" = 1E*F3D~' DT wie-
dzac, ze D, E, F € M,(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna,

zas ,
1310 V2.0 0 0
0310 02 0 O
E= 4 2 0 0|’ F= 00 -2 0
000 3 00 0 V2
Poniewaz D jest symetryczna, spelia warunek D = DT, Stad D~'D?T = D='D = I.
20 00
08 00
. : 3
Ponadto F' jest diagonalna, zatem F* = 00 -8 0
00 0 2

Macierz FE jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Obliczamy
ENX —4I)' = 3E3F*D'DT = S E3F?
(X —4D)T = E‘4%E3F3 = %E‘lF?’
X —4] = (%E_1F3>T — %(FB)T<E_1)T
X =4I + %(F3)T(E*1)T.

Pozostaje obliczy¢ E~! i wykonaé¢ odpowiednie mnozenia oraz dodawania.

Twierdzenie 3.3.13. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna po-

A 0 ... 0
0 Ay, ... 0
staci A = ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy odwra-
0O 0 ... A
A0 .00
0 Ayt ... 0
calne sg macierze Ay, Ao, ..., Ay. Wowczas A1 = )
0 0 Al
22 0 0 0
0 8 -6 0] . ) ) 1
Przyktad 3.3.14. Czy A = 0 16 -8 0 jest odwracalna? Jesli tak, oblicz A7
0 0 0 =
221 0 0] 0
) ) 0] 8 -6 0
Jest to macierz blokowo-diagonalna ol16 —s! o
0] 0 Ofm

Kazdy z blokéw jest macierza nieosobliwa, zatem A jest odwracalna.
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Obliczamy [ 22 ]71 =
Stad A™! = |:

1
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyklad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych - podstawowe pojecia

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
x1,...,T, 0 wspolczynnikach z K.

a;nry + aexs + ...+ a1y = bl
A2y AT+ oo Flonn = b2 e e 0 )i e {1,2,. .0}
Am1%1 + Qa2 + ..o+ QppTn = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspotczynnikam: uktadu, zas liczby b; wyrazamsi wolnymi Jesli
by = ... = by, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€{1,2,...,m}, to ukltad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (71,72, ...,7) € K" speliajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwigzania nazywamy ukfadem sprzecznym, uktad posia-
dajacy doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, zas uktad posiadajacy nie-
skoriczenie wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.

Przyktad 4.1.1.

r—y = 3 r+y = 5 z+y = 0
20+y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
Ay
y=-2X AY AY
y=x-3
y=5-x = y=5-X
- g
X
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny
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Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX =
B, gdzie

11 A2 ... QAip x1 by

Q21 A22 ... Q2q T2 by
A=| o X=1" B=

m1 Am2  --. Gmp Ty bm
macierz kolumna kolumna
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyklad 4.1.2.

$1+[L‘2+2[L‘4:1 1 10 2
T1+ 29 —24=0 <~ 1 1 0 -1 = 0
x1—$2+l‘3—1’4:9 1 -1 1 -1

4.2 Uklady Cramera

Definicja 4.2.1. Jesli m = n oraz macierz A € M,,(K) jest nicosobliwa, to uktad rownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera.

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest ukladem oznaczonym.
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A~ mamy X = A™'B. O

Whiosek 4.2.3. Rozwigzanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~!B. Mozna je réwniez
znalez¢ za pomoca wzorow Cramera

detA,
detA’

gdzie A; jest macierzg powstala z macierzy A poprzez zastgpienie i-tej kolumny kolumna
wyrazéw wolnych B.

Vie{l,2,...,n} z;=

Przyktad 4.2.4.
3r—2y=5 . ) . ) . 3 =2 x| |9

Uktad { 9+ Ay = 1 jest rownowazny rownaniu [ 9 4 } { y } = [ 1 }

3 =2

V[/—det{2 4

} =16 # 0 = uklad jest ukladem Cramera

Metoda eliminacji:

11 _ 7
g oraz Yy = —-z

y=32z—2 zatem 2z +4(3x —3) =1, skad = = 0

2 27

Rozwiagzanie rownania macierzowego:
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Wrzory Cramera:

W_detA_16;é0,Wx_detA1_‘? _Z'_zz,wy_demg_‘g i"_—z
_ Wy _ 22 , _ Wy _ 7
T=w=1wY9Y= W= 16
Whniosek 4.2.5. i) Jedynym rozwigzaniem jednorodnego ukladu Cramera jest roz-
wigzanie zerowe 1 = ... = x, = 0.

ii) Jesli detA = 0, to ukltad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.

Przyktlad 4.2.6.

Uktad { Oz +0y =0 jest uktadem sprzecznym. Ponadto W =W, =W, = 0.

Oz +0y =5

Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykazaé, ze jesli detA = 0 oraz detA; # 0 dla pewnego
ke {1,2,...,n}, to uktad jest sprzeczny.

ii) Jesli detA = 0 oraz detA; = 0 dla kazdego i € {1,2,...,n}, to uktad jest nieozna-
czony lub sprzeczny.

4.3 Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Capellego

Definicja 4.3.1. Niech A = [a;;] € Myxn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z
macierzy A poprzez skreSlenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € Mp,«n(K), A # 0 nazywamy najwiekszy stopieri
jej niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy, ze
rzad dowolnej macierzy zerowej jest rowny zero.

r(A) < min{m,n}

Przykiad 4.3.3.

5 -2 1 3 51 3
A= 0 03 —1[,7(4)<3, | 03 —1|=-50%£0,r(4)=3
10 23 9 10 3 9
(13
4 12 13| [13] [13] |4 12
B=1y3 o rA=2 ’4 12‘_’3 9’_ 2 6’_‘3 9’_0
2 6

42



412 39 . L
‘2 6‘_‘2 6‘—0,7“(3)—1, Mozna zauwazy¢, ze ko = 3k;.
(1 2
c=1o 1|, ray<2 |% o0 ae|l 2|20, r0) =2
07 01
07
111
D=12 2 2 |,r(A) <3, wy=2w;, wy =3wy, (D) =1
3 3 3

Twierdzenie 4.3.4 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A € M., (K). Wowczas
i) r(A) =r(AT),
ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.
Dowad. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. [,
Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,x,,(K) nazywamy macierzq schodkowq, gdy pierwsze niezerowe
elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja sie w

kolumnach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezero-
wym wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

Przyktlad 4.3.6.

2226 3 0 12 9 1 2 31
06 60 3 0 01 -7 0 2 21

A= 0000 -1 —1 B = 00 O ¢= 006 1
0000 O 9 0 0 15 0070

4 schodki 3 schodki to nie posta¢ schodkowa

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy
(tj. schodkow).

Dowadd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy ma-
cierz trojkatna gorng nieosobliwa. [

1 23 4 5 12 3 4 5
1255 7 10| we—2w [0 1 -1 -1 0 | ws+2w,
Proyitad 438 D=114 6 8 0 8 | wmw [0 =2 —4 =7 <17 | worws
4778 3] |0 -1 -5 -8 —17
12 3 4 5
01 -1 -1 0
00 6 —9 —17 | "P)=3
00 -6 -9 —17
Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi z1, . . ., x,, 0 wspotczynnikach

z K postaci AX = B.
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Macierz U = [A|B] = | . . ) ) € Myyx(n1)(K) nazywamy macierzq

Am1 Gm2 -+ QAmn bm
uzupetniong uktadu AX = B.

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uklad rownan liniowych AX = B ma roz-
wiazanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Wniosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od
n — r parametrow.

Przyktlad 4.3.11.
r—y+3z = 5
de+y+72 = 8
or+2y+8 = 4

1 -1 3|5
U=[ABl=|4 1 7|8 |,r(A)<3,rU)<3

5 2 8|4

1 -1 3/ 51, [1 -1 3| 5 1 -1 3| 5
Ul 5 5|12 | 25l 0 1 1| -2 e g | L2
w7 o~ =21 e [0 1 -1 -3 0 0 0 -2

r(U) =3 #r(A) =2 = uklad sprzeczny, brak rozwiazai

Algorytm rozwigzywania uktadow réwnan liniowych
1. Jesli r(A) < r(U), uktad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy
réwniez minorem macierzy U). Wowcezas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (rownan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktérych wspotczynniki nie tworza M, prze-
nosimy na strone wyrazow wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne nieza-
lezne). Uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — r parametrow. Mowiac
dokladnej r sposrod niewiadomych oznaczanych zi, ...,z zalezy od pozostatych n —r
niewiadomych ;. ,..., 2]

Y n-*
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Przyklad 4.3.12.
20 —y+3z = 7
3r+2y -5z =
dr +5y—13z = 1

2 -1 3|7
=[AlB]=|3 2 =54 |,r(A)<3,rU)<3
4 5 —13|1
-1 2 3|7 -1 2 3|7
P 93 5|4 |l o 7 118 ﬁ{_é 2 1;}
zmienney X Z 5 4 —131]1 w3+dw1 0 14 2136
’ _(1) 3 ‘ # 0 minor niezerowy
—y+2r = 7T—-3z2 -1 2 Y 7T—3z
{ o= 18— M g x 18 — 2
8_1,
ktad ni i i ) T13 ” 20
uktad nieoznaczony, rozwigzania  y = —% + %z
zeR

4.4 Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uklady rownan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbior
rozwiagzan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza ztozonego
z samych zer lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmie-
niaja rzedu macierzy U, zatem prowadza one do rownowaznego ukladu réwnan. Ewen-
tualne przestawienie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania
niewiadomych.

Dokonujac réwnowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy ma-
cierz U = [A|B] do postaci

Sip4+1 -+ Sin | 21

1,

Al B/ — T
[ | ] Srr4+1 -+ Srn | Rr
0 ... 0]0 o 0 [z

Jesli z,.,1 # 0, to uklad jest sprzeczny.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uktad jest oznaczony i jego rozwiazaniem
jest x; = z;, dlat € {1,2,...,r}.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uklad jest nieoznaczony. Rozwigzania maja
postac

/ /
T Z . 5 Lyy1
/ 1741 --- S1 /
Ty | | *2 i " Ty io
', ’ Srr41  --- Srn '/
x, Zr x,,
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Przyktad 4.4.1.
T+ 209 —23—2x4 = 1
.1'1"‘5[’2"‘1}3"—31'4 =
3x1+ 51y —x34+214 = 3

(\V]

12 -1 —1]1 1 2 -1 —1]1 1 2 -1 -1
U:11132L3“’1>0—1241w>0—124
35 -1 13| ™7 0o -1 2 4/0 0 0 0 0]-—1
Roéwnanie 0xy 4+ 029 + 0x3 + Oxy = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.
Przyklad 4.4.2.
20 +4y+92 -5t +6u = 13
r4+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+T7z—11t+2u = 18
4+ 8y +192 — 15t + 1lu = 20
5
—sr—y+z+3t+2u = -3
[ 2 4 9 -5 6] 13 12 4 —4 2|5
1 2 4 -4 2| 5 24 9 =5 6[13 | w2w
U= 367—11218%36 7 —11 2|18 “’34“”
4 8 19 —15 11| 20| ™ |4 8 19 —15 11]20 | " ut
| -1 -1 1 3 2|2 1 2 -2 —6 —4| 5
L2 4 =1 215 1 4 —4 2 2|5
00 1 3 23
ko za ks 0 1 3 2 013 w3 +5w2
00 -5 1 —4|3 | —=2% Larot,
zmienne xztuy O —5 1 —4 0 3 wq—3wsy
00 3 1 30 0 L 3 olo
|00 -6 —2 —6|0 |
1 4 -4 22| 5 L 4 —4 2 2|5
0 1 3 2 0 3 (—1)"UJ4 k3<rky
—% 101 320|3
0 0 16 6 O 18 O 0 8 3 O 9 zmiennex z u t y
|00 -8 =3 0|9 |
(1 4 2|—4 2 o [ 14 2] -4 25 14 0[-% 2]|-1
0012 3232|012 323|225 1010 -7 0]-3
|00 3] 8 0|9 001 2o0/3]™™ loo1] £o0
100 0211
w101 0] -1 0] -3
001 50| 3
v+ 2y =11 a::11—27y
, . 7 . . Z:—3+—t
rownowazny uklad ¢ z — 2t = —3 rozwigzania g3
u+St=3 u=3—3t
3 y,teR

r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uktad nieoznaczony, nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych
od 5 — 3 = 2 parametrow
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Uwaga 4.4.3. Podziat niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jedno-
znaczny, lecz nie jest dowolny.

Przyktad 4.4.4. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiaza-

niu uktadu réwnan.
r—3y+z—2s+t=-5
20 — 6y —4s+t=—-10

22+t =0
1 -3 1 -2 1| -5 1 -3 1 -2 1]-5
U=[AB]=|2 -6 0 —4 1|-10 | =% | 0 2 0 1] 0
0 02 01| 0 0 2 0 1] 0
(1) _g ; _g 1—2] T::r(A):T(U):2an:5an—7’=3parametry

Trzy zmienne spoérod pieciu mozna wybraé na (

Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe

ki, ks
ki, ks
ko, ks
ko, ks
ka, ks
ka, ks
k3, ks

parametry

{y,s,t}
{y,2,s}
{z,s,t}
{z,z, s}
{z,y,t}
{z.y, 2}
{z.y, s}

5
3

) = 10 sposobow.

Uwaga 4.4.5. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest uktadem Cramera, wykonu-
jac operacje elementarne na wierszach macierzy uzupelnionej U = [A|B], sprowadzamy
te macierz do postaci [I|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwigzaniem ukladu.

Przyklad 4.4.6.

[A|B] operacje  elementarne [I|X]

na

wierszach

r+y+z = 3
2r—y—2z2 = 0
r+3y+z = 5
(1 1 1]3] 11 1 3] ., [111]3
[ABj=|2 -1 —1/0 | 22510 -3 =3|—6 | 5|0 1 1|2 | =
1 3 15 "™ o 2 o0 2] = |[010]1
11 1| 3] 11 0 2 1 00]/1
01 1] 2|2 101 o0 122101 0]1
00 1|1 ] ™™ Joo —1|-1] ™ oo 1|1
uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1,y =1, 2z =1
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Przyktad 4.4.7. Okresl ilo§é¢ rozwigzan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

x
2271
(p+ 1)y
x1

[\
DN DN = DN
DO
s
+
W

k1 za ks

zmienne X2 X3 X1 X4

‘Whnioski:

+ 225 + (p+1lzz +
+ 4z + (2p+4)zz +
+ 2z + (p+1l)zz +
—+ 21’2 + (p -+ 3)1’3 -+
p+3 4

4p + 6 Y% + 15 wo —2w1
p—|— 3 p—|—4 w3 —wa
2p+2| 11 o

2 p+1 1 p+3| 4

0 2 0 2p |p+7

0 0 p 0 P

0 2 0 p+1 7

(p+3)zy = 4
(Ap+6)zy, = p+15
(p+3)xy, = p+4
(2p+2)xy, = 11
1 2 p+1 p+3] 4
00 2 2p |p+7
p 0 0 0 P
00 2 p+1| 7
2 p+1 1 p+3
wa—ws 0 2 0 2p
0O 0 »p O
0 0 0 1—p

Dla p € R\ {0,1} mamy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uklad jest oznaczony.

Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze r(A) = r(U) =3 <n = 4.
Zatem uktad jest nieoznaczony.
Posiada nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Geometria analityczna w R3

5.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : z,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (x,y, 2), gdzie x,y, z to wspolrzedne punktu

zbiér wektoréw zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych a = O—I)3 = [x,y, 2],
gdzie x,y, z to wspolrzedne wektora

zbior wektorow swobodnych a@. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektoréow za-
czepionych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez 0= [0,0,0] wektor zerowy.
Dzialania na wektorach

Niech @ = [ug, Uy, u,], U= [0y, vy, V], X € R.
U+ U= [uy + vy, uy + vy, u, +v,]  suma wektorow

AU = [ Mg, My, A iloczyn wektora przez skalar
—U = [—uy, —Uy, —u,] wektor przeciwny do
U—v=u+(—V)=u+(—1)-0 rbéznica wektorow

AZ i-v, AZ

ﬂ‘ by
i@
;i
u+7
> B
v
v
X X

Dtugosé wektora
Oznaczamy przez |u| dlugosé wektora . Jesli P, = (21, y1, 21), P» = (22, Y2, 22), to woOw-
czas

SN
PPy = [x3 —x1,y2 — th, 22 — 21}, |PiPa| = \/(I2 —21)2 4+ (Y2 —y1)? + (22 — 21)2
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Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przez i = [1,0,0],5 = [0, 1, 0],/% =
[0,0, 1] wersory osi uktadu wspolrzednych. Wowczas zapis @ = [uy, uy, u,] oznacza @ =

Ugt + Uy + uk. Ponadto |@] = \/uZ + ug + u?.
Wiasnosci dhugosci: |7 =0 < @ =0, |A-ad| = |\ -|d|, |@+ 0] <|a|+|7].

Wersorem niezerowego wektora 1 nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co

@. Oznaczamy go 4. Oczywiscie 4 = = - 1.

I

Jesli @ = [ug, uy, u,l], to @ = [%ﬂ”‘, %y', %} oraz
. uz wp L Uy 1 2 2 g2
=\ Y e e T Ve T e =

Jesli wektor 4 = [uy, uy, u,] tworzy z dodatnimi potosiami ukladu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kgtam: kierunkowyms, zas wspotrzedne wersora

u, czyli liczby cosa = %‘, cosff = I%yl’ cosy = “—z| nazywamy cosinusami kierunkowymsi

|a

wektora .

AZ

<V

Iloczyn skalarny

Oznaczamy przez £ (u,v) kat miedzy wektorami , v,.

Przyjmujemy, Ze jego miara nalezy do przedziatu [0, 7].

Definicja 5.1.1. Iloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektorow o, v nazywamy liczbe
|u| - |U] - cos £L(u, ). Oznaczamy ja symbolem @ o ¥. Gdy jeden z wektoréow jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [ug, uy, u.], T = [vs, vy, v,], to wOWczas U o T = u,v, +
Uy Uy + ULV

Przyklad 5.1.3. [1,4,0]0[2,-1,1]=1-2+4-(-1)+0-1=-2<0
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty.
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Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowol-
v,

nych wektoréow w, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

vov=vou

iv
v) |t o] < [d] - |7]
vi) ©£ 0,040 ,400=0 = 4 L7

Dowaod. Wynika wprost z definicji. [

Uktad wspolrzednych

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
z AZ

e x

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow ([é, U, u7) ma orientacje zgodng z orien-
tacja uktadu wspotrzednych, jesli

Xy

<V

Uy Uy Uy
Uy Uy Uy | >0.
Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u,v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas || ¥.

Definicja 5.1.6. Iloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wekto-
row u, v nazywamy wektor w taki, ze:

RIERRTHEE

o1



i) | = [a - |0] - sin £(4, 7),
iii) orientacja trojki (ﬁ, U, ’LU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.
Wektor w oznaczamy symbolem o X ¥.
Jesli w =0 lub ¥ = 0, to przyjmujemy @ x v = 0.
Przyklz}d5.1.7.Ag><€:j><}:]%></;’: R X R
1x)=k, Jxk=i, kxi=3, gJxi=-k,  kxj=—i, ixXk=—)

Twierdzenie 5.1.8. Jesli 4 = [uy, uy, u.], U = [vg, vy, v,], to wowczas

7k
UXVT=|uy u, u,
Uy Uy Uy

Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, —3],7 = [3,4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

A2 — ~l 1T — ~ 112
ixv=[12 —3|=i ‘—' ‘+k; ':[22,—14—2]
4 4 ’
5 4 5 5 3 5 3
lub metody Sarrusa
uxv=|1 2 =3 |=10i+4k —9j5 — 6k + 12i — 55 = 221 — 145 — 2k.
34 5

Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla do-

wolnych wektorow , v, w prawdziwe sg nastepujace rownosci.
Huxv=—-Uxu iv) 4 x (U4 W) = (4 X ) + (4 x W)
i) M@ x ¥) = (\) =udx (A\V)  v)|uxd| <|dl- ]|V

X U (
i) (@ +0) x @ = (I x @)+ (Tx @) vi)ixo=0 & <ﬁ||17vﬁ=6\/17=6>

~—"

Reguta prawej dloni:

|
X
S

<Y
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Uwaga 5.1.11. Pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach @, v rowne jest | x 9.

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy, uy, u,|, T = [0, vy, v,],0 = [wy, wy, w,]. Iloczynem mie-

szanym uporzadkowanej trojki wektorow @, v, @ nazywamy liczbe (@ X ¥) ow. Oznaczamy

ja symbolem (ﬁ, U, zﬁ)
Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [ug, Uy, u.], T = [0z, vy, V], W = [Wy, wy, w,]. Wowczas

Uy Uy Uy

Uy Uy Uy

) U, U Uy U Uy U
Dowdd. | vy v, v, |=w,| Y Fl—w,| T Fl4w,| T V|=
vy U, Vy U, Uy
Wy W, W,
Uy, U Uy U Uy U
*[wx7wy>wz]o ) 9 —U}O(UX’U) |:|
vy U, Uy U, Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objetos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach o, v, w réwna jest
(@, 3, ).
Dowdd. Niech av = £(u x U, ). Poniewaz V = P, - h = |i x U] - h oraz cosa =

V=1|uxd||Wcosa=wo(dx7v). O

Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,—-1,2),D = (1,3,5)
lezg w jednej ptaszczyznie?

h

|w

, zatem

Punkty leza w jednej _pl)asz_)czyi_ni}e wtedy 1 tylko wtedy, gdy objetos¢ czworoscianu
rozpietego na wektorach AB, AC', AD jest réwna zero.

— — —
AB = [4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = [0,3, 3]

o 4 13
(AB,AC,AD): 29 1 0|=-12+18-6=0
0 3 3

Punkty sa wspotptaszezyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla do-

—

wolnych wektorow , v, w, @ prawdziwe sg nastepujace rownosci.

i) (@,7,%) = —(v,,w) = (7,7, d)

i) \(@,7,7) = (A, ¥, 4) = (4, \v, @) = (i, T, \i)
iii) (@ + 7,4,d) = (@,7,a) + (7,7,4)

)

53



5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R?

Réwnanie ogélne i normalne plaszczyzny

Niech Py = (x9,%0,2) € R3? bedzie ustalonym punktem, zas @ = [A, B,C] # 0
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior

7={P=(x,,2) €R*: ﬁ’J_ﬁ}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Fy i prostopadty do wektora 7. Wektor 7 na-
zywamy wektorem normalnym plaszczyzny 7.

Pern & ]_3;]_5077:0<:>A(x—x0)+B(y—y0)+C(z—zo):O

Réwnanie normalne: 7 : A(z — ) + B(y —yo) + C(z — 29) =0
Roéwnanie ogodlne: m: Az +By+Cz+D =0, D=—Axq— Byy — Cz

Przyklad 5.2.1. i) By=(1,2,5),n=1[1,—-1,3], hen,n L, 7 ="
m:1-(z—1)+(-1) - (y—2)+3- (2 —5) = 0 rownanie normalne

m: x—1y+ 32— 14 = 0 réwnanie og6lne
ii) Plaszczyzna Oxz opisana jest rownaniem y = 0.
ili) Zréwnania plaszczyzny 7 : x4z = 0 mozemy odczyta¢ wektor normalny 7 = [1,0, 1]

oraz punkt nalezacy do ptaszczyzny Py = (0,0,0).

Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Niech Py = (z0,%0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, za$ @ = [a,,ay,a,] # 0,
b=[by,by,b.] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ b. Wowezas zbior

— —
T={P=(v,y,2) €ER®: Ft,sc R PP =td+ sb}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt F, i rownolegla do wektorow d, b. Mowimy, ze
wektory da, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

e . —

PoP =td+ sb < [z — 20,y — Yo, 2 — 20| = t[as, ay, az] + s[by, by, b,]

rT=x0+t -a,+s-b,
Roéwnanie parametryczne: 7 : y=yo+t-a,+s-b, ,t,seR
z=zy+t-a,+s-b,
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Przyklad 5.2.2. Napisz rownanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

—_ ~ A~
AB=1[1,4,0] | =, 7=1[0,1,0] | Oy =j | n, Aenm

r=14+1-t40-5s =141
T y=14+4-t+1-5s =1+4t+s ,t,se€R
z2=440-t+0-s =4

Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postacim: 2+¥+2 =1, gdzie a,b,c € R\{0}, opisuje ptaszczyzne przecho-

Rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty
Pl - (xhyly Zl)7 P2 - (I’Q, Y2, 22)7 P3 - ($37y37 Z3) ma pOStaé

r—r Y—Hh =<z—=A
T | Ta— X1 Yo—y1 22— 21 | =0.
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

% %
Istotnie, poniewaz Py Py = [19 — X1,Y2 — Y1, 22 — 21], PiPs = [t3 — 21,43 — 41,23 — 2] || 7
oraz 1= PP, x PLP; L m, zatem
7={P=(x,y,2): PP L i} ={P=(z,y,2): [t — 21,y — 1,2 — z1] ol = 0}.

5.3 Prosta w przestrzeni R3

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

Niech Py = (xo,y0,20) € R* bedzie ustalonym punktem, zas d = [ay,ay,a,] # 0
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior

| ={P=(z,y,2) €R®: P,P|a}

jest prosta przechodzaca przez punkt Py i rownolegla do wektora a. Wektor @ nazywamy
wektorem kierunkowym prostej (.

——

Phbel & dteR : PP=ta

T=x9+1:a,

Roéwnanie postaci { : y=1y+t-a, ,t € R nazywamy rownaniem parametrycznym
z=2z +t-a,

prostej (.

Rugujac z kazdego z powyzszych réwnan parametr ¢, otrzymujemy roéwnanie postaci [ :

Ior0 — Y20 — 2220 ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej [.
ag ay az
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Réwnanie krawedziowe prostej

Niech my : Az + By + Ciz+ Dy = 0, my @ Asx + Boy + Coz + Dy = 0, gdzie
A%+ B} + C? #0, A2+ B2 + C3 # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi plaszczyznami. Ich
czescia wspolng jest prosta | = m N 7.

Pel & (Pem ANPem)

A1$+B1y+012+D1:O

Roéwnanie krawedziowe: [ : { Agz+ Boy+ Caz+ Dy = 0

Przyklad 5.3.1. Napisz rownanie prostej | przechodzacej przez punkt Py, = (2,3,1) i
rownolegtej do ptaszezyzn m 162 —y+2—2=0,m:x+3y —22+1=0.

Oznaczmy 7y = [6,—1,1] L m, s =[1,3,—2] L my oraz @ =1y X 7iy || .

i j 2 r=2—-t
Wowezasd=|6 —1 1 |=[-1,13,19) orazl: { y=3+13t ,teR.
1 3 =2 z=14+19¢

5.4 Wzajemne polozenie pltaszczyzn i prostych
Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech 7y : Ajz 4 By + Ciz + Dy = 0, 11y = [Ay, By, C4] # 0,
Ty 1 Ao + Boy 4+ Coz + Dy = 0, 1y = [Ag, By, Cy] # 0.

Szukanie punktow wspoélnych 7 oraz my polega na rozwiazaniu uktadu rownan

Al.T + Bly + C’lz + D1 =0 o Al Bl Cl * _ —D1
AQ?L’ + Bgy + CQZ + D2 =0 A2 BQ 02 . _D2 ’

. o Al Bl Cl o Al Bl 01 _Dl
NlechA—[A2 B, CQ},U—{AQ By, Cy —Dy |
Ptaszczyzny moga by¢ rownolegte. T < nillne & i xny =0
Woéwcezas albo m = my < 3—; = g—; = % = %, gdy r(U) =r(A) =1
albom Nm =0 & ﬁ—;:g—;:g—;#g—;,gdyr(U):Zr(A):l.

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny 7 }f mo przecinaja sie wzdtuz prostej.
W szczegdlnosci moga byé prostopadte.

m Ly & ny L ng <:>77ﬁon3:O
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Wzajemne potozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, zas b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P,.

Proste moga by¢ rownolegte. |k < @b axb=
Woéwcezas albo [ =k, albo INk =9

Gdy I } k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste 1 i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wek-
- .

tory Py Ps,d,b leza w jednej ptaszczyznie. Wowcezas [ 1 k majg jeden punkt wspolny tj.

[Nk ={P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
—) -
stwierdzeniu, ze wektory Py P, d,b nie leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [Nk = O .

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy Png, a, l;) # 0.

-

Katy

Definicja 5.4.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunko-
wymi tychze prostych.

ii) Kgtem miedzy dwiema plaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczy-
zny s prostopadte) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze
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plaszczyzn.

Definicja 5.4.2. i) Rzutem prostokgtnym punktu P na ptaszczyzne m nazywamy punkt
P’ e 7 taki, ze PP’ 1 .

ii) Rzutem prostokatnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP" 1 I.

-

L

LR B PR B B BT ]

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o Jf

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaktadamy, ze nalezy do
plaszczyzny zawierajacej P oraz [:
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Przyktad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

r=2+2t+s
T y=143s ,t,s €R.
z2=3+t+s

Niech k bedzie prosta taka, ze k L 7, P € k.
u=12,0,1 || m, To=[1,3,1] || 7, A=(2,1,3)en

PGk
n=uxvLwm, n=[201|=[-3,-1,6], kln=Fk]|n
1 3 1
r=4-3t
k:Q y=5—-t ,teR, 7w:-3x—-2)—(y—1)+6(z—3)=0
z=—3+ 6t

7:3rx+y—6z+11=0 {P}=kNnn="
3(4—3t)+5—t—6(-3+6)=0=t=1, P =(1,4,3)

Definicja 5.4.4. Kgtem miedzy ptaszczyzng a prostg nazywamy kat

o mierze § — «, gdzie a to miara kata ostrego (lub prostego, gdy

prosta i plaszczyzna sa rownolegle) miedzy odpowiednio zwréconym
wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym ptaszczyzny.

/

r=2—-t
Przyktad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ,teR
2=2+2

a plaszczyzna m: 3x+y+z2+1=0.
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Mamy @ = [-1,0,2] || I, 7 =[3,1,1] L m. Oznaczmy f = £(71,d), « = 5 — j3.
; _ l@oal _ _ [-34042] _ 1 _ =z 1
Obliczamy cos § = e = A i = vasr @ = 3 — AICeos g,

. o o . 1
albo sina = cos f = «a = arcsin T

Odlegtosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegtosciq punktu P od ptaszczyzny m, nazywamy dlugosé od-
cinka PP’, gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, ).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej |, nazywamy dtugos¢ odcinka PP’ gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,[).

Wzér na odlegto$é punktu od plaszczyzny

Niech Py = (x¢,yo,20) oraz m: Ar+ By+Cz+ D =0,71=[A,B,C] # 0. Wowezas

. |A.’170 + Byo —+ CZO + Dl

d(P07 7'(') - N

7]
xr=x9+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L m. Wowcezas k : y=1yo+ Bt
Z=2zy+ Ct

{Pi}=knm="
A(wo + At) + Blyo + Bt) + C(z0 + Ct) + D =0,  t = —AwtBuntCzorD

d(P,m) = [Py Fy| = /(D2 + (BU)? + (COP = |t|y/A% 1 B2 + O° = AntBw CatD

Wzér na odlegtosé¢ punktu od proste;j

Niech Py = (20, o, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas

|PLB % dl
X a
A(Po,l) = =
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Odlegtosé prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegltoscia prostej [ od ptaszezyzny
m nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od plaszczyzny.

/ 4

/ .

S
: ; :
!
Y

Definicja 5.4.7. Odlegtosciq dwéch plaszczyzn (prostych) réwnolegtych nazywamy odle-
gtos¢ dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykazaé, ze dla plaszczyzn roéwnolegltych m @ Az + By + Cz + D, = 0,

mo: Ar+ By+ Cz+ Dy =0, ny =[A,B,C| # 0 zachodzi wzoér d(my,m) = %.

Odlegtosé prostych sko$nych
Przypomnijmy, ze jesli dwie proste leza w jednej pltaszczyznie, to przecinaja sie lub sg
rownoleglte. Proste, ktére nie sg do siebie rownolegle i nie majg punktéw wspolnych na-

zywamy sko$nymi. Zatem proste sa skosne, gdy nie leza w jednej pltaszczyznie.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.
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Zalozmy ze proste te sa skosne. Wowcezas

istnieja ptaszczyzna m; zawierajaca prosta b / _____
[ oraz plaszczyzna my zawierajaca prosta J i -

k takie, ze m | mp oraz m N m = O. /
Ponadto ptaszczyzny rownolegle, na kto-
rych leza dane dwie proste skosne sa wy-
znaczone jednoznacznie. Istotnie, m; jest k ~ /i

plaszczyzng zawierajaca [ i réwnolegty do el

wektora b. Jej wektorem normalnym jest ///
wektor @ x b. Podobnie, 7y jest plaszczy- s -
zng zawierajaca k i rownolegty do wektora | Py

a. Jej wektorem normalnym réwniez jest
wektor @ x b.

Definicja 5.4.8. Odlegtosciqg dwdch prostych skosnych nazywamy odlegtos¢ dwoch plasz-
czyzn rownoleglych zawierajacych te proste.

Uwaga 5.4.9. Niech [ i k beda jak wyzej. Zalézmy ze proste te sa skosne, co jest réwno-
wazne stwierdzeniu, ze wektory P P, d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowczas

(PP, b))

WD) =" T

Przyktadowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odlegtosci dwoch prostych skosnych
mozna znalez¢é tutaj.

Symetrie
Definicja 5.4.10. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz 7 ustalona

plaszczyzna.

i) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli FT)? =
—
SP;.

ii) Punkt P jest pgl)kter_n_s_})fmetryc_zr}ym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
A €] taki, ze PA = AP, oraz PA 1 [.

iii) Punkt P, jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem ptaszczyzny w, jezeli
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP oraz PA 1 .
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Przestrzenie lintowe

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K,+,-) bedzie cialem, gdzie K = R lub K = C, za§ V # & zbiorem.
Niech dane bedzie dziatanie wewnetrzne @ : V x V' 3 (u,v) — u @ v € V oraz dzialanie
zewnetrzne @ 1 K x V 35 (aq,v) —maGou e V.

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V,®, K, ®) taki, ze

i) (V,®) jest grups abelowa,

ii) Vu,v eV Vae K a®(udv)=(adu)®(adv)
iii) VvoeV Vo, K (a+p)0v=(a0v)® (o)
iv) VveV Va,8eK (a-f)Ov=a6 (BOv)

)

v)VoeV 1Gv=w

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo prze-
strzenia K-liniowa). Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, zas elementy ciata K ska-
larama.

Przyktlad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R* = (R",&,R,0)
Dla u = [uq, ..., u,],v = [v1,...,v,] € R" oraz a € R definiujemy
udv = [ul+v17"'7un+vn]7 aGu= [OéUl,...,Oéun].

i) (K", ®,K,®), gdzie K = (K, +, ) to dowolne cialo
Dla u = [uq,...,u,),v = [v1,...,0,] € K" oraz a € K definiujemy
UBU=[ug +V1,..., U+ V), aO U= [ Up...,0 Uyl

iii) (R®, +,R,), gdzie R® = {f| f: R — R}
Dla fi : R =R, fo : R — R oraz a € R definiujemy
fs = f1® [z takie, ze Vo € R f3(x) = (f1 @ fo)(z) = fi(2) + fa(2)
oraz fy = a ® fi takie, ze Vo € R fy(z) = (@ © fi)(x) := a- fi(x)
Elementem neutralnym dziatania & jest funkcja stale rowna zero.

V) Mpysn(R) = (Mpxn(R), 4+, R, -), gdzie dziatania +, - to dzialania dodawania macie-
rzy i mnozenia macierzy przez liczbe.
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v) Riz] = (R[z], +, R, -), gdzie R[z] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x
o wspolczynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +, ")
i dziatania w przestrzeni wektorowej V = (V,+, K, -).

u+v suma wektorow

a+ [ suma skalaréw

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, o, 5 € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0 ozna-
cza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dzialtan w ciele K.
Wowcezas:

) YoeV Vae K 0-v=a-0=0

i) VveV VaeK a-v=0<%« (a=0Vv=0)

111

YVoeV VaeK (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)

w)VweV —1-v=—v

)
)
)
)
v)VoeV Va,peK (a—p)-v=(a-v)—(5-v)

vi) Vuv eV Vae K a-(u—v)=(a-u)—(a-v)
Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K = (K, +,-) i niech
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dziataniami

Bluxv : UxU 3 (u,v) — udv € U, O|lgxv : KXxU 3 (a,v) — a®v € U jest przestrzenia,
liniowa nad cialem K, to U = (U, ®|uxv, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq
lub podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V/,
to wowcezas U jest podprzestrzenig wektorowa przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy

Yui,up e U VYae K ubuecelUANaGu €U
lub réwnowaznie
Yup,up €U Va,f € K (a®@u)®(BOuy) €U.
Dowad. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z

faktu, ze U jest podgrupa grupy V. U
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Uwaga 6.1.7. Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia liniows. Wowczas U = {0}
jest podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie U = V
jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami niewta-
Scrwymia.

Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowad. Jesli U jest podprzestrzenia liniowa, to Yuy,us € U Va € K uy G us € U A
a®uy € U. W szezegolnosci —1 O uy = —ug € U oraz uy @ (—uy) =0€ U. O

Whiosek 6.1.9. Niech V = (V, &, K, ®) bedzie przestrzenig liniows, zas U C V podzbio-
rem V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyktlad 6.1.10.
1) V= (R[0’1]7 +7R7 ')7 U= (C([()? 1]7R)’ +7R’ )

U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji ciagtych jest funkcja ciagta oraz
iloczyn funkcji cigglej przez liczbe jest funkcja ciagly.

i) V=(R[z],+,R,"), U={f € Rlz]: deg f — parzysty}

U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = 2* + 23 oraz g(z) = —2*. Wowczas
(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U, ale f+g ¢ U.

i) V=R, +R,.), U= {(z,y,2,t) ER*: 22 +2 -3t =0Ay = 0}

U jest podprzestrzenia liniowa V. Skoro z = 3t — 2z oraz y = 0, zatem dowolny element
u € U jest postaci u = (x,0,3t — 2x,t). Wezmy u; = (21,0,3t; — 221,t1) € U, ug =
(29,0, 3ty — 229, t5) € U oraz a € R, wowczas
Uy + Uy = (Il + x2,0,3(t1 + tQ) — 2(.%‘1 + l’g),tl + tg) eU
oraz auy = (ax1,0,a(3t; — 2x1), aty) = (ax,0,3at; — 2axy, aty) € U

iv) V= Rz],+,R,-), U =R,[z] := {p € Rlz] : degp <n}.
Przyjmujemy, ze deg0 = —oo. Woéwcezas U jest podprzestrzenia liniowa V.

Podprzestrzenie wektorowe R? i R?

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sa proste przechodzace przez
(0,0).

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R3 sg plaszczyzny i proste prze-
chodzace przez (0,0,0).
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6.2 Liniowa niezalezno$é wektoréw, baza i wymiar przestrzeni li-
niowej

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech ay,...q,, € K,

vy, ...,y € V. Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.2.1. i) Wektor ajvy + ... + v, € V nazywamy kombinacjg liniowq
wektorow vy, ..., v, € V o wspotezynnikach aq, ... a,, € K.

i) Jesli ayvy + ... + v, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ayvq + ... + a,v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i
tylko wtedy gdy oy =0,...,a,, = 0.

iv) Zbior {v:a1w1+...+akwk g, ..o € K wy, .o wg € W kEN},
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skonczonych uktadow
wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokq liniowg zbioru W' i oznaczamy symbolem

ling W lub krétko linW'.

Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., w,,}.
Czyli lin{wy, ..., wy} = {oqw + ... + @pwy, @ ay,...q € K}

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+,K,-) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linWV
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)
podprzestrzen V' zawierajaca zbior W.

Whniosek 6.2.3. Jesli u = \vi+...+ v, dlapewnych vy, ... v, €V, A,..., A\, € K
oraz A1 # 0, to wowczas lin{vy, ve, ..., v} = lin{u, vy, ... vy}

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatoramsi przestrzeni linWW | zas pod-
przestrzen linWW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W.

Przyktad 6.2.5. Wersory 7 = (1,0) oraz j = (0,1) generuja przestrzen R?, bowiem dla
dowolnego @ = (uy,u,) € R? mamy @ = u,(1,0) + uy(0,1) = uzi + uyJ.
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Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Definicja 6.2.6. Wektory vy, ..., v, € V nazywamy liniowo niezaleznymi lub moéwimy;,
ze tworza, uktad liniowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalarow (i, ..., 3, € K zachodzi

ﬁl?}l—'—...—i—ﬁm’l}mzo = ﬂlzzﬁm:O

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy [liniowo zaleznymi.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €
N,m > 2. Wektory vy,...,v,, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich jest kombinacja liniowa pozostatych.

Dowad. Zalézmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne, czyli istnieja a, ... a,, € K nie
wszystkie rowne zeru, takie ze ajvi + ... + a,,v, = 0. Bez straty dla ogélnosci mozemy

zalozy¢, ze aq # 0. Wowcezas vy = —g—ivg - = ‘;—Tvm.

Zalozmy teraz, ze vy jest kombinacja liniowa vy, . . ., v,,, czyli istnieja Ss, ... B, € K takie,
ze v1 = Pavs + ... + Bpm. Wowcezas Sy + Bove + ... + By, = 0, gdzie f1 = —1 # 0.
O
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Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy,...,v; € R" generuja R" wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektorow vy, ..., vy, jest réwny n.

Whniosek 6.2.9. Jesli wektory vy,..., v, € R" generuja R”, to k > n.

Przyktad 6.2.10. Czy wektory u = (1,1, —1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja prze-
strzen R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (z,y,2) € R? istnieja a, 3,7 € R takie, ze b =
au + fv + yw.
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(z,y,2) = M11—1+52Jﬁ-+7&2% (0 +28+5y,a+ B+ 27, —a+27)
[ 1.2 5 T

11 2 = |y
| -1 0 2 2
Wektory generuja R3, jesli powyzszy uktad jest oznaczony.
[ 1 2 5|z 1 2 5| =« 1 25 T

11 2y | 22" |0 -1 —3|y—a | 222101 3 T —y
10 2(z ] "™ Lo 2 Tlzta] TV o0 1|zt

Uktad oznaczony, posiada rozwigzanie v = —x + 2y + 2, =x —y — 3y = 4o — Ty — 3z,
a=x—28—5y=—2x+ 4y + 2. Zatem uklad wektoréw u, v, w generuje R>.

Przyklad 6.2.11. Czy uklad {A, B,C?} jest ukltadem liniowo niezaleznym?

N R T e e

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna.
Niech «, 8,7 € R beda dowolne takie, ze A 4+ B + vC = 0gy9 = [ 8 8 } )
a=10
- B —« 0 0
Stad [ @ = = b=a=0
0 a+p+y 0 0 e —a—f=0

Zatem macierze A, B, C' tworza uktad liniowo niezalezny.

Przyklad 6.2.12. Czy wektory v = (1,2,3,4), v = (1,2,0,—1), w = (0,1,3,1) € R sg

liniowo niezalezne?

Niech «, 3,7 € R beda dowolne takie, ze au + fv + yw =0 = (0,0,0,0) .

Stad (o + B3,2a+ 26 +v,3a + 3v,4a — 5+ ) = (0,0,0,0).

Wektory u, v, w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad jednorodny ma jedyne roz-
wiazanie « = f =y = 0.

1 1 0]0 1 1 0]0 11 0]0
2 2 10| we2w, |0 0 1/0] ~2ws |0 0O 1]0
3 0 30| wegw |0 =3 3|0 ] 1, [0 1 =1]0
4 =1 110 ™™ 0o =5 0]0 01 0/0

r(U) =r(A)=n=3
Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w
sa liniowo niezalezne.

Obserwacja: Badanie liniowe]j niezaleznosci wektoréw w R™ polega na wyliczaniu rzedu
macierzy, ktorej kolumnami sg podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy roéwny jest liczbie wektorow.

Whniosek 6.2.13. Niech vy,...,v, € R". Jedli k& > n, to wektory vq,..., vy sa liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v; sa liniowo niezalezne, to k < n.
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Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V, +, K, ) bedzie przestrzenia liniowa.
i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
ii) Uklad wektorow zawierajacy poduktad liniowo zalezny jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo
niezalezny.

iv) Uklad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Definicja 6.2.15. Niech fi,..., f, € C"1(R), n > 2. Macierz W (x) postaci

fi(x) fol@) . fal@)
Wyon(o=| A0 B0 Rl
TNy @) @)
nazywamy macierzq Wroriskicgo ukladu funkeji f1, ..., fo, a jej wyznacznik wroriskianem.

Twierdzenie 6.2.16. Niech fi,..., f, € C" Y(R), n > 2. Jesli wroriskian ukladu funkcji
fi,..., fn nie zeruje sie tozsamosciowo na R, tzn. 3zg € R : detWy, 1 (x9) # 0, to
funkcje f1,..., f, sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Przyklad 6.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi(x) = 1, fo(z) = sinz, f3(x) = cosz tworza
uktad liniowo niezalezny w C(R).

1 sin x CcoST
detW(z)=|0 cosz —sinz |=—cos’x —sin’z=—1#0
0 —sinx —coszx

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.

Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech b,...,b, € V.
Definicja 6.2.18. Uklad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli

jest on liniowo niezalezny oraz V' = lin{by,...,b,}.
Whniosek 6.2.19. Jesli wektory vy, ..., v € R™ tworza baze przestrzeni R”, to woéwczas
k=n.

Dowadd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow [6.2.9| oraz [6.2.13] [

Przyklad 6.2.20. Baza przestrzeni R”

Uktad wektorow {ey, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R™.

e =(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)
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Przyklad 6.2.21. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R?, jesli
U =1n{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3) }.

Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uklad 5 wektorow w przestrzeni
]R4_ jest liniowo zalezny.

11113
3 21 2 4
"lo1o02 1|5t
1111 3
- . 1 3 21 1 3 21
;) ; 1 ; i 1 211 0 -1 -1 0 1 3 21
7’21021:7’1101:7“0—2—20:7“0—1—10:
111 1 3 1 2 21 0 -1 00 0 -1 00
- - 341 3 0 -5 =5 0
3 = U=1in{(1,3,2,1),(0,—1, —1,0), (0, —1,0,0)}
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U
(porownaj wniosek [6.2.3)).
Twierdzenie 6.2.22. i) Kazda przestrzen wektorowa rézna od {0} posiada baze.

ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej sa rownoliczne. Jesli baza danej prze-
strzeni liniowej jest nieskonczona, to kazda inna jej baza takze jest nieskoniczona.

iii) Kazdy uktad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzu-
petniony do jej bazy.

Twierdzenie 6.2.23. (Warunki réwnowazne do bycia baza przestrzeni wektorowej)
Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech by,...,b, € V.
Nastepujace warunki sa rownowazne.

i) Uklad wektorow by, ..., b, jest baza przestrzeni V.

ii) Uktad wektorow by, ..., b, jest minimalnym (w sensie relacji inkluzji) ukladem ge-
nerujacym V.

iii) Uklad wektoréw by, ..., b, jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem
liniowo niezaleznym w tej przestrzeni.

iv) Dowolny wektor v € V ma jednoznaczne przedstawienie jako kombinacja liniowa
elementéw bq,...,b,.

Definicja 6.2.24. Liczbe elementéw bazy przestrzeni wektorowej V' = (V,+, K, -) na-
zywamy wymiarem przestrzeni wektorowej V i oznaczamy dimg V' lub krétko dim V.
Mowimy wowcezas, ze przestrzen V' jest n-wymiarowa. Jesli zaden skonczony uktad wek-
toréw nie tworzy bazy przestrzeni V', to przyjmujemy dim V' = oo. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.
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Whiosek 6.2.25. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow,
gdzie m > n jest liniowo zalezny.

ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uklad n wektoréw liniowo niezaleznych
stanowi baze tej przestrzeni.

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektoréw generujacych te przestrzen
stanowi jej baze.

Przyktad [6.2.10| - raz jeszcze
Wiemy, ze wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3.
Ponadto dim R? = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3.

Whniosek 6.2.26. Wektory vy = (v11, V12, .« ., V1p), V2 = (V21, V22, . ., U2n), -+ -+, U = (Un1, Un2, -

tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det[v;;] # 0.

Dowdd. Tez¢ otrzymujemy na mocy twierdzen [6.2.8) oraz [6.2.25|iii). [

Whiosek 6.2.27. i) Na plaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspotliniowe tworza
jej baze.

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolplaszezyznowe tworza jej baze.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {by,...,b,} jej baza.

Definicja 6.2.28. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (by, ... ,b,) nazywamy repe-
rem bazowym lub bazqg uporzqdkowanq.

Czesto moéwimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektordw
bazowych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych
1) (R, +,R,")
By = <el,...,en), gdzie e1 = (1,0,...,0),ea = (0,1,...,0),...,en = (0,...,0,1)
2) (Rlz], + R, )
B= (1,x,x2,x3,...>, dimR[z] =00, p(x)=ap-14+a-z+ay-2°+...+a, 2°
3) (Ru[z], +,R,-),  Rylz] = {f € R[z]: deg f < n}

B = (1,3:,:102,...,;5”), dimR[z] =n +1
dla dowolnego p € R, [x] mamy p(z) =ag-1+ay -z +as- 2>+ ...+ a, - 2"
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4) (men(R)a+7R7>
. , 1 (2,7
B = (EH,E12, ey Eln; Egl, ey Emn); gdme Ekl = [6%], Zas 6?} = { 0 ( ])
dim M, (K) =m-n

Przyklad 6.2.29. Baza Ms(R) jest uktad (Fi1, E1a, Eo1, Fas), gdzie

10 0 1 0 0 0 0
EH:{O O}’Em:{() 0}7E21:[1 0]’E22:[O 1}

Dla dowolnej macierzy A = [ CZ 2 ] mamy A = aF; + bF13 + cFa + dEas.

Twierdzenie 6.2.30. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas W jej podprzestrzenia.
Woéwczas

) W#V = dimW <dimV,
i) dmW =dimV <oco = W =V.

Przyklad 6.2.31. Podprzestrzenie liniowe przestrzeni R, R? oraz R?.

podprzestrzenie R podprzestrzenie R? podprzestrzenie R3
wymiaru 0 {0} {(0,0)} {(0,0,0)}
wymiaru 1 R proste przechodzace proste przechodzace
przez (0,0) przez (0,0,0)
wymiaru 2 R? plaszczyzny przechodzace
przez (0,0,0)
wymiaru 3 R3

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., b,) jej baza uporzadkowana. Wow-
czas dla kazdego v € V istnieja skalary aq,...q, € K takie, ze v = ayby + ... + a,b,.
Mozna uzasadnié, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary «q, ..., sa wyznaczone
jednoznacznie.

Definicja 6.2.32. Skalary aq,...q, € K takie, ze v = ayb; + ... + «,b, nazywamy
wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [, . .. oy )5.

NOTACJA: Dlav € R" bedziemy pisa¢ v = (vy,vs, ..., v,) zamiast u = [v1, Vg, ..., Uy]pn

[
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Przykiad 6.2.33. R?> = (R? +,R, ")
B? = (ey,€2)), gdzie e; = (1,0), e = (0,1) to baza kanoniczna.
C = (c1,¢)), gdzie ¢; = (2,0),c2 = (1,1) to inna baza R?.

w=[2,-1)c =21 —c; =2-(2,0) — (1,1) = (3, -1)

yA v
C2
2C
lr ﬁjl- + »X T 1 T '»1 »X
\3 167 1 2 3
I A A u
Przyklad 6.2.34. R?> = (R? +,R, ")
B2 = (e1,e3)), gdzie e; = (1,0),e3 = (0,1) to baza kanoniczna.
C = (c1,02)), gdzie ¢; = (1,1),¢co = (0,—1) to inna baza R
u=(1,-1) oraz u = [a, B, a =7, B =7
(]-7 _1) = acy + BCZ - Oé(]_, 1) + 5(07 _1) = (a7 a — B)
Stad a =1, f =2 oraz u = [1,2]c.
yh
€21 " .

Przyktad 6.2.35. R® = (R3 +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,
B' = (b, by, b;) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (=5,2,3),b5 = (1,3,0)

Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne 0] w bazie kanoniczne;.
Piszemy by = (4,2, 1) zamiast b} = [4,2,1]zs.
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Ponadto b = [1,0,0].

Niech v = (=3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspotrzedne wektora v w bazie B'.

Niech v = [«, 8,7]s, tzn. v = ab| + B, + ;. Otrzymujemy

(=3,15,7) = a(4,2,1) + B(=5,2,3) + 7(1,3.0) = (da — 58 + ~,2a + 28 + 3v,a + 35).
Aby wyznaczy¢ wspotrzedne o, 3,7, nalezy rozwigza¢ uklad réwnan

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema
bazami. Wowczas istnieja skalary o;; € K, i,j € {1,2,...,n} takie, ze

bll = Oéllbl + Oéglbg + ...+ anlbn
b/2 = Oélgbl + Oégng + ...+ Oéngbn

b;l = Oélnbl + &anQ + ...+ annbn
Definicja 6.2.36. Macierz P € M,,(K) postaci

11 (12 ... Oqp

o1 (oo ... (QOon
P = [a;] =

Ap1 Opa ... Opp

nazywamy macierzq przejscia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy jg symbolem Py .z

Macierz przejscia Pg_. zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’
sg liniowo niezalezne.

Zmiana wspoélrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b),... b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_p.

Twierdzenie 6.2.37. Niech v € V, v = [xy,...,2,|p = [2],...,2)]|p. Wowczas X =

T x)

/ : mQ !/ :L‘/Q
PX' gdzie X = X' = .
/

Tn x,

1)

4 -5 1 Qo -3

2 23 B |=1 15

1 30 v 7

(4 —5 1]-3 1 3 0| 7 1 30 7 1
9 2 3|15 | WU |9 9 3] 15 | 222l 4 3| 1| 222 |
1 30| 7 4 =5 1|=3 ™™ o —17 1]-31 0
(1 3 0 7 1 3 o] 7 1 3 7
0 16 —12| —4 | =22, 10 1 11|35 | =% o1 11 | 35 | =5
|0 -1 —11{=35] ™7™ [0 16 —12|—4 0 0 —188|—564
13 0] 7 1 3 0|7 1001

0 1 11|35 | 222, 19 1 0(2 | 22 101 0[2]| = v=[1,23]s
00 1|3 00 1[3 00 13

—31



Zmiana bazy
Bx=(e1,e2) » B=(bi,b2)

P=Pg%_8

yA

V=[a,B]s

Przyktlad |6.2.34) - ciag dalszy
R3 = (R® +,R,-), B = B} - baza kanoniczna,
B' = (b, by, b;) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)

Wyznaczymy wspohrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 =5 1
P=Pg_g=|2 23| X =Plx=2
1 30
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P~ = £ | =3 1 10 | i obliczamy
—4 17 -—18
9 -3 17 -3 1
X'=L| -3 1 10| 15|=]2
—4 17 -18 7 3

Przyklad 6.2.38. Rozwazmy przestrzeni Ry[x] oraz jej dwie bazy
B=(1+zz+2*1+2%), B =(1,1+z,1+x+ 2?). Wyznaczmy macierz Pg_p.

1 =[ay,f1,mlg = ar(l1+2)+ fi(z+22)+ 7 (1+22) = (a1 +m)+ (a1 + B1)z + (B +71)2?

o)+ = 1
Stad ¢ a1 4+ 8 =0 iostatecznie oy =3, f1 = —1, 11 = 3.
61 +’71 =0

Latwo zauwazy¢, ze 1 + = = [, 52, 72| = [1, 0, 0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ x + 2% = [as, 33, 73]5

1 1

. . i d
1 otrzymujemy P g = | —5 0 35
L g 1

2 2
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Twierdzenie 6.2.39. Niech V' bedzie przestrzenia
liniowa, skonczenie wymiarows, zas B, 3', B” jej ba-
zami. Wowczas

-1
i) Pg_p= (PBHB’> ;

ii) Pg—p - Pg_pr = Pp_pn.

Uwaga 6.2.40. W przypadku przestrzeni R", gdy
baza poczatkowa to baza kanoniczna Bj, latwo
wypisaC macierze przejscia do nowych baz Pgn_.p
oraz PBg—»B/- Wypisanie macierzy Ps_.5z wymaga ra-
chunkow. Na mocy twierdzenia [6.2.38| otrzymujemy
Pgpnp = Ppp - Ps—p, skad Ppp = Pz;zbl_,g '
P, Bp—B-

7

Ps_p



Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego i podstawowe wtasnoSci

Niech V = (V,+, K, -) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
tym samym ciatem K.

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V — W spelniajace warunki
i) wlasnosé addytywnosci Vu,v € V. o(u+v) = p(u) ® p(v)
ii) wlasnos¢ jednorodnosci Vv € V. Va € K ¢(a-v) =a ® ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzent liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe
i) Vu,v eV Va,p € K pla-u+-v)=a®pu)dL o )

i) Yo,...,v, €V Vai,...,a, € K
olag v+ ...t ay-v,) =a1©p(v) ... B a, ® p(vy)

Zbior wszystkich odwzorowarn liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy L (V, W)
lub Homg (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom/(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+, K, -) oraz W = (W, +, K, -), to znaczy uzy-
wamy tych samych symboli dla dzialan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne
dziatania.

Przykltad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe?
1) p: R =R, p(x) = ax, gdzie a € R ustalone
Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych o € R, x1, 25 € R mamy

olar) = alar) = alar) = ap(x) oraz
o1+ 29) = a(xy + x2) = axy + axy = (1) + @(x2).
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2) o :R =R, p(x) = ax + b, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
e(1+1)=9(2) =2a+b# (1) + (1) = (a+b)+ (a +b) = 2a + 2b.

3) ¢ : R? — R? symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz o(x,y) = (x, —y), zatem dla dowolnych a € R, (z, %), (z1,v1), (T2, y2) € R?
p (a(z,y)) = plar, ay) = (az, —ay) = a(r, —y) = ap(z,y) oraz
80((5151,91) + (5527?/2)) = @(z1 + 22,91 +12) = (X1 + 22, — (Y1 +12)) = (1 + T2, =1 —Y2) =

(@1, —y1) + (22, —y2) = (21, 91) + ©(T2, Y2).
Odwzorowanie jest liniowe.

4) ¢ R =R p(z,y,2) = (x—y+22y+2+1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L= gp(a(z, Y, z)) = p(az,ay,az) = (ax — ay + az, 20y + az + 1)
P=ap(r,y,z)=alrt—2z+22y+2+1)=(ax —ay+ az, 20y + az+ «a)
Na ogoét L # P. Mozemy podaé kontrprzyktad

o(5-(1,0,0)) = ¢(5,0,0) = (5,1) #5- (1,0,0) =5 (1,1) = (5,5)

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, ¢, d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R?* — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, ¢, d, e, f, g, h,j €
R takie, ze p(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, 9z + hy + jz).

Przyktad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[z] — R;[z], dane wzorem
o(p)(x) = (3 —x)p"(x) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?

Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[xz] mamy

e(p+a)(@) = B=2)(p+0)" (1) +4(p+a) (2) = (3= ) (1 (2) +¢"(2)) +4(p (@) +¢(2) ) =
(

(B2 (2) + /(@) + (3= 2)g" (@) + 4¢'(2) ) = 9 (p) (&) + p(a) (),
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + ¢(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], & € R mamy

p(ap)(x) = 3—=)(ap)”(x) +4(ap)'(x) = 3 —z)a-p"(x) +4a-p'(z) = a- ((3 —x)p(z) +

4p’(:r)> = a - p(p)(z). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).

Niech V = (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).
Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas

i) ¢(0y) = Ow,
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ii) Vo € Vp(—v) = —¢p(v).

Dowdd. 1) Poniewaz Ow + ¢(x) = ¢(z) = p(x +0v) = ¢(z) + ¢(0y), zatem p(0y) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V- mamy Oy = ¢(0y) = ¢(v —v) = p(v) + ¢(—v). Stad

p(—v) = —p(v). O
Wnhniosek 7.1.8. Niech ¢ : V. — W. Jesli ¢(0y) # Oy, to ¢ nie jest liniowe.
Dowdd. Teza wynika z twierdzenia i) na mocy prawa kontrapozycji. [

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(z) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem
£(0) =5 0.

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,

ii) epimorfizmem, jesli  jest surjekcja,

iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,

v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

)
)
)
iv) endomorfizmem, jesli V=W,
)
)

vi) formg liniowg, jesli W = K.

Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (b1, ...,b,) bedzie baza przestrzeni V oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektorow. Wowczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe

¢ € L(V,W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréow bazowych przestrzeni

V.

Przyklad 7.1.13. Podaj wzor odwzorowania liniowego ¢, jesli
¢ Ro[z] — Ryfz], @(a* +2)=6x+10, ¢(x—1)=4, ¢(2r)=S8.

W przestrzeni wektorowej Ry[x] baza standardowa jest B = (1, x, z?). Mamy
o(x? 4+ ) = p(2?) + o(z) = 62 + 10
plz—1) =o(x) —p(l) =4
p(2r) = 2p(x) = 8

Stad p(x) =4, ¢(1)=p(x) —4=0, @(z?) =6x+ 10— p(x) = 6x + 6.

Dowolny p € Ry[z] jest postaci p(z) = ax?® + bx + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
o(az? + bx + ¢) = ap(x?®) + bp(x) + cp(l) = a- (6 +6) +b-4 + c-0 = 6ax + 6a + 4b.
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7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).

Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = O} C V nazywamy jadrem odwzorowa-
nia liniowego ¢ 1 oznaczamy Kerp.

ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {¢(v) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imep lub ¢(V).

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kerp oraz Imyp
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz p(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imp. [
Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Keryp jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', za§ zbiér Imyp jest podprzestrzenia liniows przestrzeni W.
Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)
i) ¢ jest injekcja < Kergp = {0y},
ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Definicja 7.2.5. Jesli dim Imy < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania linio-
wego ¢ : V. — W i oznaczamy r(p) lub rank(p).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, W).
Wowczas

r(¢) + dim Kerp = dim V.

Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dimImy < dim V.
Przyklad 7.2.8.
0:R* =R o(r,y,2,t)=(x+y+z+2t,x—y+2z+6t,0+y—2z—4)
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci ¢.
THy+z+2t=0

o(z,y,2,t) =(0,0,0) & { 2—y+2z+6t=0
r+y—z—4t=0

1 1 1 20 11 1 2007 111 2|0
1—1160“’2;%0—2040?—%010—20“’1‘“’3
1 1 =1 —4/0] ™™™ o 0 -2 —6(0] 2 001 3|0
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_q T =—t

110 100 —
0010 —2/0|==%]010 -2{0|=¢7"7
001 3|0 001 3]0 N

teR

Kerp = {(t,2t,—3t,t), t € R} =1in{(1,2,-3,1)}

Uktad {(1,2,—3,1)} jest baza Kery oraz dim Kerp = 1.

Zatem ¢ nie jest monomorfizmem. Ponadto

r(p) = dimR?* — dim Kerp = 4 — 1 = 3 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Stad Imy = R3. Mozna to réwniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
o(x,y,z,t) =x(1,1,1) + y(1,—1,1) + 2(1,1,—1) + £(2,6, —4)

Imap—hn{(l,l 1),(1,—-1,1),(1,1,-1),(2,6,—4)}
1 1 1 1 1 1
1 -1 1 0 -2 0 .

"l 1 1T 0 o -2 =3 = Imp =lin{(1,1,1),(0,-2,0), (0,0, —-2)}
2 6 —4 0 4 6

Uktad {(1,1,1), (0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imey.

Imp CR? A dimImp =3 = dlmR3 = Imyp = R3.

Twierdzenie 7.2.9. Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wy-
miarowymi nad cialem K. Niech ¢ € L(V, W) bedzie injekcja, zas wektory vy, ...,v, € V
tworza uklad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(vy), ..., ¢(v,) € W rowniez tworza
uktad liniowo niezalezny.

Whniosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wy-
miarowymi nad cialem K takimi, ze dimV = dimW = n. Niech ¢ € L(V,W) be-
dzie injekcja, zas wektory vy,...,v, € V tworza baze przestrzeni V. Wowcezas wektory
o(v1),...,0(v,) € W tworza baze przestrzeni W.

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych
Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami

LV, W) x L(V,W) = L(V,W), -1 K x LV,W) = LV, W)

okreslonymi wzorami (f + g)(x) = f(x) + g(z), (a- f)(z) = o - f(z),
jest przestrzenia liniowag nad cialem K.

Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas go f €
L(U,W).

ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~1 € L(W,U).

Oznaczmy przez Auti (V) ={f € Lx(V,V): f —bijekcja} zbior wszystkich automorfi-
zmoéw przestrzeni liniowej V.
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Wnhniosek 7.3.3. Zbior Auty (V) wraz z dzialaniem sktadania odwzorowan jest grupa
nieprzemienng.

Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia i). Sktada-
nia odwzorowarn jest taczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe
idy. Elementem symetrycznym do f € Autyx (V) jest f~!, bowiem na mocy twierdzenia

[7.3.2ii) f! € Autg(V). O

Grupa Autg (V') bywa tez oznaczana symbolem G L(V') i nazywana petng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyktad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R — R? dane wzorem
(1, T9, v3) = (T1 + T3 + T3, Ty + T3, 71 + T) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi nad ciatem K.
Niech By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, o ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W.

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w
bazach By, By nazywamy macierz A € M,,.,(K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne
wektorow ¢(by), ..., ¢(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

Przyktad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R?* — R?,  o(z,y,2) =
(3x,2y + 2), gdy rozwazamy

a) w R? i R? bazy kanoniczne

(p(l,0,0) = (370)7 90(07 170) = (07 2)? 90<0707 1) = (07 1)7 MAO(BII;BI%) = |:

30071 |°| [ 3
021 z_2y+z

b) bazy B = (by = (1,2,0),b, = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),c2 = (0, 1))

300
0 21

go(bl) = gO(l, 2, O) = (3, 4) = [Oél, 61}67 (3, 4) = o1 + ﬁlcg = (Oél, 2@1 + 61),
= 1 = 3751 = -2, gO(b1> = [3, 2]
p(b2) = ¢(1,1,1) = (3,3) = [as, Balc, (3,3) = agcy + Pacy = (a2, 209 + B2
= Qg = 37B2 = _37 @(bg) = [37
o(bs) = ©(0,0,1) = (0,1) = [az, Bs]e, (0,1) = azcy + B3 = (az, 2a3 + B3)
= (3 = 0,53 =1, gO(b3) = [0, 1]c

C
3¢

weo-[ 3 30

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wy-
boru baz.
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Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R” — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,»,(R) taka, ze

Iy
L2
V(zy,...,z,) €ER" p(z1,...,2,) = A

T

Wowczas A = M, (B, BY).

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe V' oraz W nad R takie, ze dimV =n
oraz dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V', zas, C baza przestrzeni W.

odwzorowanie liniowe

¢
V > W

V. ——> w=0(V)

A= M, (B, By

Rn > Rm
[V1,V2,...,Vn]B |—> [W1,W2,---,Wm]c

Przyktad 7.4.5. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — My(C), f(az +

B) = aA+ B, gdzie A = {QE:Z 4

strzeni (Cy[z],+,C, ) oraz (My(C),+,C,-).

ii ] , wzgledem baz standardowych danych prze-

Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + f.
Rozwazamy baze B = l,z) przestrzeni Cy[z] oraz baze C = (E117E12,E21,E22) prze-
strzeni My (C).

10

F2)=1-A+0-L=A=[2+i,1,3,4—ic

dimg Cy[z] = 2, dime My(C) = 4, = M;(B,C) € Myys(C), M(B,C) =

_ o O =
w
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Twierdzenie 7.4.6. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech
By = (bl, o ,bn) oraz By = (cl, o ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.
Niech ¢ € L(V,W) oraz A = M,(Byv, Bw ). Oznaczmy

I Y1
¥ — X2 v = y.2 ’
Tn Ym
gdzie v = [z1, ..., TulB,, W = [Y1,- - ., Ym]By - WOWCZAS

plv)=w < AX =Y.

Uwaga 7.4.7. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w
pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem badaé¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whiosek 7.4.8. Rzad macierzy A przeksztatcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By . Ponadto rank(y) = rankA.

Whniosek 7.4.9. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu Wowczas
i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m,
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n.

Przyktad - cigg dalszy

Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B}, Bf) oraz za pomoca
M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?

300] , 3 30
Oznaczmy A = M, (B}, B}) = [O 5 1 ], A= M,(B,C) = [ 9 _a 1 1
1 1
3 00 3
3 0 21 3 7
Sprawdzenie ¢(1,2,3) = (3-1,2-2+2) =(3,7)
(1,2,3) = 1(1,2,0) + 3(0,0,1) = 1 - b, + 2 by = [1,0, 3]
1 1
3 30 3
3 -2 =31 3 1

St@d 30(17 27 3) = [37 1]C = 3Cl + = 3(17 2) + (Oa 1) = (37 7) ’
Dodatkowo zauwazmy, ze r(A) = r(A’') = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 = 1, wiec ¢ nie jest monomorfizmem.

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech a € K, f,g € L(V,W) oraz A = M;(By, Bw),
B = My(By,Bw).
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Twierdzenie 7.4.10. Przy powyzszych zalozeniach
A + B = Mf+g(Bv, Bw) oraz «qA = Maf(Bv,Bw>.

Twierdzenie 7.4.11. Jesli dimV = dim W, to woéwczas nastepujace warunki sa rowno-
wazne.

Whiosek 7.4.12. Niech f € L£(V,W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M;(By, Bw).
Wowcezas A~ = M- (Bw, By).

Twierdzenie 7.4.13. Niech U, V,W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymia-
rowymi nad ciatem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f €
LU, V), ge L(V,W) oraz A= M¢(By,By), B= M,(By,Bw). Wowczas

B A= My (By,By).

Przyklad 7.4.14. Dane sa odwzorowania liniowe

iR >R f(r,y,2) = (v —y+ 2,2y + 2),

g:R>—=R? g(x,y,2) = (x — 32,2 +y),

h:R? —R2% h(z,y) = 2z +y,x—1y).

Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania
p=2h"toh ™ o(f+g)ioblicz p(1,2,3).

1 -1 1
f R3 - R2 = Mf = Mf(Bg,B;%) € M2X3(R)7 Mf = 0 2 1
g: R = R? = M, := My(B}, B}) € Max3(R), M, = [ i (1) _g ]

Mysy i= My 615D € Moa®). Myg =My, = |
Czy h jest odwracalne?

h:R? = R? = My := M;(B}, B}) € My(R), M), = { ? —1 }

2 -1 =2
1 3 1

detMy = —3 # 0 = h jest odwracalne )
- 1 1

My = Mys(BE, BY) € My(R), My = (My) " =4 || 5

@:RY = R? = M, := M,(B},B2) € Mays(R), ]

1 1 1 1 2 -1 -2 (3 -5 -5
_ 2 _ 2 -2
MQO_QMthf+g_9|:1 _2:||:1 _2:||:1 3 1:| 9_3 16 7
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3x — by — 5z
__ 2 2,._1, _ 10 2 _ 14
- |: 3.’13—|—16y—72 :| = 90<x?y7 ) (31’ y Za 3I+ gy Z)

1
3 =5 =5 —22
— 2 _ 2 _ (L4 112
_9|:3 16 7:| 2 9|i 56:| :>90(17273) ( 9 9)

7.5 Zmiana baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiaro-
wymi nad cialem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V' i W. Rozwazmy nowe
bazy By, By, oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V. — W. Niech P = Py, .5, Q = P, 5,
oraz A = M,(By,Bw), A" = M,(B;,, By,). Wowczas

A'=Q'AP.

Dowdd. Poniewaz X = PX'| Y =QY', AX =Y, AX' =Y’ zatem QY =Y = AX =
APX' = Y' = (Q'AP)X'. O

Przyktad raz jeszcze

KorzystaJ@c ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz,
wyznaczymy macierz ¢ : R* — R?, o(z,y,2) = 32,2y + z) w bazach B = (b =
(1,2,0),bo = (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (e1 = (1,2),c2 = (0,1)).

300 ,
- =Y | - -
11 0]
10 10
P P33—>B 210 ,Q:PB%_)C:|:2 1:|? Q_1:|:_2 1:|
01 1|
: 110
1 01[3 0 0 3 30
/I _ N—1 — =
A=Q AP—[—z 1_{021} c _{—2 —31}

Uwaga 7.5.2. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoniczenie wymiarowa, zas B oraz
B’ jej dwiema bazami. Woéwczas macierz przejScia Pg_p jest reprezentacja macierzowa

odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z baza B’ w przestrzenn V z
bazg B.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B' = (b},...,b,). Wowczas
ld(b/1> = bll = a11b1 + ...+ anlbl
ce y Sk@d PBHB’ = Mid(B/,B>. ]
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Przyklad 7.5.3. Endomorfizmy przestrzeni R?

Qi(e2)=e2 @2(e2)=2e2

(0,0 (0,0) X

@2(e1)=e1

dent .| 10 ) . 10
identycznos¢ | o rozciaganie | o

Pa(e2)=2e2

p3(e1)=-e1 oa(er)=-e1 (0.0) X

odbicie (symetria osiowa) [ _(1) ? } rozcigganie i odbicie [ _(1) (2) ]

Ay

@s(e2)=e1t+ez !

00 poen=er X

0 -1
1 0

obrot (rotacja) o kat 7 [ } powinowactwo $cinajace (ang. shear) [ L1 }

01
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@7(e1)=e2

@7(e2)=-e1tez

(0,0)

@Qs(er)=e1te2

>
X

|
X Ps(e2)=-e1

. . . 1 -1
1 1 } rotacja 1 powlnowactwo écmamce[ }

powinowactwo Scinajace i rotacja [ 1 0

@o(e1)=2e2 @1o(e1)=e2

@P1o(€2)=-2€1 0.0)

§<P11(V)
X

(0,0)

@u(e1)=e1

rzutowanie (projekcja) [ (1) 8 ] projekcja i rotacja { (1) 8 }

Czym jest powinowactwo $cinajace, dowiesz sie tutaj.
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7.6 Uwaga na temat rozwiagzywania ukladéw réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
x1,...,T, 0 WspoOlczynnikach z K.

a1y + a2 + ...+ apT, = b

wln = b . .
21T+ And2 + .-+ o 2 ay b eK,ie{l,2,....m}je{l,2,. .. n}
Am1Z1 + Q22 + ..o+ App®n = bm

Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z réwnaniem macierzowym

AX = B.

ayj; a2 ... Qi T by

921 929 ... Qop T bQ
A=| X=|" B=

Am1 Am2  --. Gmp Tn, bm
macierz kolumna kolumna
wspotczynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przy ustalonych bazach przestrzeni K", K™ macierz A jednoznacznie wyznacza odwzoro-
wanie liniowe ¢4 : K" — K™. Rozwiazywanie uktadu jednorodnego AX = 0 polega na
wyznaczeniu jadra Kerp 4 odwzorowania ¢ 4.

Whiosek 7.6.1. Zbiér rozwiagzan jednorodnego ukladu réownan liniowych AX = 0 ma
strukture przestrzeni liniowej nad ciatem K. Jej wymiar jest rowny n — r(A).

W szczegolnosci wektor zerowy zawsze nalezy do zbioru rozwigzan uktadu jednorod-
nego. Ponadto suma rozwiazan uktadu jednorodnego jest rozwigzaniem tegoz uktadu jed-
norodnego.

Twierdzenie 7.6.2. Niech (z7,x3,...,2%) bedzie jednym z rozwiazan niesprzecznego
niejednorodnego uktadu rownar liniowych AX = B. Wéwcezas zbior wszystkich rozwigzan
uktadu AX = B ma postac

{(Q:I,x; o)+ (s 2s ) - (1,92, - - -5 Ym) dowolne rozw. AX = O}.

Przyklad 7.6.3. Rozwazmy raz jeszcze uktad réwnan z przyktadu [4.4.2

20 +4y+92 -5t +6u = 13
r+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+T7z—11t+2u = 18
dr + 8y + 192 — 15t + 11lu = 20
—%x—y+z+3t+2u = —g

Jak juz wiemy, r(A) = r(U) = 3 < n = 51 jest to uklad nieoznaczony, posiada-
jacy nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od 2 parametréow. Rozwiazania sg postaci
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r=11—-2y

7
=34+ 7 -
: S—E 3" . Réwnowaznie

y,t € R

(11,0, -3,0,3)+(~2,1,0,0,0)y+(0,0,Z,1, - $)t.

(x7 Y,z t’ u) = (11_2y7 Y, _3+§t7 t) 3_§t>
Dlay = 0it = 0 otrzymujemy (11,0, —3, 0, 3) jako jedno z rozwiazai rozwazanego ukltadu.

Zbior rozwiazan korespondujacego uktadu jednorodnego jest przestrzenia liniowa wymiaru
2, za$ uktad wektorow {(—2,1,0,0,0), (0,0, %, 1, —%} jest baza tej przestrzeni.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu
Niech K = R.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) =
L(V, V). Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy réowniez operatorami liniowymi.

Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+,R,-) wraz z dzialaniami doda-
wania odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wekto-
rowsa wymiaru n?.

ii) Zbior End(V) = (End(V),+,0) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzo-
rowan ma strukture pierécienia nieprzemiennego.

iii) Va e R Vf, g€ End(V) a-(fog)=(a-f)og=fo(a-g)

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczqg wzgle-
dem endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko p-niezmienniczq, jezeli

e(U)C U, tzn. YueUepu)el.

Przyklad 8.1.3. 1) Niech V =R? U = {(0,0,t) e R®: ¢t € R}, p(x,y,2) = (—y,z, 2)

Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7 wokoét osi Oz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,t) € U i U jest p-niezmiennicza.

2) Niech V, ¢ € End(V) dowolne, U = Kerp

Niech u € U, wowczas ¢(u) = Oy. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest p-niezmiennicza.

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V' i dla dowolnej podprzestrzeni U C V, mamy
e(U) C V. Gdy U jest ¢-niezmiennicza mamy o(U) C U, zatem restrykcja |y : U — U,

92



czyli ply € End(U).

Jesli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V, to w odpowiednio dobranej
bazie macierz A operatora ¢ ma prostsza posta¢. Bierzemy dowolng baze (cq,co, ..., ck)
przestrzeni U i uzupelniamy ja do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dla i =

1,2,...,kwynika, ze A = { /(1)1 f },gdzie Ay € Mip(K), Ay € My (k), B € Mixn-1)(K),0 €
2
M n—kyxk- Ponadto A; to macierz ¢|y : U — U.

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa oraz ¢ €
End(V).

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € R nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli
istnieje niezerowy wektor v € V taki, ze p(v) = Av. Kazdy taki wektor nazywamy
wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej .

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wlasnych
i odpowiadajacych im wektoréw wtasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(yp) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

Przyklad 8.1.5. Niech V = C*(R,R) oraz ¢ = L, tzn. dla dowolnego f € V mamy
o(f) = % = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscig wlasng
operatora %. Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

g R =R, gy(x) = a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywicie gy € C®(R, R).

Ponadto o(g\)(x) = a - (e’) = aXe™ = A(a - €M) = Agx(x). Zatem gy jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Stad Spec(p) = R.

Uwaga 8.1.6. Kazdy wektor wlasny odpowiada doktadnie jednej warto$ci wtasnej.

Przyklad 8.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o$ Ox. Rozwaz
zagadnienie wlasne dla operatora .

Zauwazmy, ze p(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie
sytuacje:

1) A =1, ¢(v) = v, gdy v || Ox, czyli v = (v,,0)

2) A2 =0, p(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,)

A Y AY

x ¥
x Y
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9(z,y)=(z+ky,y)

powinowactwo ostowe

W wyniku dziatania przeksztatcenia g zielony wektor zmienia kierunek, zas ztoty wektor
nie zmienia kierunku. Zoltty wektor jest zatem wektorem wlasnym g € End(R?). Poniewaz
dhugosc¢ zottego wektora nie ulega zmianie, odpowiada on wartoéci wtasnej A = 1.

Wektory wlasne znajduja zastosowania na przyktad w systemach rozpoznawania twarzy.
Wiecej informacji mozna znalezé tutaj lub tutaj.

Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu

Przy spelnieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V,
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V) w tejze bazie bedzie diagonalna.

Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektoréow wtasnych ¢.

Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dziatania mnozenia i potegowania, co od-
powiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizmow.

Niech V' = (V,+,R,:) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech ¢ € End(V), A €
Spec(p). Oznaczmy przez E) zbior wszystkich wektorow wlasnych odpowiadajacych war-
tosci wlasnej A, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem

Ey={veV: o) =}
Twierdzenie 8.1.8. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
ii) Zbiér E) jest podprzestrzenia ¢-niezmiennicza.
iii) E) = Kert), gdzie ¥ = ¢ — A - idy.

Definicja 8.1.9. Przestrzen wektorowa E) nazywamy podprzestrzeniq wtasng endomor-
fizmu ¢, odpowiadajaca wartosci wtasnej A.
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Uwaga 8.1.10. Na mocy uwagi otrzymujemy \; # Ay = E), NE), = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V), mozemy badac jego restrykcje ¢|p, € End(E),)
na podprzestrzenie niezmiennicze E),, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.11. Niech V' = (V,+,R,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie
przestrzeni V. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne.

i) A € Spec(yp)
i) Ker(p — A~ idy) £ {0y}
iii) det(A — AI) =0

Whiosek 8.1.12. Niech ¢ € End(V'), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [z1,29,...,2,]s jest wektorem
wlasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

T
)

(A= AN)X =0, gdzie X =

Tn

Twierdzenie 8.1.13. Wartosci wtasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru
bazy przestrzeni V.

Definicja 8.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazy-
wamy wielomian y,, € K|[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja ma-
cierzowa odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Rownanie x,(¢) = 0 nazywamy
rownaniem charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x,, nazywamy
pierwiastkami charakterystycznymi odwzorowania .

Uwaga 8.1.15. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu y, nalezace do ciala R
to wartosci wlasne endomorfizmu ¢.

ii) Na mocy twierdzenia|8.1.13| wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.
iii) Jesli dim V' = n, to wowczas deg x, = n.
Niech A € M, (R).

Definicja 8.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wie-
lomian x4 € R[t] postaci xa(t) = det(A — tI). Rownanie x4(t) = 0 nazywamy
rownaniem charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu x 4 nalezacy do ciala K nazywamy wartoscig wtasng
macierzy A. Zbior wszystkich warto$ci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem
Spec(A) i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.
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iii) Kazdy niezerowy wektor z = (z1,xs, ..., 2,) € R" spelniajacy rownanie

T

T2
AX = )X, gdzie X = o,

Tn

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajgcym warto$ci wtasnej .

Uwaga 8.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R") sa identyczne z
wartosciami 1 wektorami wlasnymi macierzy A € M,(R), bedacej reprezentacja macie-
rzowg odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R™.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(y).

Definicja 8.1.18. i) Krotnosé¢ ky liczby A jako pierwiastka wielomianu charaktery-
stycznego X, nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim F) podprzestrzeni wlasnej Fy nazywamy krotnoscig geometryczng war-
tosci wlasnej .

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo skla-
dajace sie z n roznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem
prostym.

Twierdzenie 8.1.19. Niech ¢ € End(V') , A € Spec(y) oraz niech A bedzie reprezentacja,
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Wowczas

i) 1<dimE) < ky,
ii) dim E) = dim V — rank(A — \I).
Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(p), to istnieje v € V', v # 0y taki, ze v € E), zatem
1 < dim E). Rozumowanie uzasadniajace, ze dim E\ < kj mozna znalez¢ w [4].
ii) Poniewaz E) = Ker(p — A -idy ), zatem
dim Ey =dimV — dimIm(p — A -idy) = dim V —rank(A — AI). O
Przyktad 8.1.20. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu

p € End(R%), o(r,y,2) = (v + 2y,2y, =2z — 2y — 2).

Okresl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprze-
strzenie wlasne i wymiary tychze podprzestrzeni.
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1 2 0

A=M, B} BY=| 0 2 0
-2 =2 -1
1=t 2 0
Xalt) = vot) =det(A—tI)=| 0 2—t 0 |=(1-t)2—t)(-1—1)

—2 -2 —1-t
Spec(p) = {1 =1, 2 =2, A3 = —1}, ky = ky = k3 = 1 widmo proste
E)\S = E,l :?

x 0 2 20 x 0
(A=) X =0 < (A+) |y |=]|0]| 0 30 y| =10
z 0 -2 =20 z 0
20+2y =0
& 3y =0 = 2x=y=0,2z€R
—2r—2y =0
METODA I:

Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sa postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}.
E_1={(0,0,2): z € R} =1in{(0,0,1)} orazdimE_; =1

METODA II:
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia |8.1.19|ii), mozemy obliczy¢
2 20
dmFE | =dimR3 —r(A+1)=3—7r 0 3 0]|=3-2=1.
-2 =20
METODA III:

Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia [8.1.19/1) mamy
1 <dim E), < k3 =1, zatem dim E,, = 1.

Analogicznie wyznaczamy E), oraz F),. Z gory wiemy, ze dim E, = dim F), =1

Twierdzenie 8.1.21. Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad
cialem R. Niech A € M, (R), A\ € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie wek-

torem wtasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej \. Wowcezas prawdziwe sa nastepujace

stwierdzenia.

i) \* € Spec(AF) dla kazdego k € N,k > 2, oraz v jest wektorem wlasnym odpowia-

dajacym \F.

ii) ¢\ € Spec(c-A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym

c- A\

iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym

odpowiadajacym p(\).

iv) Jesli A jest nieosobliwa oraz A # 0, to + € Spec(A™"') oraz v jest wektorem wlasnym

odpowiadajacym %

v) Spec(A) = Spec(AT)
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vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A).

8.2 Diagonalizacja

Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V) odpowiadajace
roznym warto$ciom wilasnym sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz
niech ¢ € End(V).

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {A1, ..., A\, }, to wektory wlasne vy, . .., v,, gdzie
v; odpowiada A;, dla i € {1,2,...,n}, tworza baz¢ przestrzeni V.

ii) Jesli wektory wtasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
roznym wartosciom whlasnym) tworza baze przestrzeni V' oraz o(v;) = \v;, dla
i€ {l1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

A0 0 ... 0
0 X 0 ... O
0 0 e A

iii) (Twierdzenie spektralne) Jesli wielomian charakterystyczny x., rozktada si¢ na czyn-
niki liniowe
Xo = (=AM (= X)™ o (t = A",
(tzn. \; # \j, gdy @ # j oraz ky + ko + ... + k, = n) 1 ponadto k; = dim E),, dla
i€ {l,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni V zlozona z wektoroéw wlasnych
endomorfizmu .

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy ist-
nieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza diago-
nalna.

Whniosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektoréw wlasnych . Doktadniej mowiac,
¢ € End(V), gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
charakterystyczny ma n pierwiastkow w ciele R (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej
warto$ci wlasnej mozna wybraé tyle liniowo niezaleznych wektorow wtasnych, ile wynosi
krotnosé tej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M, (B, B}) = [ _(1) (1) } € My(R).
— 1
XA(t)I‘_i _t':t2+17é0.

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektorow wlasnych .
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Macierz diagonalizujgca
Definicja 8.2.6. Mowimy, ze macierze A, B € M, (K) sq podobne, jezeli istnieje macierz
nieosobliwa C' € GL,(K) taka, ze A = C~'BC.

Twierdzenie 8.2.7 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa
podobne, to wowczas

i) r(A) = r(B),

ii) detA = detB

iii) tr(A) = tr(B)
Jezeli ¢ € End(V'), to dla dowolnych baz B, B’ przestrzeni V macierze M, (B, B), M,(B',B’)

sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobieristwa jest macierza Ps_. 5 zmiany bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.2.8. Macierz A € M, (K) nazywamy diagonalizowalng, gdy jest podobna
do macierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, ze macierz
P~1AP jest diagonalna. Méwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Whiosek 8.2.9. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje baza przestrzeni K" ztozona z wektoréw wlasnych A.

Z uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sg prawdziwe dla macierzy.

Przyktlad 8.2.10. Czy A = [ ? _?1) } € M5(R) jest diagonalizowalna?
xal(t) = 1 11t =2-t)(1—-t)+3=t>*—-3t+5#0.

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

Przyklad 8.2.11. Czy ¢ € End(R3) taki, ze o(1,1,1) = (=1,—1,-1), »(0,1,1) =
(0,1,1), ©(0,0,1) = (0,0,2) jest diagonalizowalny?

Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wlasne
)\1 = —1,1}1 = (1, 1, 1), )\2 = 1,2}1 = (O, 1, 1), )\3 = 2,’1}1 = (0,0, 1)
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia i), operator ¢ jest diagonalizowalny.

Przyklad 8.2.12. Czy ¢ € End(R3) dany wzorem
o(x,y,z) = (3x + 82,3z — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?
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A=M,BLB)=| 3 -1 6
-2 0 =5
3—1 0 8
A= 3 —“1-t 6 |=(-1-(-1)* 3__; —58—75’:
—2 0 -5 —t
=—(1+t)(1+2t+t*)=—(1+1¢)?
Spec(p) = {1 = —1}, ky =3
x 0
Exy=E :1={v=(z,y,2): (A+D) |y | =101}
z 0
4 0 8
dmE =3—r(A+I)=3—7| 30 6|=3-1=2#k =3
-2 0 -4

Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R3 zlozona z wektoréw
wlasnych .

Przyklad 8.2.13. Wyznacz wszystkie warto$ci wlasne endomorfizmu f i okresl ich krot-
noéci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze
podprzestrzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wlasnych,
macierz D endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

f € End(My(R)), f(A)=A+ A"

10 0 1 00 00
B_<EH_[O O]>E12—[O 0},E21—[1 0}’E22_[0 1])bazaM2(R)
1 0] [1 0] [2 0]
FED=10 01 00|00
:O 1: :O O: :O 1:
FE2)=1q o|T|1 0= |1 0
:0 0: :0 1: :0 1:
f(Ey) = 1 0 + 00| |10
:O 0: :O O: :O O:
FEx) =10 1T g 1|70 2
) T2 00071 -
0110
A= MiB,B) = 0110
000 2

1—t 1 0
xf(t) =det(A—tl) =2—-t)| 1 1—t 0 |=(2—1t)?
0 0 2—t
H2(1—0)2—1) =202 —2t) = —t(2 —t)
Sp€C(f) = {)\1 == O, )\2 == 2}, kl == 1,]{72 == 3, dlmEg = ]_, 1 S d1mE2 S 3

1-1¢ 1
1 1—-1

E/\l == EO = Ker(f) = {B S MQ(R) . B + BT = O}

100



Niech B = {Z g},gdzie a,b,c,d € R.

a b a ¢ 0 0 20 =0
B+BT"=0 & + = = b+ec =0
c d b d 0 0
2d =0
0 b 0 b . 0 1
Zatem B = b Oloraon—{{_b 0].b€R}-hn{{_1 0]}
E)\Q = E2 er(f —2- lsz(R)) = {B < MQ(R) : B + BT = 2B}
a
b

0 00
-1 10
1 -1 0
0 00

| esaesf-w{[L 5[0 ][ 2]}

[1 01,{0 1},[8 (1)]sqliniowoniezaleineédimE2:3

= b=c¢ abdeR

o O OO
QL O o Q
o O OO

K
:| = [CL,b, & d]Ba Oszxo = [0707070]8
a
b
C
d
b
d

) B 1 1 0 0 1 0 0
BazawektorowwlasnychC—({_1 O} {0 0],{1 O}’{O 1])
0000 01 00
0200 1 010
D=1 o020 <= 1010
000 2 0 001

8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie wartosci ztozenia endomorfizmu

Whniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech

¢ € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wtasne v; ...

odpowiadajace wartosciom wlasnym Mg, ..., A\, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
(vl e ,vn) przestrzeni V| to wowczas dla dowolnego r € N
A0 0 ... 0
o . 0 X 0 ... O
My (B,B) = PD"P™", gdzie P=PFg.c, D= : .
0 0 e A

Dowdd. Niech A = M,(B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_.c. Wowczas AT =
oraz D" = M, (C,C). Ponadto D = P~'AP, skad A = PDP~! oraz A" = (PDP
(PDP Y)Y (PDP™Y)...(PDP!) = PD(P%P)D ...(PPYDP'=pPDP'. [

TV
r—razy
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Przyktad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krot-
nosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie wtasne i
wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wekto-

row wlasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
Oblicz ¢'1(1,2,3).

0:R* =R  o(r,y,2) = (4o — 2y + 22,22+ 22,y + 2 — )

4 -2 2
A=M(BBY=1] 2 0 2
1 11
4—t -2 2 4—t -2 2 4—t -2 0
yal)=| 2 —t 2 "B o 2-¢ g4—2 B o 2-¢ -3¢ |
~1 1 1-—t ~1 11—t -1 12—t

4—t 2—1t 0
0 2—t 6-3t|=4—-0)2-1)*=-32—-t)*=02-1)*1—1)
—1 0 2—t
Sp@CQD = {)\1 = 17)\2 = 2}, ]{?1 = 1, kQ = 2, d1mE1 = ]_, 1 S dlmEQ S 2
¢ bedzie diagonalizowalny, jesli dim Fy = 2 = k.

2 -2 2
dimBEy=3—r(A—2)=3—-r| 2 -2 2| =3-1=2,
~1 11

zatem ¢ jest diagonalizowalny:.

Wyznaczymy baze ztozong z wektorow wtasnych. Rozwazmy A\, = 1.

T [0 3 —2 2 T 0
A-D|yl=lole]| 2 -12||y|=]0
=] Lo 1 10]|= 0
3 =2 2/0] 1 -1 010 1 -1 010
2 -1 20| = 1|3 —2 2|02 10 1 2|0
1 100 2 —1 200 "™™ o 1 2]o0
yﬂ__;; ;8 =rx=y=-222€R
Ey ={(-22,—-22,2) : z € R} =lin{(—-2,-2,1)}
Rozwazmy A\, = 2.
T 0 2 =2 2 T 0
A-2) |y |=]|0| < 2 -2 2 y|l=10
z 0 -1 1 -1 z 0

—r4+y—2=0=z=y—z,x,y€R
Ey,={(z,y,y —x) : z,y € R} =1in{(1,0,-1),(0,1,1)}
Baza wektorow wlasnych C = (vl =(—2,-2,1),v9 = (1,0,—1),v3 = (0, 1, 1))

1 00 -2 10
D=MyC,C)= |0 2 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgs o= | =2 0 1
0 0 2 1 -1 1
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Obliczymy ¢'%1(1,2, 3) na dwa rézne sposoby.
METODA [: Wykorzystamy macierz D. Niech v :

(1,2,3) = [a, b, c.

1 a a 1
Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | =P ]| 2
3 c c 3
1 -1 1
Obliczamy P™' = | 3 —2 2 | oraz v = [2,5,6]c.
2 -1 2
2 1 0 0 2 2
DlOl 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101
6 0 0 2t 6 6 - 2101

P (v) = [2,5- 2191 6. 210, = 20y + 5 - 2100y + 6 - 2100y =
= (—4+5-2100 _4 . 2100 34 i0n)

METODA II: Obliczamy

1 1 -2 10 1 0 0 1 -1 1
AL L2 | =pplOitp=l 1 21 = -2 01 0 201 0 3 =2 2
3 3 1 -1 1 0 0 2t 2 -1 2
3.2101_2 2_2102 2102_2 1 _4_’_5.2101
2102 -9 2 _ 2101 2102 -9 2 — —4—6- 2101
1— 2101 -1 + 2101 1 3 2 + 2101
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 Iloczyn skalarny i norma

Niech V = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniows.

Definicja 9.1.1. Funkcje s : V x V' — R nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
wewnetrznym), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,o,w €V Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v, w),

i) Vu,v eV s(u,v) = s(v,u),

i) VvoeV s(v,v) >0 A s(v,v) =04 v=0y.

Pare (V) s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowg. Bywa ona oznaczana sym-

bolem E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u,v).

Przyktad 9.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R” — R taka, ze

Vu=(21,...,2,),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3"" zyi=x1y1 + ...+ Tpln
Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E".

2)V=C([a,l,R), (,):VxV—oR VigeV (fg)=] f(x)g(x)d

s, e - L . b .
Calka oznaczona ma wlasnos¢ liniowosci. Ponadto [ f*(x)dx > 0, bowiem f?(z) >0
i catka oznaczona zachowuje nieré6wnos¢ staba.

)V =R,z], (,.):R,[z] xR,[z] >R,
Vp,q eV (p,q) = 1 p(xi)q(x;), gdzie zg < z1 < ... < x, liczby ustalone

Rozwazmy Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)g(—1) 4+ p(0)q(0) + p(1)q(1).
Wawezas (p,p) = [p(—1)]? + [p(O)? + [p(1)]? = 0.
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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Niech p(z) = ag + a1z + ... + ay2”. Zalozmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zo) = p(x;

1 x 22 ... af aop 0
) 1z 22 ... 2} ay 0

= p(z,) = 0, skad otrzymujemy _ | =
1 =z, 22 ... 2" an 0

Wyznacznik gtéwny W tego uktadu, to wyznacznik macierzy Vandermonde’a.

W = [locicjcn(®j — i) # 0, bowiem z; # x; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ap = a; = ... = a,, = 0, co oznacza, ze p jest
wielomianem zerowym.

4) V = Myyn(R), (.,.):Mm o(R) X Myn(R) = R,
VA, B € Myun(R) (A, B) = tr(ABT)

Na mocy twierdzenia [3.1.14] méwigcego o wlasnosciach sladu macierzy, mozna wy-
wnioskowad, ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 9.1.3. Niech (V] s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w €V Va,f €R  s(u,av+ fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
i) VYoeV s(v,0y) =0,

2
ii) Yu,v € V (s(u, v)) < s(u,u) - s(v,v)  nierdwnosé Schwarza
Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki:

) YoeV []|>0 A |lu]|=0<v=0y,
i) VYoeV VaeR |lav||=|af-]||v|],
iii) Yu,v € V. |lu+ vl < ||ul] + |]v]]. tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy norma (lub dtugoscig) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy
przestrzeniq unormowang.

Twierdzenie 9.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s
V' — R dane wzorem

YoeV  ||v]ls = +v/s(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Przyklad 9.1.6. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Dla 2 = (zy,29,...,2,) mamy ||z|| = \/2? + 23+ ...+ 22. Jest to tzw. norma
euklidesowa w R™.

Whniosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.
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9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V; (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V', ktorego dtugosé jest rowna
1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormo-
wac, tj. znalez¢ wersor © o tym samym zwrocie i klerunku co v.

Istotnie ¢ := i jest wersorem, bowiem |o]| = Al = % llv|] = 1.

Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wekto-
rann Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u,v € V' mamy

[, 0)| <V uu) /o) = Jul - [Jo]| = gl <1 & -1 < b <1

Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ m jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

« € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako «. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem

{u, v)

[lull - [l

{u, v)

cos £ (u,v) = £ (u,v) = arccos

[l - [|v]]°
Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest nieokreslony.

Przyktad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R;[z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+
p(1)q(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — x.

(u,v) = u(0)v(0) + u(l)v(l) =2-5+2-4=18

[ul| = v/, w) = /(O + (D = V22 +22 = 22
o] = v/T,0) = VO + (D] = V5 + 2 = Vil
4(u,v) = arccos ﬁﬁ = arccos \/%

Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn ska-
larny jest rowny zero. Piszemy wowczas u L v.

ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,je{l,2,...,n} i#j = (v;,v;) =0.

ii) Uktad wektoréw nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonal-
nym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

vije{l,2. .. n} <vz-,vj>:{(f | ﬁij

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora.
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Przyklad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R), (.,.)), gdzie (f,g) =
ST f(x)g(x)dx. Sprawdzimy, czy wektory f(z) = sinz, g(x) = cos x sa ortogonalne/ortonormalne.

(f,9)=J" sinzcoszdr =1 [ sin2zdr = [—%(}052$]7T7r =1(- ~1)) =0
£ 1) =fIP= [T sinzde = [T 1=e2tqy = [1p — Lgin2z]”
Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne.

=T

s

Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
Vu,v €V u Lo & |lutol]* = |[ul]® +||v])*

(u,QZO

Dowdd. |Ju+v|[* = (u+v,u+0v) = (u,u) + 2(u,v) + (v, v) [l >+ [lol[* O

Twierdzenie 9.2.6. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo
niezalezny.

Whniosek 9.2.7. i) Uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogo-
nalny nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (orto-
normalnym), nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 9.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym bazg ortogo-
nalna jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,...,0),...,¢, = (0,0,...,1).

Wspolrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E3

baza ortogonalna B; = (i =(1,0,0),5 = (0,1,0), k = (0 0,1))

Dla dowolnego wektora v = (vy, vy, v,) mamy v, = v o 7, Uy =V 07, v, =vok.

Z doktadnoscig do znaku skalary v, vy, v, to dlugosm rzutéw ortogonalnych wektora v na

osie Oz, Oy, Oz odpowiednio, zas wektory v, - Uy - 7,0, k to rzuty ortogonalne wektora
v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl, ba, ..., bn) bedzie baza ortogonalng przestrzeni eu-
klidesowej (V,(.,.)). Niech v € V, v = [y, g, . . ., ] 5. WOWCzaS

Vie{l,2,...,n} «a;=

Ponadto
<U’7 b1><w7b1> <U, b2><w?b2> <u7bn><w7bn>
Vu,we Vo (u,w) = e an
(b1 ][? 1622 [1bn 2
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Whniosek 9.2.11. Jedli B = (bl, bo, ... ,bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklideso-
wej (V,(.,.)) oraz V 3 v = [og, g, . . ., B, to wOwczas

Vie{l,2,....n} o = (v,b)

oraz

Vu,w eV (u,w) = (u,by)(w, by) + (u, ba){w, ba) + ...+ (u,by)(w,by).
Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu [9.2.10| przyjac¢ ||b;|| = 1. O

Whiosek 9.2.12. Niech B = (by, bs, . .., b,) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V (., .))
oraz niech v,w € V, v = [ag,a9,...,a,]|p, w = [B1, B2, ..., Bnls. Wowczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = 161 + a2fs ... + @, f,-

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (3 _i_; cibi, > iy Biby) = D75, i {bi, b;) rowna sig

>0 i whedy i tylko wtedy, gdy <bi,bj>={? f ﬁj- O

9.3 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.1. Niech (V) (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Woéwcezas istnieje uktad ortogonalny

{c1,...cm} CV taki, ze lin{by,... by} = lin{cy,...cn}.

Whiosek 9.3.2. i) Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rézna od {0}
ma baze ortogonalng i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy ukltad ortonormalny mozna
uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyklad 9.3.3. Rozwazmy przestrzen E3, tj. R3 ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Dana jest baza B = (bl = (1,-2,0),bo = (5,5,1),b5 = (5,4, 4)) przestrzeni R3.
Dokonamy ortogonalizacji bazy B.

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
Niech C = (¢1, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; := b, = (1, —2,0). Wowcezas oczywiscie lin{c; } = lin{b; }.

II KROK: Aby zagwarantowac, ze lin{cy,co} = lin{by, bo}, poszukujemy co w postaci
co = by + acy, dla pewnego a € R. Dobierzemy a w taki sposob, by ¢; 0 ¢y = 0.
Obliczamy cy 0 ¢1 = (by +acy) oy =byocy +a - (¢10¢).

Aby ¢y 0 ¢; = 0, wystarczy przyjaé¢ a = — 822

C10C1 '

W naszym przyktadzie 0 = by oc; +a - (c20¢1) = (5,5,1) o (1,-2,0) + - (1,—-2,0) o
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(1,-2,0) = =5+ ba, skad a = 1. Zatem ¢ = by + ¢; = (6,3, 1).

IIT KROK: Aby zagwarantowac, ze lin{cy, co, c3} = lin{by, by, b3}, poszukujemy c3 w po-
staci cg = by + [1¢1 + Paca, dla pewnych 5y, B2 € R. Dobierzemy 1, 82 w taki sposéb, by
c3ocy =0 oraz cgocy = 0.

Mamy 0 = cgoc; = (bg+fic1+Paca)ocy = bsoci+fi(cioc))+Pa(caoer) = bsocr +fil|er]?,
skad p; = b3ocl . Analogicznie 0 = c3 o0y = (bg+ B1c1 + [ace) 0y = bz oo+ (1 0co) +

52(62002) —530024‘52”02“2 skad (B2 = ﬁi;ﬁ%

. [ 0=bgoc; + Biller])? = (5,4,4) 0 (1,-2,0) + S1(1 +4+0) = =3 + 50,
W naszym przyldadzie { 0 =bsocs+ Bol|cal|2 = (5,4,4) 0 (6,3, 1) + B2(36 + 9+ 1) = 46 + 463
Skad By = 2, B = —
Zatem cs = by + 2¢; — o = (5,4,4) + £(1,-2,0) — (6,3,1) = (=2, —1,3).
C= (01 = (1,-2,0),c0 = (6,3,1),c3 = (—2 —%73)) jest baza ortogonalnad

5

Poniewaz ||c1|| = v/5, ||ca|| = V46, [|c3|| = /%, zatem bazg ortonormalng jest
1

¢= (Cll = fan = v5  (L=20,¢ =2y = 75 (6.3.1).65 = 5y = /55 (=5~ 3))

Whniosek 9.3.4. Jesli B = (bl,bQ, e ,bn) jest dowolna baza przestrzeni euklidesowe]

(V,(.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Co, ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalna tej przestrzeni.

(bay 1) bs,e)  (bsen) S ()

C1— C
a0 el

C1 C3 ‘= bg—

Przyktlad 9.3.5. Rozwazmy przestrzen Rq[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)g(—1)+
p(0)¢(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z, z%).

Niech b, = 1,by = z,b5 = 2% Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
biobg=1-(=1241-02+1-12=2+#0.
Niech C = (¢1, ¢2, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; := b; = 1.

IT KROK: Poszukujemy cy = by 4+ ey, a € R. Dobierzmy « tak, by ¢ 0 ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cyocy; = (by+acy)ocy = byocy+a-(crocq) = (—=1-140-14+1-1)+a(14+1+1) =
3a.

Skad o = 0. Zatem ¢y = by = x. (MogliSmy to zauwazy¢ wczesniej. )

ITT KROK: Poszukujemy c3 w postaci c3 = b3 + [1¢1 + Paca, B1, B2 € R. Dobierzmy [y, (o
tak, by cg3 oy =0 oraz cg o co = 0.
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Mamy 0 = czoc; = (bs+ 11+ Paca)oct = byoci+F1(croc))+B2(caoct) = byoci+ i |er||* =
(1-140-141-1)+ -3, skad g = —32.

Analogicznie 0 = ¢3 0 ¢y = (by + S1¢1 + Pace) 0 cg = bz 0 ¢a + [1(c1 0 ¢y) + Pa(cg 0 ¢y) =
bsocy+ BollcalP=(1-(=1)4+0-04+1-1)+ By - ((—1)* + 0% + 1?) = 2035, skad B, = 0.
Zatem cg = bg — %cl =% — %

C= (cl =1,c0 =x,c3 = 2% — %) jest baza ortogonalna.

lal = VIFTI+1=V3, [lea]| = VI+0+1=vV2, ||cs]| = /3 + 241 =0

Baza ortonormalna jest uktad wektorow
C = 0/1: e _ V3 6’2— 2 _ ﬁx,céz c3 :\/76<x2_2):_6x2_?6)_

o leefl 2

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 9.3.6. Niech uq, ..., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni
E". Niech A € M,,»,(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspohrzedne
wektorow ug, ..., u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Wéwczas stosujac operacje ele-
mentarne na wierszach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna do-
prowadzi¢ ja do postaci [G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna gorna. Wektory
wierszowe tak otrzymanej macierzy A’ € M,,«,(R) sa ortogonalne w E™.

Przyktad 9.3.7. Stosujac metode macierzowsa, zortogonalizujemy uktad wektorow b; =
(1,-2,0),b5 = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3.

-1 2 0
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1]|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
1 5 5
T .
. T: —
IR
5 5 1]-5 51 49
5 4 4]-3 49 57
5 =5 =3|-1 2 0 5 =5 =3|-1 2 0
[A-AT|IA]=| =5 51 49| 5 5 1 | 2™, 10 46 46| 6 3 1 | ==
—3 49 57| 5 4 4| wtsen | 46 20| B Loy
5 =5 =3|-1 20
0 46 46| 6 3 1
6| _2 _4
0 0 F|-§ —5 3
Uktlad ortogonalny ¢; = (1,—2,0),¢ = (6,3,1),¢3 = (—%, —%, ).

Jesli nie uzywalismy operacji a-w;, to na przekatnej macierzy G otrzymujemy ||c;||?, [|ca| %, ||cs] |2
Zatem [lc1]] = V/5, |[eal| = V46, ||es|| = |/ %
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9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem.

Definicja 9.4.1. Zbior S+ := {v € V : Vo € S (v,z) = 0} nazywamy dopetnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbiér S jest jednoelementowy
tj. S = {x}, to zbiér S nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 9.4.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa.

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest
podprzestrznia liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniows przestrzeni
V.

Przyklad 9.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
u=1(1,0,1,0).

Niech v = (2,9, 2,t) € R*. Woéwezas u L v < uov =0 < x+ 2 = 0. Zatem
v=(x,y,—xz,t)oraz {u}* = {(z,y, —x,t) : z,y,t € R} =1in{(1,0,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 9.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniows przestrzeni V. Jesli w € U, to
moéwimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.

Uwaga 9.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {by, ..., bi}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V

wlU<&e Vie{l,2,....k} w L

Dowaod. Tmplikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego 7 €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U, u = [ay, ..., a,|p mamy
(w,u) = ap(w,by) + ... + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Przyktad 9.4.6. Rozwazmy V = Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, q) = folp(x)q(x)dx,
podprzestrzenn U = R;[z] oraz w = 62% — 62 + 1. Czy w L U?

wlU=Rz]=lin{l,z} S wllAwlx

(w, 1) = f01(6x2 — 6z + 1)dr = 223 —3x2+x‘(1) =0

wW,T) = x° — 0z +x)dr = sx° — 227 + 2%, = atem w .
(628 — 62 + 2)de = 32t — 228 + La?| =0 Z LU
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Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.4.7. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, Uy jej podprze-
strzeniami liniowymi. Woéwczas:

1) U,cU; = UQJ‘CUlJ',
i) U+ = (linU)*,
iii) U c (UY)*.

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.

Definicja 9.4.8. Operator liniowy 7 € End(V) dany wzorem
YoeV r(v)=u, gdzie v—ulU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjq ortogonalng na podprzestrzen U. Ob-
raz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U.

e

Twierdzenie 9.4.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, ba, ..., bk) jest dowolng baza podprzestrzeni U, wowczas u = 7(v) =

[ag, g, ..., a)s, gdzie
(b1, b)) (br,ba) ... (b1, by) i (v,b1)
(ba 1) (b2iba) o (basba) | | 02 | _ <v,_bz> 0
<bkab1> (b, b2) (b, br) ();k (v,.bk)
ii) Jesli B = (bl, bo, ... ,bk) jest baza ortogonalna podprzestrzeni U, wowczas
b b b
u=m(v)= <‘rb71|‘12> b + <\|Ub72||22> by + ...+ Trb’kﬁg bi.
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iii) Jesli B = (bl, bo, ... ,bk) jest baza ortonormalna podprzestrzeni U, wowczas

u = W(U) = <U, b1>b1 -+ <U, b2>b2 + ...+ <’U, bk>bk

<b17 b1> <b17 b2> o <bla bk>

Macierz (b2,01) (b2, bo) - (b, bw) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazy-
(bk,b1) (br,b2) ... (bk,bk)

wamy macierzq Grama uktadu wektorow (bl, bo, ... ,bk).

Whniosek 9.4.10. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, za§ U jej podprzestrzenia
liniowa. Niech B = (bl, by, ..., bk) bedzie baza ortonormalna podprzestrzeni U, za§ A €
M, «1(R) macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest
reprezentacja macierzowa projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U.

Przyklad 9.4.11. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora
v =(1,1,1,0) na podprzestrzenn U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.

Zauwazmy, ze B := (b, by) jest baza U, bowiem r [ ? 1 _:_13 g } = 2.
METODA 1

u:=my(v)=?, w=v—ulU & wlb :=(21,1,2) ANwlb:=(11-3,0)
u € U, zatem istnieja o, § € R takie, ze u = aby + Sby. Wowczas

w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — f(1,1,-3,0) = (1 = 2a — B, 1 —a — 5,1 —a + 36, —2«)

Otrzymujemy uktad dwoch réwnan

0= (w,b;)=(1-2a—-p,1—a—-pF5,1—a+35,—2a)0(2,1,1,2) =4 — 10a,
0=(w,by) =(1-2a—p,1—a—p,1—a+30,—2a)o(1,1,-3,0) = -1 — 115.
Stad a = % b= —ﬁ oraz

=B -mls=3h—gh=(3%%3) - Goo o0 = (5% 535)

METODA II
Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.
Istotnie by 0 by = (2,1,1,2) 0 (1,1, —3,0) = 0. Na mocy twierdzenia [9.2.10| mamy

o
_ <u b1> U b2 o (v b1> U bg
U= [Ilb R ] Ale (v,b;) = (u,b;), zatem u = [Hb 2 150 ||2] Obliczamy

(0,b1) = (1,1,1,0)0(2,1,1,2) = 4, (v, by) = (1, 1,1,0)0(1,1,—3,0) = —1 oraz ||bs]|> = 10,
[[o| [ = 11. St@d u= o, fp.

UWAGA: Gdyby baza B := (b1, by) nie byta ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowa¢ i w dalszych rachunkach wykorzysta¢ znaleziona baze orto-
gonalna C := (cq, ¢3).
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METODA I1I
Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech B’

{0, b5}, gdzie

Shsh-sh-gh
(e o o ()
|
oslusl-5f

b 1 b 1 - :
by = o = 75(2,1,1,2), 0, = i Z(1,1,-3,0). Niech A = . Macie-
f2 16 -4 27 39 T
5 5 55 5 55
6 21 —19 1 1 17
o 55 110 110 5 1 55
173 projekcji jest AAT = . Stad AAT =
—4 -19 101 1 1 37
% 1o 10 5 0 5
2 1 12 4
L 5 5 5 5. L5

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzeri £ i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (¢, ¢z, ¢3) bedzie szukana
baza ortogonalng.

KROK I:
c =10
KROK I by, 1)
2, C1
Cy = b2 — ||Cl||2 c1 = b2 - 7‘—1in{c1}(b1>
.b2

KROK III:

<b37 Cl> <b3702>
C3 = b3 - 1 — Co = b3 — Tin{ey (bS) — Min{co (bli) = b3 -
flea 27 Tlel? o )
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 11
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Formy kwadratowe

10.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy ma-
cierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B+C, gdzie B = 5(D+D7T), C = 3(D—D7),
B=BT C=-C"T.

Obserwacja: Zauwazmy, ze X' DX = XTBX.

Istotnie X"DX = XT(B+ C)X = X"BX + XTCX oraz XTCX = XTD_TDTX =
L(XTDX — XTDTX) = L (XTDX — (X"DTX)T) = 1 (X"DX — XTDX) = O.

Niech K =R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem
K taka, ze dimg V = n < oo. Ustalmy baze B = (b1, by, ..., b,) przestrzeni V.

Definicja 10.1.1. Niech A € M, (K) bedzie macierza symetryczna. Odwzorowanie - :

T
T2

V — K dane wzorem vy(z) = XTAX, gdzie X = . dla dowolnego =z € V,z =
Tn

(1,22, ...,2,)5, nazywamy formg kwadratowq. Macierz symetryczna A nazywamy ma-

cierzq formy kwadratowej v w bazie B.

Na mocy powyzszej obserwacji zatozenie A = AT mozemy przyjac bez straty dla ogélnosci.

Uwaga 10.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowezas y(x) = D77, ai;ziv;.
ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.
iii) Ve e VVA € K y(\z) = A\2y(x)
ain ... Qin o1 a1y + ...+ apT,
Dowdd. 1) [xq...x,] | + - : = [z1...2y] =
Ap1 ... Qpp Ty Ap1T1 + ... F AppTp

a1173 + a19T1T9 + .. + App®?
ii) Na mocy i) kazdy jednomian 7 jest stopnia 2.
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iii) Niech z = (z1,...,2,), A € K. Wowczas na mocy i) mamy v(Az) = y(Axq, ..., \z,) =
ZZJ:I aij()‘xix/\xj) =\’ 223‘:1 aijricg. U

Uwaga 10.1.3. Kazdej macierzy kwadratowej A odpowiada forma kwadratowa ~ zdefi-
niowana powyzej. I odwrotnie, kazdej formie kwadratowej v odpowiada macierz B zdefi-
niowana nastepujaco.

Niech f:V xV — K, f(z,y) :== 5(v(z +y) —v(z) = (y))-

Odwzorowanie f jest dwuliniowe, tzn. liniowe ze wzgledu na kazda zmienna.

Vi,y,z eV, Va, fe K flartfy, z) = af (x,2)+8[(y, 2) A (2, ay+Pz) = af (z,y)+ 5] (2, 2)

Odzworowanie f nazywamy formg dwuliniowq biegunowa wzgledem ~ lub stowarzyszong
z 7. Forma dwuliniowa f jest symetryczna, tzn. Va,y € V f(x,y) = f(y,x).
Jesliz,y € V, x = (x1, 29, ..., 20)5,Y = (Y1,Y2, - - -, Yn)B, 1O WOWCZAS

f(x,y) = f(x1by + @aby + ... + 20, Y101 + Yobo + ... + ynby)
= 21 f (b1, y1bi4+yabat. . . AYnbn)+22 f (bo, y1bi+yobat. . . AYnbn)+ . . A2 f (bn, Y1014+Y2bo+. . +ynby)

= @y f(bi,b;) = X"BY, gdzie B = [b], by = f(bi,by).
ij=1
Zauwazmy, ze f(z,x) = 1(y(2z) — 2v(x)) = 7(z), zatem y(z) = X" BX oraz A = B.
Podsumowujac, jesli w przestrzeni V ustalimy baze, to istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
pomiedzy macierzami A € M, (K) oraz formami kwadratowymi v na V.

Przyktad 10.1.4. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

i) 7: R > R, (w1, 22, x3) = 223 + 3129 + 42103 + 73 + 23

2 g 2 T
(w1, 0,23) = [ @1 22 23] | 2 1 0 T2
2 01 T3

ii) Niech Q C R" bedzie obszarem, za$ f : 2 — R dowolng funkcja taka, ze f € C?(Q).
Niech Py € Q. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie P

dp,f i R* =R, djy f(hy,... ha) =) (Po)hih;
0 0 =1 axﬁx]
jest forma kwadratows. Jej macierz ma postaé

%(PO) 89?128];2 (Fo) .. a:faj;n (Fo)
> f >’f

Hp(Py) = | 9w (Fo) a_xg(PO) "t Ozg0z, (Fo)
e . S

8zngac1 <P0) 8:vngaz2 (PO) ot ﬁ(PO)

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.
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10.2 Okreslono$é¢ formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~v(0) = 0.

Definicja 10.2.1. Forme kwadratowa 7 : R® — R, v(z) = XTAX nazywamy

i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R*\ {0} ~(x) > 0,

ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) <0,

)
)
iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) > 0,
)
)

iv) wjemnie potokreslong, gdy Vo € R*  ~(z) <0,

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zaréwno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona,
gdy forma kwadratowa y(x) = X7 AX jest dodatnio okreslona itd.

Przyktad 10.2.2. i) v:R3 = R, y(zy, 29, 23) = 227 + 23 + 22
jest dodatnio okreslona

ii) v:R* = R, y(z1, Te, 13) = —2% — 423 — 22 jest ujemnie okreslona

iii) 7:R? — R, v(zy, 72, x3) = 27 — 23+ 122 jest nieokreslona, bowiem v(1,0,1) =2 > 0,

za$ v(0,1,0) = -1 < 0.

iv) 7:R3 = R, y(zy, 29, 23) = 223+ jest dodatnio potokreslona. Vo, € R (0, 29,0) =
0

Badanie okreslono$ci formy kwadratowej

Definicja 10.2.3. Niech A = [a;;] € M, (R).

i) Minorem gtdwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstatej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

ii) Minorem wiodgcym gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powstlej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem
Ay

Symbolem D;, ; oznaczamy minor gtéwny stopnia k, powstaly przez skreslenie wier-
szy i kolumn poza tymi o indeksach 7; < ... < .
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1 2 3 4

5 6 7 8
Przyklad 10.2.4. A = 1 _9 _3 _4
-5 —6 -7 =8
. . ) 1 2
minory wiodace gltowne: Ay = Dy; =1, Ay = Dy = ‘ - ' = —4,
1 2 3
Ag = D123 = 5 6 7| = 0, A4 = D1234 =detA =0
-1 -2 =3
. ) 1 4 6 8
minory gltéowne: Dy = ‘ 5 _g ‘ =12, Dy = ‘ 6 -3 ‘ =0

Twierdzenie 10.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M, (R) bedzie macierza
symetrycznag.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtowne sa
dodatnie, tzn. Vk € {1,2,...,n} Ay > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gléwne pa-
rzystego stopnia sa dodatnie, a nieparzystego ujemne,
tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)FA > 0.

Bez dowodu.

— 1 0
Przyklad 10.2.6. i) A= 1 —1 0 | jest ujemnie okreslona.
0 -3
—2 1
A1:—2<0, A2:’ 1 _1‘:1>0, AgzdetA:—3<O

i) B= [ 0 _(1) } jest polokreslona ujemnie, gdyz v(z1, z2) = —23 < 0.

Uwaga 10.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia potokreslonosé
A.

Twierdzenie 10.2.8. Niech v : R® — R, v(z) = XTAX, gdzie A = AT,

i) Forma kwadratowa ~ jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie

minory gltéwne macierzy A sa nieujemne,

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory
glowne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki
Vi<k<n VI<ii<...<i<n (=1)*D; ,; >0.
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Przyklad 10.2.9. Forma kwadratowa v : R® — R,
(w1, 29, 23) = 23 + 22 + 22173 jest dodatnio potokreslona.

1 01
A: 0 0 0 ,A1:17A2:A3:0,
1 01

11 0 0
D2:O,D3:1,D13:’1 1‘=O,D23:‘0 1‘20
Oczywiste bowiem (1, To, 13) = (z1 + x3)% > 0.

Uwaga 10.2.10. i) Jesli Ay = D15 < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci
wlasnych (liczac z krotnosciami).

Dowdd. i) Ay = D5 to minor stopnia 2. Jesli Dyy = (—1)?D;5 < 0, to na mocy kryterium
Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okre$lona ani ujemnie okreslona. Na mocy twierdze-
nia nie jest potokreslona dodatnio ani poétokreslona ujemnie.

ii) Dowéd mozna znalez¢ w [4]. O

Twierdzenie 10.2.11 (Kryterium wartosci wlasnych). Niech v : R* — R, v(z) =
XTAX, gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {\1,..., A\ }. Wowczas forma kwadratowa
jest

i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,

ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,
iii) dodatnio polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\, >0,
iv) ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\ <0,
iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 3¢,5 € {1,2,...n} A\, >0 AX; <O0.

Dowdd. Niech \ € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym .
Oczywiscie v # Oy, wiece [v| # 0. Obliczamy vT Av = y(v) = v v = AwTv = Mv|?. Zatem
v(v) >0 < X\ >0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostatych przypadkach.
U

1 01
Przykltad 10.2.12. A= | 0 0 0 | jest dodatnio potokreslona.
1 01
1—t 0 1
xat)y=|{ 0 —t 0 |=—=t(1-t)+t=t(1-(1-1)%) =t2t—1t*)=t*2—1)
1 0 1-—t

Sp€C(A) = {/\1 = )\2 = O, )\3 = 2}
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Linki do stron wykorzystane w dokumencie

Przyklad blednego rozumowania indukcyjnego
https://en.wikipedia.org/wiki/All horses are the same color.

Macierz Vandermonde’a
https://pl.wikipedia.org/wiki/Macierz_ Vandermonde’a

Przykladowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odleglosci dwoch prostych
skosnych
https://enauczanie.pg.edu.pl/lab/geo3d/index.html?lang—pl&program—e.

Powinowactwo Scinajace
https://en.wikipedia.org/wiki/Shear mapping
https://pl.wikipedia.org/wiki/Powinowactwo osiowe
https://pl.wikipedia.org/wiki/Powinowactwo $cinajace

Rozpoznawanie twarzy
https://km.pcz.pl/konferencja/dokumenty / MMFT2017/Caban L.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenface

Katy Eulera
https://compsci290-s2016.github.io/CoursePage/Materials /Euler AnglesViz /index.html
http:/ /www.geometrictools.com/Documentation /Euler Angles.pdf

Rotacja w przetsrzeni
https://www.andre-gaschler.com /rotationconverter /.

Ortogonalna diagonalizacja jako rotacja
https://en.wikipedia.org/wiki/Diagonalizable matrix# /media/File:Diagonalization as rotation.gif.
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