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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N=1{1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

No =NU {0}

Z zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbioér liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegotowy (maly) istnieje
3! istnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as,...,an, @y, ..., a, to dowolny ciag liczb.

Sume a; + as + ... + a, oznaczamy symbolem Y, a;. Symbol i to wskaznik sumowania lub
indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, za$ n to gérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz c € R zachodza réwnosci
ajt+as+...+a,= (a1 +as+ ...+ an)+ (@mi1 + ama2+ ... +a,) oraz
clay +as+ ...+ a,) = cay + cas + ... + ca,, czyli

n m n n n
g a; = E a; + E a;, c g a; = E ca;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m-+1
Przyklad 1.1.1. >0 i=1+2+3+4+5+6=21
9 i __ 5 6 7 8 9
Yismz =ty Tttt

noo[1\¢ 1, 1 1\" 1_(%)%1
Yo (3) =l it (5) =2

[SIE

Hoczyn ay - ag - ... - an—y - a, oznaczamy symbolem [];_; a;. Symbol i to wskaznik iloczynu, m
to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gorny wskaznik iloczynu.



Przyktad 1.1.2. [[0_(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[[L,i=1-2-3-...- (1) n=n

zox-..ox=][_x
—_—

n razy

Definicja 1.1.3. Illoczynem kartezjariskim zbiorow A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}.

Analogicznie definiujemy
Al XA2 X ... XAn = {(al,a2,...an): ai €A1 /\QQGAQ /\.../\anEAn}.
OznaczamyA2:AonrazA":flex... X A

n—razy

Przyklad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B2

i) A=1{3,4,5}, B= {571}

Ax B={(35),(37),(4,5),4,7),(5,5),(57)}
B x A=1{(53),(5,4),(55),(7,3),(7,4),(7,5)} AxB#BxA
B* ={(5,5),(5,7),(7,5), (77)}

ii) przedzialty A= (0,1)CR, B=(1,2) CR

AxB=A{(z,y):0<z<1lANl<y<2}
BxA={(z,y):1<zx<2AN0<y<l1}

iii) A=B=R

AxB=DBxA=A?= B?
Oznaczamy R? = R x R = {(z,y) : =,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

1.2 Dziatlania wewnetrzne i ich wlasnosci

Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.2.1. Dowolng funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Warto$¢ funkcji h(a,b) € A nazywamy wynikiem dzialania dla pary argumentow

a,b e A.

Przyklad 1.2.2. i) Dodawanie jest dziataniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N.
iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.

Wtasnos$ci dzialan wewnetrznych

Definicja 1.2.3. Niech % : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.



i) Dzialanie * nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A a*xb=bx*a.
ii) Dziatanie * nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (a*b)xc=a=* (bxc).

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dzialania x, jesli
Vae A axe=exa=a.

Przyktlad 1.2.4. i) Dodawanie jest dziataniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R.
0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1 jest
elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istniejg e, es € A bedace elementami neutralnymi w A. Woéwczas
€9 = €1 X €9 = €7. O

Przyklad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbior pusty & jest elementem neutralnym w (P (X), U).
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N).

Definicja 1.2.7. Niech x : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym element
neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o’ € A taki, ze axa’ = a’xa = e, nazywamy
elementem symetrycznym do a wzgledem dziatania x.

Przyklad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest £ (tzw. element odwrotny).

iii) W (R, 0), gdzie z oy = = + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem syme-
trycznym do x jest —2 — x.

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest laczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowdd. Rozwazmy zbioér A z dzialaniem tgcznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dzialania o. Niech d’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowcezas

aoad =e = a”o(aoa'):a"oe
" / "
(" oa)od =a
! "
eod =a

/ "
a =a



1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Struktura algebraiczna - zbiér wraz z dziataniami wewnetrznymi w tymze zbiorze

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G X G — G dziataniem wewnetrznym w G.

Definicja 1.3.1. i) Pare (G, ) nazywamy pdtgrupqg, jezeli dziatanie jest taczne.
ii) Pare (G, %) nazywamy monoidem, jezeli dzialanie jest laczne i posiada element neutralny.

iii) Pare (G, %) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest taczne, posiada element neutralny oraz
kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem * w G.

Jesli dodatkowo dzialanie * jest przemienne, to méwimy o potgrupie przemiennej, monoidzie
przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyklad 1.3.2. Oznaczmy R* = R\ {0}. Czy podane struktury to polgrupy/grupy (prze-
mienne)?

(N7 +) (Z7 ) <@7 +) <@7 ) (R*v +) (R*’ )
wewnetrznosé v v v v nie v
—-1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1eZ 0eQ 1€eQ 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2:b=1 a+ad =0 a-a =1 a-a =1
b=3¢7Z d=-acQ a =+ a =+
niedlaa =0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa
bez el. neutr.

Przyklad 1.3.3. (Z,+) jest grupa przemienna. Rozwiazujac w Z roéwnanie x + 5 = 8, korzy-
stamy z wlasnosci dzialania w grupie.



rT+5H5=28
(r+5)—5=8—>5 istnieje element przeciwny do 5, nalezacy do Z
r+(5—-5)=3 dodawanie jest taczne w Z
r+0=3 istnieje element neutralny
=3

Przyktad 1.3.4. Niech X = {1,2,4,...,2", ...}, n € Ny = NU{0}, za$ dziatanie o to mnozenie
liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b, c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2", b = 2™, ¢ = 2,
wewnetrzne aqob=2".2" =2"tm ¢ A
przemienne qob = 2".2M = 2T = QMmN — M . 9N — o q
taczne  (aob)oc = 2ntm .ok = gnimtk — on  om+k — g0 (boc)
el. neutralny e=2%seNy aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
brak el. odwrotnego aob=1 & 2""" =20 & m=-—n = m=-n¢N;

Whiosek: monoid przemienny (tj. polgrupa przemienna z jedynka)

O innym ciekawym przyktadzie grupy mozna przeczytaé¢ w na koricu wyktadu.

Definicja 1.3.5. Zespot (A, o, x) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim dziatan
wewnetrznych o : A X A — A, x: A x A — A nazywamy pierscieniem, jesli (A, o) jest grupa
abelowa, za$ dzialanie x jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dzialania o, tzn.

Va,bce A (aob)xc=(a*xc)o(bxc) N cx(aob)= (cxa)o(cxb).

Pierscien, w ktorym dzialanie x posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z jedynkq
lub z jednoscig. Pierscien, w ktorym dzialanie x jest przemienne, nazywamy pierscieniem prze-
miennym lub komutatywnym.



Notacja addytywna Notacja multiplikatywna

o/+ dodawanie % [+ mnozenie
a+0b suma a-b iloczyn
e = Zero e =1 jedynka
a' = —a element przeciwny a'=a! element odwrotny
na=a+...+a, neN av=a-...-qa
———— ——
n n
0-a=0 A =e=e=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) a"=a ' cat
N\ ), —— ——
m n

Uzywajac powyzszej notacji, piszemy po porstu (A, +, ).
Definicja 1.3.6. Niech K bedzie zbiorem zawierajacym co najmniej dwa elementy. Pierscien
przemienny z jedynka (K, o, x) nazywamy ciatem, jeéliﬂ
Vae K\{0} 3d' € K axd =1.
Uwaga 1.3.7.

i) (K,o,x*) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy (K, o) jest grupa abelowa (z elementem
neutralnym e, nazywanym zerem i oznaczamym jako 0) oraz (K \ {0},*) jest grupa
abelowa i ponadto dziatanie x jest rozdzielne wzgledem dziatania o. E|E|

ii) Jesli (Ko, x) jest cialem, to wowczas grupe (K, o) nazywamy grupg addytywng ciala K,
za$ grupe (K \ {0}, %) nazywamy grupg multiplikatywng ciata K.

iii) W ciele mozna zdefiniowa¢ operacje dzielenia w sposob nastepujacy

%;:a*b*, abe K, b0
Przyktlad 1.3.8. i) (R,+,") cialo liczb rzeczywistych

(R, +) grupa addytywna ciata
(R*,-) grupa multiplikatywna ciata

LCialo to pierscient przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, = 0), w ktoérym wszystkie niezerowe
(tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa odwracalne. Kazde cialo zawiera zatem co najmniej dwa
elementy, mianowicie 0 i 1. Zbiér elementéw niezerowych jest niepusty i tworzy grupe z mnozeniem.

2Warunek rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania pozwala rozrézniaé dzialania mnozenia i dodawania.
Stad zamiast pisa¢ (a - b) + ¢ piszemy a - b+ c. Oznacza to, ze mnozenie wiaze argumenty silniej niz dodawanie.

3Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. By dowieéé implikacji w przeciwnym kierunku wystarczy zaob-
serwowad, ze a * 0 = 0% a = 0 dla dowolnego a € K. Ré6wno$¢ ta wynika z wlasnosci rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania, mianowicie a -0 =a-(0+0) =a-0+a-0, skad a - 0 = 0. Analogicznie dowodzimy, ze
0-a = 0. Z przemiennosci i tacznosei dzialania * w zbiorze K \ {0} oraz z rownosci a * 0 = 0 * a = 0 wynika
przemiennosé i laczno$é dziatania x w zbiorze K.



ii) (Q,+,-) cialo liczb wymiernych
iii) (Z,+,) pierscienn przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 27! ¢ Z)

iv) (R[z],+,) zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x o wspotczynnikach rzeczy-
wistych z dzialaniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianéw ma strukture
pierscienia przemiennego jedynka.

v) (R(z),+,-) zbior wszystkich funkcji wymienych jednej zmiennej x o wspolezynnikach
rzeczywistych z dziataniami dodawania i mnozenia funkcji ma strukture ciata.

Vl) (Z/pZ7 +p7 'p>7 gdZie p € N7 p Z 2

+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest Cialemlz_r] (tzw. ciato reszt modulo p). Jesli p nie
jest liczbg pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie ciatem.

ot

Z/5Z to ciato

B ow o — ot
— O e o M|
MO = O W | w
W — O e
co oo oo
=W N~ O
W o= B o Ol
M — W O w
— N W Ol

=W N = OO
S = W N
=W N = Ol

Zauwazmy, ze w ciele Z /57 zachodzi réwnos¢ 5-1=1+...+1=0.

Z/AZ nie jest ciatem

W — ot
W~ oo
O W N |
— O W NN
D = O W W
W N = Ol
oo o oo

Definicja 1.3.9. Niech (A, +, -) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A, a # 0,b # 0 nazywamy
dzielnikami zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.3.10. W ciele nie ma dzielnikow zera.

Dowdd. Niech (K, +, -) bedzie cialem oraz niech a,b € K. Zat6zmy, ze a-b = 0 oraz a # 0. Jesli
a # 0, to istnieje a~! € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a'(a-b_(at-a)-b=1-b=h.

Zatem b = 0. I

4Jest to przyktad ciata o skoniczonej liczbie elementow. Tego typu ciata nazywamy ciatami skoriczonymi lub
inaczej ciatami Galois.



Definicja 1.3.11. Niech (K, +, ) bedzie ciatlem. Niech 1 oznacza element neutralny mnozenia,
za$ 0 element neutralny dodawania w ciele. Najmniejszg liczne naturalng n taka, ze

n-l=1+...+1=0,
—_—

nrazy

nazywamy charakterystykq ciata K i oznaczamy symbolem char(K). Jesli taka liczba naturalna
nie istnieje, méwimy, ze ciato K jest charakterystyki zero.

Mozna wykazadé, ze charakterystyka dowolnego ciata albo jest rowna zero albo jest liczbg pierw-
szq p. Ciata Q, R, R(X) sa cialami charakterystki zero, za$ Z/pZ jest cialem charakterystyki
dodatniej, mianowicie char(Z/pZ) = p. Kazde ciato o skonczonej liczbie elementow jest ciatem
charakterystyki dodatniej. Ciata o nieskoriczonej liczbie elementéw moga mieé¢ tak charaktery-
styke dodatnia jak i rowna zero. Przyktadem ciala o nieskoriczonej liczbie elementow, ktorego
charakterystyka jest dodatnia, jest ciato funkcji wymiernych o wspotezynnikach z ciata Z/pZ.

Przyklad 1.3.12. Sprawdz, ze zbior R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowa-
nymi ponizej ma strukture ciala.

V(z1,y1), (22, 92) € R? (@1, 91)+ (22, y2) = (w1422, Y1+Y2), (@1, 91)(22,Y2) = (T122—V1Y2, T1Y2+TaY1).

(C,+) jest grupa abelowa.

Dzialanie + jest wewnetrzne, laczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) € R?,
za$ elementem przeciwnym do (z1,y1) € R? jest (—zy, —y1) € R%

(C\ {(0,0)}, ) jest grupa abelowa.
Dziatanie - jest wewnetrzne.
przemienno$c:
(22, 92) - (z1,51) = (2271 — Yoy1, T2y1) = = (2122 — Y1y2, L1y + T2y1) = (T1, Y1) - (T2, 42)
tacznos¢: L =P
L={(a,b) [(z1,91) - (x2,92)] = (a,b) - (w122 — Y12, T1y2 + Toy1) =

= (az122 — ay1ys — br1ys — brayy, ax1ya + ar2ys + bx172 — by1ys)

P =(a,b) - (z1,y1)] - (¥2,92) = (ax1 — byr, ayr + ba1) - (2, 92) =

= (az1z2 — by122 — ay1ys — bx1Ya, ax1y1 — by1y2 + ayixs + brix2)
el. neutralny: e = (1,0)

V(l‘h%) € R’ (170) ) (xlayl) = (1 o1 —0-y,1-51+0- xl) = (xl,yl)



el. odwrotny do (z1,y1) # (0,0):

(z1,91) - (a,b) = (1,0) & (azy — byr, ays + bxy) = (1,0) & {Il o } ' { Z} - {H

Yy
T —Y1
Y(z1,11) #(0,0) a=———, b=
i) £0.0) 71+t wi+ui

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.
L= (a,b)-[(x1,y1)+(x2,92)] = (a,b)-(x14+22, y1+12) = (ax1+azs—by1 —bys, ayi+ays+bx,+bxs)

P =1(a,b) - (z1,92)] + [(a,b) - (w2, 4)] = (a1 — by, ayy + ba1) + (axy — bya, ays + bxy)

Definicja 1.3.13. Zdefiniowane powyzej ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciala nazywamy liczbami zespolonymi.
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TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja
n—n m—>T x—(x,0

X? — 2 = ( rownanie o wspoltezynnikach z Q, jego rozwiazania +v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v2) = {a 4+ bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q — Q(v/2) — R

X? +1 = 0 réwnanie o wspotczynnikach z R, jego rozwigzania i nie naleza do R
RG)={a+bi:abeR}=C

C ciato algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania rownan algebraicznych (wielomianowych) o
wspotezynnikach z C naleza do C

Zanurzenie R w C
Niech @ =R x {0} = {(z,0) : z € R} C R% Wowczas (2, +, ) jest ciatem.

wewnetrznosc: (21,0) + (29,0) = (21 + x2,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (2122,0) € Q

przemiennos¢: (21,0) + (29,0) = (1 + x2,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (x1,0)
(%1,0) . (ZEQ,O) = (ZEIIQ,O) = (ZEQJZl,O) = (IQ, 0) . (ZL’l,O)

tacznosé: [(21,0) + (22,0)] + (23,0) = (z1 + 22 + 23,0) = (21, 0) + [(x2,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 23,0 = (212973,0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (x1,0): (—z1,0) wzgledem +, (w—ll, 0) wzgledem -

+ $2)£L‘3, O) =

rozdzielnosé: [(21,0) + (22,0)] - (z3,0) = (21 + 22,0) - (z3,0) = ((z1
[(2,0) - (3,0)]

= (212 + 3 + 2223,0) = [(21,0) - (23,0)] +
Niech h: R — Q, h(z) = (x,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(zy + x3) = h(z1) + h(za) oraz h(xy - z3) = h(z1) - h(z2).
Utozsamiamy zbiory R oraz (2 i piszemy x zamiast h(x).
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Zdefiniujmy ¢ := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas
i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

Csz=(z,y) =(2,0)+(0,9) = (#,0) + (0,1)(y,0) = = + iy
Posta¢ z = = + iy, gdzie x,y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebraiczna, Gaussa) liczby ze-
spolonej. Liczbe x € R nazywamy czeScig rzeczywistg liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe y € R
nazywamy cze$ciq urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci iy, y € R nazywamy czysto
UTr0JONYMI.
2= 29 & (Rez1 = Rez; A Imz = ImZQ)
Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianéw zmien-

nej 4, przy warunku 2 = —1.

(z1,91) + (72,92) = (21 + T2, 91 + ¥2) (w1 +iy1) + (22 +iye) = (01 + 2) +i(y1 + 12)
(1, 91) - (22, 92) = (X122 — Y12, T1y2 + T2y1) (21 +iyr) - (22 +iy2) = (2122 — 1Y) + i(T1y2 + 2231)

Przyktlad 2.1.1. (24 7i) — (4 —2i) = -2+ 9i

(3—4)-(2+3i) =6+9i —2i — 3i2 =9+ 7

EZ

2430 (2439)(2+54) _ 4+410i46i+15i2 _ —11+167 _ _ 11 + 16,
2-5i — (2—5i)(2+54) 4—2542 29 29

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
—1=i-i=(—i)-(—9) 1=1-1=(-1)-(-1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami zaczepionymi w

(0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz Aimz

Z1+Zo=(Xa+X2) +i(y1tY2)
iy=0+iy @------------ bz=x+y 0 ¢y :
------------- 5122:X2+iy2
— >~ S A
X=X Re 7 X1 X2 X1tX: Re 7z
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Definicja 2.1.3. Niech z =z +iy € C, z,y € R.
i) Liczbe zespolona w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja Z.

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modultem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Aimz

AImz
Z=X+HY 1y @-----enmmeees Z=X+1y
e o
<)
(\,
.\.
" | /
Re z = .
AY oo :_ —— ¢ >
Z=XHy=X-ly X Re 7

Twierdzenie 2.1.4 (Wtasnosci liczb zespolonych). Niech z, z1, 2o € C. Wowcezas prawdziwe s
nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 + z2) = Rez; + Reze, Im(z; + 23) = Imz; + Imzy

ii) Rez = (24 2), Imz=(z—2)

X) |z1 4+ 22| < |z1] +|22] (nier6wnosé trojkata) ‘\zﬂ — \22\‘ < |z1 — 22

Dowdd. vii) (z +iy)(z —iy) = 22 — i?y? = 2% + y? = |2|?
vill) Rez = o < |z| < /22 + 4% = |7|

)1=Rel =R z1+22 QR 21 +R 2 déf 21 2 | V) x| |z2]

X =rel=Re\ o) T el ais C\atz) = |a+= zitz2 | |zt |z1422|
|21 + 22| < |21| + |22

21] = ;=222 < Ji= 2zl +|2] Al = [z =214 21] <zl +|z1] = [la1l—lzal| < J21—20]
O

12



2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza
Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

z

2 2
Niech z = = + iy # 0. Wowczas z = |z|<|x7‘ + z%) Poniewaz (ﬁ) + (%) = 1, wiec
istnieje kat ¢ taki, ze
z = |z|(cos @ + isiny).

Almz

N PZ=x+y  cos@= |XT|
A
; sing= -ﬁ
?) . =
X

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentéw liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy argumentem gtdwnym liczby z i oznaczamy argz.
Zatem dowolny argument liczby z ma postaé¢ argz + 2k, k € Z. Przyjmujemy, ze argument
liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolng liczbe z € C,z # 0 mozemy zatem przedstawi¢ w
postaci z = |z|(cos + isinp), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow. Powyzsze przedstawienie
nazywamy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy z1 # 0,29 # 0, 21 = |z1|(cosa + isina), zo = |22|(cos 8 + isin ), to wowczas z; = 2o
wtedy i tylko wtedy gdy |21| = |22| oraz 5 = a + 2k7 dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometrycznej.

z
2 =T7(1 + 0i) 2] = /02 + (12 =1 12| = V2T + 9 =6

— . _ V3 1-

z2=1(0+(—1)-1) 2—6<—7—§2>

cosp =0 cosgp:—\/Tg

sinp = —1 singpz—%
=042k p=—5+2km cp:%7r+2k’7r, kel
argz = 0 argz = %ﬂ argz = %7‘(‘
z = T(cos0+ isin0) —i=1(cos 3m +isin3m) —/27—3i=6(cos Im + isin i)

13



Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isinp),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |23](cos 5 + isin 5). Wowezas

i) 2120 = |21| - | 22| - (COS(OH—B) +isin(a—|—5)),
ii) 2= H (cos (o — B) +isin (a — 3)),
iif) 2" = [z]" - (cosnp + isinng) tzw. wzor de Moivre’a

Dowdd. 1) z1 - 2z = |z1| - |22|(cos a + i sin o) (cos B + i sin [3)

= |z1| - |22|( (cos arcos 8 — sin asin ) + i(sin accos 5 + Cosasin6)>

cos Foj+ﬁ) sin a;+5)
ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2 = z - z = |2]*(cos 2¢ + i sin 2¢p).
Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze. [

Przyktad 2.2.3. Przedstaw liczbg z = —sin {5 + i cos {; w postaci trygonometrycznej.

METODA I: Poniewaz |z| = 1, zatem z = cos ¢ + isin ¢ dla pewnego ¢ € [0, 27).
cosp = —sin{; <0
singp = cos 75 > 0

Na mocy wzoréw redukcyjnych ¢ = 7 + {5 oraz z = cos (g + 110) + i sin (% + %)

=z II éwiartki

METODA II: 2z = —sin 0—1—2(3051“—0—2 sm—+zcosl—0 z(cos +zsm10):

(cos— + ¢sin ) (cos— + 7 sin 10) = cos( + ) + 7 sin (g + 10)
, 20
Przykiad 2.2.4. Oblicz (422
1+ivB=2 (34 6) = 2cosising) =i = V2 (P — i) = V2 (cos (=) + isin ()

Liivs l(cos(§+§)+ism(g+g)> — V2 (cos L +isin L)

=%

(—“{:/g) = 2'0 (cos (¥87) + isin (227)) = 2'° (cos (L) + isin (L)) =
= 2'0 (cos (127 — %) + isin (127 — §)) = 2'0 (cos T —isin §) = 2'° ( \/752) =
= 29(1 — \/3i)

®Mnozeniu liczb zespolonch mozna przypisa¢ nastepujaca interpretacje geometryczna, prowadzi ono do
zmiany dlugodci wektora i jego obrotu. Zobacz takze [tutaj.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_number#/media/File:Complex_number_multiplication_visualisation.svg

Twierdzenie 2.2.5 (Wtasnosci argumentu). Niech z, 21, 25 € C.
Wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

i) arg(z122) = argz; + argzs + 2km, k € Z (k=01ub k= —1)
ii) arg(Z) = arge; — argzy + 2km, k € Z (k=01lub k=-1)
ili) arg(z") =n-argz + 2km, k € Z
iv) argz = 27 — argz, gdy argz # 0

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z-2) = argz +argz + 2km = 2argz + 2km.
Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze.
iv) 2 -z = |2%| oraz 0 = arg(|2?|) = argz + argz + 2k, skad argz = —27 —argz O

Przyktad 2.2.6. argi = 7 arg(—1) = arg(—i) = 3

i=(—1)-(—i) = argi =+ 3w+ 2kr = 37 + 2kr dla pewnego k € Z, tj. k = —1
Postaé¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R definiujemy e = cos ¢ + isin ¢. Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0 mozna
zapisa¢ w postaci z = |z|e¥, gdzie ¢ to pewien argument liczby z.

Przyklad 2.2.7. a) €2’ = cos T +isinZ =0+ 1-i=1

b) €™ =cosm+isinTt=—-140-71 = ¢"4+1=0
najpickniejszy wzoér w matematyce
Twierdzenie 2.2.8. Niech «, 8 € R. Wowczas:

1) ei(a"'ﬂ) e eia . eiB, ei(a_ﬂ) — zzg’

ii) ()% = e dla k € Z,

iii) e!@+2km) — ¢ie dla k € Z,

) e #£0, | =1.
Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wlasnosci dziatan na liczbach w postaci trygonometrycz-
nej.
iv) Mamy |e®| = | cosa + isina| = Vcos? a +sin’ a = 1, zatem €' = 0 < cosa = sina = 0,
co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = +1. U

Whiosek 2.2.9. Niech z = 7¢', 21 = 11€'®, 2, = r9¢” beda liczbami zespolonymi w postaci
wyktadniczej. Wowczas:

: _ i(a+ 21 11 pt(a—
i) 2129 = ryreei@tf), 5—56( 28

ii) 28 = ke dla k € Z,
iii) z =re .

Dowdd. iii) Jedli argz = ¢, to arg?z = 21 — ¢, skad e?™ %) = 2Te=¥ = =¥, [

15



Wzory Eulera ‘ i
e =cosp +ising

e = cos (—¢) +isin(—p) = cos p — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

eicp e—i<p eicp _ e—icp ;
cos p = erte” , sing = ————, v eR. _Z'e'[p
2 21
Obroét o kat ¢ ~, ez
2 = ret ool
g a 3

z - eiS@ = rei(a""ﬂ)

Przyklad 2.2.10. Rozwiaz réwnanie 23 = (z)3.

Widzimy, ze z = 0 spelia réwnanie.
Zalozmy teraz, ze z # 0. Wowcezas 2z = ret?, dla pewnych r € R,r > 0
oraz p € R. Zatem

Z3 — (2)3
7,36314,0 — 7,36—314,0
b =1=¢"

6p =0+2kr, kel
o =2 kel

Rozwiagzaniami sg punkt z = 0 oraz polproste ) = %”, ke {0,1,2,3,4,5}.

Podsumowujac, rozwigzaniami sa punkty nalezace do prostych y = 0, y = /3z oraz y = —/3x.

2.3 Pierwiastkowanie, ré6wnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 2.3.1. Kazdg liczbe z € C spelniajaca rownanie 2" = w, nazywamy pierwiastkiem
n-tego stopnia z liczby w.

Przyklad 2.3.2. RozwiaZ réwnanie 22 = 8 + 6i.

16
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I sposob: IT sposob: III sposob:

postac algebraiczna posta¢ wyktadnicza postaé algebraiczna
z=x+iy, w =8+ 61 z=|z]e", w =8+ 6i 8+6i=9+6i—1=
Z=w |2]2e?% = w = |w|e™ =32+2.3-i+i%=
(r+1y)? =8 +6i = (3+1i)?
22 + 22yi — y? = 8 + 6i lw| =10
vyt =8 w=8+6i=10(%+i%) z=3+iVz=-3—i
20y = 6 N ST TS n n
y#0 (gdy y =0, to z =z, 2> #8+6i) a=arcsin?
r=7 55—y =38 2% = |z|%e¥¥ = 10e™
yt+ 82 —-9=0, A =100 20 = a + 2km, |z| = V10
y?=1y==+1 ¢r = 3 arcsin 2 + kr
P=34iV = -3—i 2 = V106%, k€ {0,1}

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cos¢ + isingp), to wowczas rownanie
2" = w posiada n réznych rozwiazan. Rozwiazania te maja postac

2k 2k
zk:w<008u+isinu>a k:O,l,...,n—l.
n n

Dowdd. Niech z = p(cos a + i sin ar), wowczas
pr=r

2" =w & p'(cosna+isinna) =r(cosp+ising) < {na:<p+2k7r, ke7 . Otrzymu-
jemy zp = /r(cosay +isinay) , gdzie ay = Wrnﬂ, k=0,1,....,n—1. O

Symbolem /w oznaczamy zbior wszystkich rozwiagzan rownania. Zatem

Vw={2€C:2"=w}={20,21, 201}

Przyklad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 2° = /8 — i1/24.
Niech z = p(cosa + isina) oraz w = V8 — iv/24.
Obliczamy |w| = v/32 = 4v/2, skad w = 4v/2(% — ‘/752) Zatem

P =4v2 = (V2)P°
Sa = —% +2km, k€ {0,1,2,3,4}

Stad p = V2, oy, = -1+ %kﬂ' oraz z, = v/2(cos oy, +isinay) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.

2 =w & p°(cosbatisinba) = 4v2(cos (—Z)+isin(—%)) < {

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolo-

nej Aimz

Liczby zg, 21, ..., 2,—1 bedace rozwigzaniami roéwnania 2" = w sta-
nowig wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o srodku z =0 e
i promieniu /7. g

L Rez
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Przyklad 2.3.5. Rozwiaz rownanie 2* = (v/3 —i)'2.

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2z, 21, 22, 23. Beda one wierzchotkami kwa-
dratu.

4

2= ((V3-i)?)

Niech zy = (V3 — i) = 3v/3 — 9i — 3v/3 +i = —8i.

Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obroét o kat 7, co odpowiada mnozeniu przez
22221'i28i, $3222'i:—8

Imz

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie rownan w R i w C

w R w C
V9=3 V9 ={-33}
v/—1 nie istnieje V—=1={—ii}
vVi=1 V1={-1,1,—i,i}
V= |z Va2 ={—z, 2}

Rownania wielomianowe

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
Wz)=cpz"+cp 12" P+ +cz+co, coy..oycn €C, ¢ #0
Definicja 2.3.7. Liczbe zq € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) = 0.

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba zy € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu W
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — 29) P(2).

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — 2o, otrzymujemy W(z) = (z — 29)P(z) + const. Stad
Wi(z) =0 < W(z)=(z—2)P(z). O

Niech k£ € N.
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Definicja 2.3.9. Liczbe 2y € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli
istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (2 — 20)*P(2) oraz P(z) # 0.

Przyktad 2.3.10. Niech W (z) = 23 — 22 — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) = 2?(z —
D—(-1)=>EF-1E*-1)=(z—-1>3*z2+1).

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whniosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w C,
liczac z krotnosciami.

Dowaod. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech 21, 25 . .., 2, to jego wszystkie pier-
wiastki o krotnosciach ki, ks . .., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia algebry i
twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ks ...+ k,, = n oraz

WE)=(—-2)" (z—2)? ... (z—zn)"™. O

Tréjmian kwadratowy az?+bz+c=0, a,bceC, a#0

Obliczamy A = b? — 4ac € C oraz VA = {—6,0}.

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone z; = %{:5, 2y = %;“5.

Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = z = 2.

Przyktad 2.3.13. Rozwigz réwnanie 22 + 2iz + 3 = 0.
Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 16i?, VA = {—4i, 4i}.

Niech § = 44, wowczas z; = —3i oraz 2o = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspétczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynnikach
rzeczywistych. Woéwczas liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy i
tylko wtedy, gdy liczba Zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W.

Dowdd. Niech W(z) = ap2"™ + apn_12"' + ...+ a1z + ag, ag, - .. ,a, € R, a, # 0. Udowodnimy
twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie, ze W (zy) = 0. Wowczas

~1 1
A2y + ano12y + ... +azo+a0=0 = apzf +an_12y  +...+a120+ap=0

— 1 _
= apzy +an-12)  + ...+ @z +ag = 0.

Poniewaz ay, = ag, zatem W (Zy) = a,(20)" + an_1(20)" ' + ... +a12g +ag =0. O
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Whniosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, ma przy-
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyklad 2.3.16. Rozwigz réwnanie 2% — 322 4+ 62 — 4 = 0.

0=(z—-1)(22=22+4)=(z-D[(z—=1)2+3]=(z—D[(z - 1)? = (V3i)?] =
=(z=1)(z—=1—=3i)(z — 1+ /30

rozwiazania z; = 1, 2 =1++3i, z3=1—+/3i, 22 = 23

Przyklad 2.3.17. Rozwiaz rownanie z* + (24 4)2% + (7 + 2i)2> + (12 + i)z + 6 = 0, wiedzac,
ze z1 = 21 jest jednym z jego rozwigzan.

(2 — 2i) (z3 + (24 30)22 + (1+6i)z + 3@') —0

(2 = 2i)(z 4+ 1) <z2 +(1+30)z + 3@) = (2 —2i)(z + 1)%(z +3i) = 0

rozwigzania z; = 21, 20 = 23 = —1, 24 = —31

Wzory Viete’a

Twierdzenie 2.3.18. Niech W € C[z], W(2) = ¢, 2™ + ¢ 12" 1 + ... + c12 + ¢, gdzie ¢, # 0
ma pierwiastki (niekoniecznie rézne) rq,...,r, € C. Wowczas

Cp(ri+re+ ... 41 =—ch

Cn [(T1T2 +rrs 4. rrg) + (rers +rorg o 4 Tory) + .+ rn_lrn] =Cp_o

CoT1T2 - .1y = (—1)"¢q
Dowdd. Niech W (z) = ¢,(z —r1)(z —12) - ... - (2 — ). Wymnazajac, otrzymujemy
W) =c[(=1)"rire - oory 4+ (1) ez (D) g 2
(=) rgrs -2 (= — )2 z”]. d

Przyklad 2.3.19. Wielomian W (z) = 223 — 522 + ¢z — 5, ¢ € R ma pierwiastek z; = 1 — 2i.
Wyznacz pozostale pierwiastki oraz wartos¢ wspotezynnika c.

Wielomian ma wspoélczynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 2.
Oznaczmy a =2, b= —5, d = —5.

Na mocy wzoréw Viete’a otrzymujemy 2, + 2o + 23 = 2 + 23 = —g = g
Zatem z3 = oraz W(i)=1-24£-5=0 = c=12.
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2.4 Interpretacja geometryczna

Niech z = z+1y, 21 = x1+1y1, 22 = T2 +1y2 beda liczbami zespolonymi w postaci algebraiczne;j.
Niech r € R, r > 0.

1) |21 — 29 odleglosé z; od 29

(21 + 1) — (22 + )| = /(21 — 22)2 + (41 — 12)?

2) |z—z|=r réwnanie okregu o srodku z; i promieniu r

r=l@-2)+@-pil=yVE-—2)+y-n)? = r’=(@-2)+F-n)
|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kola

Almz A A

> > >
Re z Rez Re z
3) |z — 21| = |z — 2| réwnanie symetralnej odcinka o koncach z; i 29

Aimz AImz

punkty
réwno-odlegle 243
e .
Z2 /\ \%_,__&
/ oy
> e \" -
Re z 1~ / Re z
. 4

np. |z —1] < |z — 2 — 3{

4) Zbior {z € C: argz = ¢}, gdzie p € R ustalony, to polprosta.

Przyktad 2.4.1.

argz = 7 arg(z —1—14) =% §<argz§§7r

21



Aimz AImz

_T > 1+
Re z
arg(z —2) =3 arg(£) =2
# Imz A Im z
.
: A >
—o e 7/ Re z
2 Re z

5) Zbior {z € C: arg() = 2} to tuk na okregu.

zZ—1

z4i w4+ y+D)i e+ r—-(y-1)i 2*—ayitritayitaity’ -1

z—i w+(y—1)7i 2?2+ (y —1)2 22+ (y — 1)2
Rew:ggL, Imw:—xi Rew =0 & 2 +y 1
2?2+ (y —1)2 22+ (y — 1)2 Imw >0 >0
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ........ccc

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

3.1 DMacierze i ich wlasnosci
Niech K =R lub K =C.

Definicja 3.1.1. Funkcje A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolong gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazams lub elementam: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy sym-
bolem [a;;]mxn-

@11 di2 ... Qip
A [az’j]mxn _ a21 A22 ... dgp
m1 Am2 ... Gmp
Ciag a;1, @iz, . . . , a;, Nazywamy i-tym wierszem macierzy A, zas ciag a1;, ag;, - . . , @y, Nazywamy

j-ta kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M, ., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach i ele-
mentach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M,,(K). Macierz A € M, (K) nazywamy macierzq
kwadratowg stopnia n.

Dla A, B € Myxn(K), A = [a;j], B = [b;;| mamy
A=B & Vie {1,2,...,777,} v,] S {1,2,...,77,} Q5 :b”

1 -1 2 =2
Przyktad 3.1.2. A€ M;3.4(R), A=|3 -3 4 4
5 =5 6 —6
1 2 3
BeM;R), B=|4 5 6
7 8 9
0 0 . 0
0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
0 0 . 0 n
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:
a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j
b) trdjketng gorng, gdy a;; =0 dlai > j
c) trajkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:

D,,(K) zbior macierzy diagonalnych stopnia n

TE(K) zbiér macierzy tréjkatnych gérnych stopnia n TY(K)NTP(K)
TP(K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n

1 00 101 000
IL=1010 I, = 01 D=1]0 1 0| € Ds(K)

00 1 . 00 2

1 2 3 1 0 0
A=1011|€T¥(K) B=|2 0 0| ecTPK)

0 2 013

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,,x,(K), A = [a;;], B = [b].
C =A+ B, C =|cj| € Mpsn(K), cij = a;j + by

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M, (K), A= [a;].
C = - A, C = [Cz’j] € Man(K), Cij = - Clij
Oznaczamy —A = (—1)- Aoraz A— B = A+ (—B).

e Mnozenie macierzy: Niech A € M,,xp(K), A = [ay], B € Mpyn(K), B = [by;].
C =A- B, C = [Cij] c Man(K), Cij = 2221 aikbkj
Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A
—_—

r—razy

e Transponowanie: Niech A € M, (K), A = [a;]
C = AT, C = [Cij] - MnXm(K), Cij = Qj;
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Przyklad 3.1.5.
01
1 2 3 2 1 -1 0
S EER 1 U B B PRI Y

Jakie mnozenia s wykonalne? ~ Wyznacz C — 2D, 5 - AT, AB, BA, D*.

2 1 -1 0 2 1 2 0 4 1
C-2D=1, 5}_2{ 3 4]_[2 51+{—6 —81_{—4 —3}
(1 4 : 2
AT=1125|=|1 2
| 3 6 33
0 1
2 2
D = AB € My(R) schemat Falka -1 1 1=1-0+2-243-(-1)
1 2 3[1 8
45 6|4 20
1 2 3
4 5 6
G = BA € Ms(R) 0 1] 4 5 6 AB + BA
2 210 14 18
1 1] 3 3 3

D?*>=D-D e My(R), CA € Myy3(R), zas AC jest niewykonalne

1 4 2 1
CDeJ\@(R),DCeMz(R),CD:[13 20},1)0:[ " 23],0177&017

Wlasnosci dzialan na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, f € K. Wowczas prawdziwe sa nastepu-
jace rownosci.

Wniosek 3.1.7. (M,,«n(K),+) jest grupa abelowa.
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K. Jesli
dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

1

(AB)C = A(BC)
i) (

i)
i) (A+ B)C = AC + BC

iii) A(B+C)=AB+ AC

) a(AB) = (¢ A)B = A(aB)
)

i) I

iv) o

(A

v) Al =

vi

Whniosek 3.1.9. i) (M,(K),-) jest potgrupa nieprzemienna z jedynka.
ii) (M,(K),+,) jest pier§ieniem nieprzemiennym z jedynka.

Ponizszy przyktad pokazuje, ze (M, (K),+,-) nie jest cialem, bowiem w zbiorze macierzy
kwadratowych stopnia n o elementach z ciata K istnieja dzielniki zera.

Przyklad 3.1.10. Rozwazmy macierze A, B € My(R), A = [ -1 2 }, B = { 66 } Obli-

-1 2 3 3
CzamyBA:[__lg i;l}orazAB:{g 8]

Twierdzenie 3.1.11. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K, r € N.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

Definicja 3.1.12. Niech A = [a;;] € M, (K). Sume elementoéw na przekatnej a1 +age+. .. +an,
nazywamy $ladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr(A).

1 00
Przyklad 3.1.13. tr | 2 =7 0 | =1—-74+3=-3
0 1 3

Wtasnosci §ladu macierzy
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Twierdzenie 3.1.14. Niech A, B € M,,(K), a € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace row-
nosci.

i) tr(A4) = tr(A7) ii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

iii) tr(aA) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.15. Jesli A, B € M,,x,(K), to wowczas tr(AT”B) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).

Definicja 3.1.16. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:
a) symetryczng, gdy A = AT
b) antysymetryczng, gdy A = — AT

Twierdzenie 3.1.17. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy macierzy
symetrycznej i antysymetryczne;.

Dowdd. A = B+ C, gdzie B = J(A+ AT), C = J(A— A"), B = BT, C = —C". Ponadto
T T

BT = [%(A n AT)} - %[(A + AT)} — L(AT 4 (AT)T) = L(AT 4+ A) = B. Analogicznie

sprawdzamy, ze CT = —C. O

1 2 3
Przyklad 3.1.18. A= | 2 1 0 | macierz symetryczna
3 07
0 -2 3
B = 2 0 6 | macierz antysymetryczna
-3 —6 0

Definicja 3.1.19. Macierz utworzona z macierzy A;;, dla 1 <i <m,1 < j < n postaci

All A12 PR Aln

A21 A22 o e AQTL

Api | Az |- | Ao
nazywamy macierzq blokowqg. Macierze A1, Aja, . . ., Ai, stojace w i-tym wierszu macierzy bloko-
wej muszg mie¢ te same liczby wierszy, zas macierze Ay, Agj, ..., Am; stojace w j-tej kolumnie

musza mie¢ te same liczby kolumn.

3.2 Wyznacznik macierzy

Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy liczbe
detA € K okreslona nastepujaco:
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e gdy n =1, to detA = aq;

o gdy n > 2, todetA =377 | (—1)"aydetAy; =
= (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 + ... (—I)H”alndetAln,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza 1 j-tej kolumny.

Oznaczenia:
ai;r Q1 ... QAip ay; a2 ... QAip
21 Q29 ... Q9pn 21 Q22 ... Q9
detA = det | . ] ) ) Al =1 .
Ap1 Qpo2 ... QOpp Ap1 Ap2 ... Qpp

-3 2
detA = (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2-5- (—3) =17

Przyktad 3.2.2. A= [ Lo }

1 -2 3
B = 2 1 —6 detB = (—1)1+1a11det811 -+ (—1)1+2(I12d€‘t812 + (—1)1+3a13det313 =
-3 —6 8
1 —6 2 —6 2 1
—1-‘_6 8‘—(—2)-'_3 8‘+3-‘_3 _6‘——59

Metoda Sarrusa (tylko dla wyznacznikéw stopnia 3!)

1 -2 3
9 1 —6|=1-1-842-(—6)-3+(=3)-(=2)-(=6)
-3 —6 8
> 1 313+ 6 (-6)- 148 (-2)-2] = 59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a,;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n — 1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go symbolem
Mij~

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—=1)"7 - M;; € K.

1 =22 3
Przyklad 3.2.4. B=| 11 17 16
-3 —6 &0
1 3 1 3
B32 = 11 16 | M32 = dethg = ‘ 11 16 ’ 16 33 =—17

D32 = (—1)3+2M23 =17



Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M,,(K), gdzie n > 2. Wowczas:
i) Vie{l,2,...,n} detA=>"}_| ayDiy,

(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)

11) V] € {1, 2, . ,TL} detA = ZZ:l aijkj.
(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

1 2 4
Przyktad 3.2.6. B=| 0 2 -1 Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
1 2 2
1 4 1 2
detB:O-D21+2-D22+(—1)-D23:2-(—1)4-‘ L ‘+(_1).(_1)5.‘ L2 ’:_4
10101
20200
CcC=1213 01 Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,
32000
11041
a potem wzgledem ostatniego wiersza.
1011
detC =4+ (=1 My = —4-| 5 0 3 )| = 43D +2Ds) =
3200
011 1 11
— 12 (=1)P°My — 8- (=1)°Myp=12-{0 2 0| —-8-]2 2 0 |=-40
1 31 2 31

Wnhiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € T¢(K) lub A = [a;;] € TP(K). Wéwczas

detA:alyaggm..'am.
5 2 0 O 10 0 O 0
0 3 —11 22 020 0
Przyktad 3.2.8. A = 00 -1 7 B = 003 0
0 0 0 2 00 0 -1
3 —11 22 .
detA=5-(=1)2| 0 —1 7|=5-3-(=1) =5-3-(=1)-2
0 0 2 0 2

detB=10-2-3-(—1) = —60

Interpretacja geometryczna wyznacznika macierzy stopnia 2
Rozwazmy wektory na plaszczyznie @ = [a, b], ¥ = ¢, d]. Niech D bedzie réwnolegtobokiem roz-

. . b
pietym na tych wektorach. Wowczas pole |D| tego réownolegtoboku jest rowne |det { Cé d } |.
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Dowdd mozna znalezé¢ w [3].

S

\/

Wtlasnosci wyznacznikow

Niech A = [a;;] € M,(K). Oznaczmy przez Aj k-ta kolumne macierzy A, czyli A =
[Ay, As, ..., ALl

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.

i)
i)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

ix)

detA = det(AT)
Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to woéwczas detA = 0.

Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez liczbe
A #£ 0, to wowcezas det B = \ - det A.

Jesli Ay = By, + Cy, to wowczas detA = det[Ay, ..., By,..., Ay] +det[Ay, ..., Cy, ..., A,

Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch kolumn,
to wowczas detB = —detA.

Jesli istnieja k,1 € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay = AA;, dla pewnego A\ € K, to
wowczas detA = 0.

Jedli jedna z kolumn jest kombinacjg liniowa pozostatych, tzn. IA;, ..., A1, Adgar, ..., A €
K Ap =370 N - Ay, to wowezas detA = 0.
Jesdli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn

macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.
Jesli B € M, (K), to wowczas det(AB) = detA - detB.

Jesli macierz A jest macierza blokows postaci

B0 }|.../0
? |By|...| O
T .| By
gdzie By, Bs, ..., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogot r6znych stopni), 0 macierzami

zerowymi, za$ 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas
detA = detB; - detBsy - ... - detB,,.
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Przyklad 3.2.10.

macierz blokowo — diagonalna

2
7
0
0

2 1 10 3
detA = det [ . 1} -det{ 5 4} =(2—-7)-(40 —15) = —125
Whniosek 3.2.11. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = A" - detA dla dowolnego 0 # X € K
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N.

Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika
Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba)

A-w;, A€ K, A # 0 pomnozenie wiersza przez liczbe (r6zna od zera)
w; + A -w;, A€ K dodanie do w; wielokrotnodci w;,

Przyklad 3.2.12.

2 1 3 4
11 10 1
A= 32 10 3
11 55
11 10 1 1 1 10 1 1 1 10 1
W1eW2 2 1 3 4 W2—_2W1 B 0 —1 _17 2 W3—W2 O —1 _17 2 o
detd ™= 3210 3| wow |0 -1 =20 0| 0 0 -3 —2|°
11 5 5| @™ 0 0 -5 4 0 0 -5 4
1 1 10 1 1 1 10 1
=30 |2 e B I 1§_31(—1)13_—22
0 0 -5 4 0 0 0 2

Przyklad 3.2.13. Dane sa macierze A, B € M;(R) takie, ze A = [a;;], gdzie

o 1 ;1] : — : - ' _ ap3 A2RT
Ajj —{ Wi—1)+j : i—j , zas detB = 9. Oblicz wyznacznik macierzy C' = 3B°A*B".

Korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw, obliczamy

detC = 3°det(B*)det(A?)det(B") = 3°(det B)*(detA)?.
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111 1 1 1111 1
1 41 1 1 |ww 0300 0
PonadtodetA=|1 1 7 1 1 [="|0 06 0 0 |=3-6-9-12=23%.25
1 1110 1 |wwi|00O09 0
111 1 13 0000 12
5

Zatem detC' = 3°- 9% . (3°-23)% = 323. 26,

3.3 Macierz odwrotna

Jesli dla danej macierzy kwadratowej A € M, (K) istnieja macierze B,C € M, (K) takie, ze
AB =1 oraz CA = I, to wowczas B = C. [f| Istotnie,

C=CI=C(AB) = (CA)B =IB = B.

Definicja 3.3.1. Macierz B € M,,(K) nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A € M, (K),
jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A~L.

_ (01 e b,
) ez

1 cd| |10 - - ..
AAT =1 & [c d]{O 1} = c=0A ¢ =1 sprzecznosé¢

Zatem nie istnieje A1,

Przyklad 3.3.2.

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie.

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, za§ D = [D;;| macierza jej dopelnien

: . -1 _ _1 T
algebraicznych. Wowczas A= = -+ D",

Definicja 3.3.5. Niech A € M,,(K) bedzie macierzg niecosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej do-
pelien algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A i oznaczamy
symbolem AP.

Wnhniosek 3.3.6. Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z ciata
K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienna. Grupe te oznaczamy
symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

SMozna uzasadni¢ tenze fakt przy stabszych zalozeniach, mianowicie jeli dla danej macierzy A € M, (K)
istnieje macierz B € M, (K) taka, ze BA = I, to wowczas AB = I i vice versa.
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Metody wyznaczania macierzy odwrotnej
1. Za pomoca definicji

- 35 e b _,
Przyktad 3.3.7. A = [ 1 2}, A = [ . d} =1

detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.

3a—b=1
3a—b ba+2b 5a +2b=10 2 _5
-1 _ — -1 _ 11 11
44 _“:’{3c—d 5c+2d}_1© 3e—d=0 A4 —{ﬁ %}
bc+2d=1

2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Przyktad 3.3.8.

2.7 3 1
A=|3 9 4|, A'l= CAP =7
15 3 detA
detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoréw elemen-
tow a;;. Wowcezas
[ |9 4 3 4 3 9|]
5 3 13 15
7T 5 6
73 2 3 2.7
5 3 13 1 5 1 —1 -3
73 2 3 27
| 19 4 3 4 3 9] ]
7 =5 6 7T -6 1
1 1 =3 6 -3 -3

3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M, (K) bedzie macierza nicosobliwa.

[Al[] operacje  elementarne [I’A_l]

tylko na wierszach!

Algorytm Gaussa: macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gérna — [

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposob uzywania metody operacji elementarnych.

33



Przyklad 3.3.9.

12 01
00 —1 2 1
— ?
4 10 21’A
00 10
(1 2 0 1]/1 0 0 0 1 2 01] 1000
Al = 00 —12/01 00| ws—wy | O 0 —=1 2] 01 00 —Lws
o 10 210010 0—2 20—1010 wg na koniec
(00 10/000°1 0O 0 10| 00O0°T1
12 0 1]/10 00 12 01l10 00
01 -1 020 =2 0| witws [0 1 =101 0 =L 0 fuw
00 10/00 01 00 10/00 01
(00 -1 2/01 00 00 O02/01 01
12 0 1|1 0 0 0 12 001 -5 0 —3
01 =1 0/3 0 =2 0 w-w_ |01 =105 0 =3 0| wtu
Emmm— Emmm—
00 10/00 01 00 10/0 0 0 1
00 01/0 1 o031 o0 o010 5 o0 1
(12 00[1 -5 0 —% 1000[0 - 1 =2
0100[3 0 -3 1] w=o2w 01003 0 -3 1
0010[/0 0 0 1 "loo10/0 0 0 1
000 1{0 & 0 1 000T1/0 % 0 3
0 —3 1 =2
L9 1 7
-1_ | 2 2
Zatem A 0 o0 0 1
0 3 0 3

Wtasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), « € K, a # 0, r € N. Jesli macierze A i B sa
odwracalne, to wowczas macierze A™1, AT, AB, aA, A™ réwniez sg odwracalne i prawdziwe sg
nastepujace réwnosci.

) det(A~ ) deltA iv) (ad)t=1.47"1
i) (A~ 1 V) (AB)j =B~ 1AT1
111) (A~ 1) (AT) vi) (A7) = (A7)

Przyklad 3.3.11. Rozwigzemy réwnanie macierzowe E4(X —4I)T = %E3F3D*1DT wiedzac,
ze D, E, F € M,(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna, zas

1310 v2 0 0 0
0310 02 0 0
E=lya200 I~ 00 -2 0
000 3 00 0 V2
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Poniewaz D jest symetryczna, spetnia warunek D = DT, Stad D~'DT = D='D = I.

20 00
08 00
: ' 3 _
Ponadto F' jest diagonalna, zatem F* = 00 -8 0
00 0 2

Macierz E jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Obliczamy

EYX —4I)T = JE*F3D'DT = L 3 F3
(X 4T = E*LE3F3 = Lp-1F3
X —4] = (%E_IFS)T — %(Fg)T<E_1)T
X =4I+ Y (F3)T(E-1)T.

Pozostaje obliczy¢ E~! i wykonaé¢ odpowiednie mnozenia oraz dodawania.

Twierdzenie 3.3.12. Jesli macierz kwadratowa A jest macierzg blokowo-diagonalng postaci

A 0 ... 0
0 A, ... 0
A= ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalne sg
0O 0 ... A
A0 .00
0 At ... 0
macierze Ay, Ay, ..., A,. Wowczas A~! = .
0 0 At
22 0 0 0
0 8 -6 0| . ) ) 1
Przyktad 3.3.13. Czy A = 0 16 -8 0 jest odwracalna? Jesli tak, oblicz A™".
0O 0 0 =«
221 0 0] 0
) ) 0| 8 -6 0
Jest to macierz blokowo-diagonalna ol16 —gl o
0l 0 Of~x

Kazdy z blokéw jest macierza nieosobliwa, zatem A jest odwracalna.

61" _1 3
ovticzamy [ 2] = [ 1. ,§ 0| = 5| (] =12)
2 4
508 o
Stad A7 = | 1
0o 0 0 1

™
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyklad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Uktady rownan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych - podstawowe pojecia

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., x,
o wspotezynnikach z K.

a11T1 + a2 + ... + Q1 Ty = bl
Aoy ATz ¥ oo Flonn = b2 e e 0 m) e {1,2,. . n)
Am1Z1 + Q2% + ... + ATy = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspdtczynnikami ukladu, za$ liczby b; wyrazami wolnymi Jesli
by = ... = b, = 0 to uklad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (y1, e, ..., vs) € K™ spelniajacy ten uktad.
Uktad nie posiadajacy rozwigzania nazywamy uktadem sprzecznym, uklad posiadajacy doktad-
nie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, za$ uklad posiadajacy nieskonczenie wiele roz-
wigzan - uktadem nieoznaczonym.

Przyktad 4.1.1.

r—y = 3 r+y = 5 z+y = 0
20 +y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
AY
y=-2X AY AY
y=x-3
y=5-x = y=5-X
- g
X
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny
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Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX = B,
gdzie

11 A2 ... QAip x1 by

Q21 dA22 ... Q2q T2 by
A=| o X=|" B=

m1 Am2  --. Gmp Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyklad 4.1.2.

$1+[L‘2+2[L‘4:1 1 10 2
T1+ 29 —24=0 <~ 1 1 0 -1 = 0
$1—$2+1’3—£L’4:9 1 -1 1 -1

4.2 Uklady Cramera

Definicja 4.2.1. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to ukltad réownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera.

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest ukladem oznaczonym.
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A~ mamy X = A~'B. O

Whiosek 4.2.3. Rozwigzanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~!B. Mozna je rowniez znalez¢
za pomoca wzorow Cramera

Vie{l,2,...,n} z;=——

gdzie A; jest macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna wy-
razéw wolnych B.

Przyktad 4.2.4.
Uktad { 30 =2y =5 jest rownowazny rownaniu [ 3 2 } { o } = [ o }

2v+4y =1 2 4 Y 1
W = det { g _i } =16 # 0 = uktad jest ukladem Cramera

Metoda eliminacji:

11 _ 7
g oraz Yy = —-z

y=32z—2 zatem 2z +4(3x —3) =1, skad = = 0

2 27

Rozwiagzanie rownania macierzowego:
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Wrzory Cramera:

W_detA_167é0,Wx_detA1_‘? _i‘_zz,wy_demz_‘;’ f’_—z
_ Wy _ 22 , _ Wy _ _ 7
T=w=1%Y9Y= W= 16
Whniosek 4.2.5. i) Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwigzanie
zerowe 1 = ... = x, = 0.

ii) Jesli detA = 0, to ukltad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.

Przyklad 4.2.6.

Uktad { Oz +0y =0 jest uktadem sprzecznym. Ponadto W =W, =W, = 0.

Oz +0y =5

Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykazaé, ze jesli detA = 0 oraz detA, # 0 dla pewnego k €
{1,2,...,n}, to ukltad jest sprzeczny.

ii) Jesli detA = 0 oraz detA; = 0 dla kazdego i € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony
lub sprzeczny.

4.3 Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Capellego

Definicja 4.3.1. Niech A = [a;;] € My,xn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie k € N,
k < min{m,n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z macierzy A
poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € Mpy,«n(K), A # 0 nazywamy najwiekszy stopien jej
niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy, ze rzad
dowolnej macierzy zerowej jest réwny zero.

r(A) < min{m,n}

Przykiad 4.3.3.

5 -2 1 3 51 3
A=| 0 03 —1[,7(4)<3, | 03 —1|=-50%£0,r(4)=3
10 23 9 10 3 9
(13
4 12 13| [13] [13] |4 12
B=1y o rA=2 ’4 12‘_’3 9’_ 2 6’_‘3 9’_0
2 6
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4 12 39 . U
‘2 6‘_‘2 6'—0,7“(B)—1, Mozna zauwazy¢, ze ko = 3k
1 2
=101, ray<2 | o0 ae|l 2|20, r0) =2
07 01
07
11 1
D=2 2 2 |,r(4) <3, wy =2w;, w3 =3wy, r(D)=1
3 3 3

Twierdzenie 4.3.4 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A € M., (K). Wowczas
i) r(4) =r(AT),
ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.
Dowad. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. [,
Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,x,,(K) nazywamy macierzq schodkowq, gdy pierwsze niezerowe
elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja sie w kolum-

nach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezerowym wierszu,
a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

Przyklad 4.3.6.

2226 3 0 12 9 1 2 31
06 60 3 0 01 -7 0 2 21

A= 0000 -1 —1 B = 00 O ¢= 006 1
0000 O 9 0 0 15 0070

4 schodki 3 schodki to nie posta¢ schodkowa

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy (t;.
schodkow).

Dowadd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy macierz
trojkatna goérng nieosobliwa. [

1 234 5 1 2 3 4 5
1255 7 10| w—2w [0 1 -1 -1 0 | ws+2ws
Preykiad 4.3.8. P214689 3 |0 =2 —4 7 <17 | “wetws
4778 3|0 -1 -5 -8 —17
12 3 4 5
01 -1 -1 0
00 6 —9 17| "P)=3
00 -6 -9 —17
Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi z1, ..., x, o wspotczynnikach z K

postaci AX = B.
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Macierz U = [A|B] = | . ) ) ) € My (n41)(K) nazywamy macierzq uzu-

Ami Ama -+ Qmn  bOm

petniong uktadu AX = B.

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownarn liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Wniosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — r
parametrow.

Przyklad 4.3.11.
r—y+3z = 5
do +y+ 7z
or+2y+8 = 4

I
o0

1 -1 3|5
U=[ABl=|4 1 7|8 |,r(A)<3,rU)<3

5 2 8|4

1 -1 3/ 51, [1 -1 3| 5 1 -1 3| 5
Ut 5 5|12 | 25l 0 1 1| -2 s g | L2
w7 o~ =21 e [0 1 -1 -3 0 0 0 -2

r(U) =3 #r(A) =2 = uklad sprzeczny, brak rozwiazai

Algorytm rozwigzywania uktadow réwnan liniowych
1. Jesli r(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy row-
niez minorem macierzy U). Wéwczas uklad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réwnan uktadu), ktoére nie tworza M. Jesli r = n,
to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jedli r < n, to n — r niewiadomych, ktérych wspotczynniki nie tworza M, przenosimy
na strone wyrazéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne niezalezne). Uktad
ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r parametrow. Moéwiac doktadnej r sposrod
niewiadomych oznaczanych 1, ..., z; zalezy od pozostalych n — r niewiadomych z,_,,..., ]

) n*
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Przyklad 4.3.12.
20 —y+3z = T
3r 4+ 2y — 5z
dr +>Hy—13z = 1

2 -1 317
=[AlB]=3 2 =54 |,r(A)<3,rU)<3
4 5 =131
-1 2 317 -1 2 3|7
oo 2 3 5|4 | =21 0 7 118 H{_éii’lﬂ
zmienney X Z 5 4 —13 11 w3—+5dw1 0 14 2136
‘ _é ? ‘ # 0 minor niezerowy
—y+2xr = 7T—-3z2 Y 7T—3z
{ 7w o= 18—z W x 18— 2
| N 781; %
uktad nieoznaczony, rozwigzania ¢ y = —= + 7
zeR

Whiosek 4.3.13 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A, B € M,,«,(K). Wowczas
i) Jesli detA # 0, to wowczas r(AB) = r(B).
ii) Jesli detB # 0, to wowczas r(AB) = r(A).

4.4 Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy réwnowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbiér rozwia-
zan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza ztozonego z samych zer
lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja rzedu macierzy
U, zatem prowadza one do réwnowaznego ukladu rownan. Ewentualne przestawienie kolumn
macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.

Dokonujac réwnowaznych przeksztalcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz
= [A|B] do postaci

Sir+1 -+ Sin | 1

1.

AI B/ — T
[ ’ ] Spr41 -+ Srn | Zr
0 ... 0]0 . 0 |z

Jesli z,41 # 0, to uklad jest sprzeczny.
Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uktad jest oznaczony i jego rozwiazaniem jest
v, =z, dlaie{l,2,...,r}
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Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uklad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja postac

/
T 21 . 5 Lrt1
/ 1r+1  --- 51, /
Ty | | %2 ot n T,
'/ Srr41 --- Srn '/
x, 2y x,

Przyklad 4.4.1.

T+ 209 —2r3—14 = 1
$1+ZL‘2‘|‘I‘3+31‘4 = 2
3$1+5.T2—3?3+£E4 = 3
1 2 -1 —1]1 1 2 -1 —1]1 1 2 -1 —1] 1
U=|11 1 3|2| 2" 10 -1 2 4|1 |=2"=10 -1 2 4| 1
35 -1 1|3 ™ o -1 2 4|0 0 0 0 0]-—1
Rownanie 0xq + 0xy + Ox3 + 0zg = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.
Przyklad 4.4.2.
20 +4y+92—5t+6u = 13
r+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+ 72— 11t +2u = 18
4o +8y+19z — 15t + 1lu = 20
—sr—y+z+3t+2u = -3
[ 2 4 9 -5 6] 13 1 2 4 —4 2|5
1 2 4 -4 2| 5 2 4 9 -5 6[13 | w-2m
U=| 3 6 7 —11 2|18 | ™™ |36 7 —11 2|18 | =2,
4 8 19 —15 11] 20| 2™ |4 8 19 —15 11|20 | “a
-1 -1 1 3 2|3 1 2 -2 —6 —4| 5
1 2 4 —4 2|5 L 4 4 9 9%
00 1 3 23
00 -5 1 —4|3 |tk |0 13 2 0831 wstsuy
zmienne xztuy 0 —b5 1 —4 013 wq—3w2
00 3 1 3|0 o 3 1 30l0
|00 6 —2 —6|0 |
14 -4 22| 5 L4 4 2 218
0 1 3 2 0 3| (~1)wa kgerky
%101 3203
0 O 16 6 0 18 0 O 8 3 O 9 zmienne x z u t y
|00 -8 =3 0]-9
(1 4 2| -4 2 X 1 4 2]-4 2|5 1 4 0]-28 2]-1
012 303|012 30/3]%2 010 -Io0 -3
|00 3] 8 0|9 001 £o0[3]™™ |oo1] %o0] 3
100l 02|11
w10 1 0] -1 0] -3
001 50 3
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r=11—-2y

, . 7 . . z=-3 + 3t
roOwnowazny uktad ¢ z — %t =-3 rozwigzania 3 t3
8¢ — 923
u+3t=3 .t €R

r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uklad nieoznaczony, nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od
5 — 3 = 2 parametréow

Uwaga 4.4.3. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny,
lecz nie jest dowolny.

Przyklad 4.4.4. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiazaniu

ukladu rownan.
r—3y+z—2s+t=->

20 — 6y —4s+t=—-10

2z +t=0
1 -3 1 -2 1| =5 1 -3 1 -2 1|-5
U=[AB]=]2 -6 0 —4 1|10 | 22210 02 0 1| 0
0 02 01| 0 0 02 01| 0

1 -3 1 =2 1—5}
— r

0 02 01| 0 :=r(A) =r(U) =2, n =5, n —r = 3 parametry

Trzy zmienne sposréd pieciu mozna wybraé na (5) = 10 sposobdw.

3
Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry
kl, k3 {y7 S, t}
ki, ks {y, z, s}
kﬁg, k’g {[L’, S, t}
ko, ks {z,2,s}
k4> k3 {%, Y, t}
k47 k5 {ZL’, Y, Z}
ks, ks {z,y,s}

Uwaga 4.4.5. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest uktadem Cramera, wykonujac
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupelnionej U = [A|B], sprowadzamy t¢ macierz
do postaci [/|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu.

[A|B] operacje  elementarne [I|X]

na wierszach

Przyktad 4.4.6.
r+y+z = 3
20 —y—z =
r+3y+z = 5

e}
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[A|B] =

uktad oznaczony, jedyne rozwiagzanie z = 1,

| 0

1 13 11

—1 —1]0 | =210 -3

3 1|5 7 o 2
1 1] 37 11 0
1 1] 2| 2™, 101 o0
0 —1|-1] ™™ oo -1
1, y=1,

Przyktad 4.4.7. Okresl ilo$¢ rozwigzan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

Ty + 2232 + (p + 1)1}3

20y + 4dzy + (2p+4)x

(p+1Dxy + 222 + (p+1)xs

1 + 29 4+ (p+3)xs

1 2 p+1 p+3 4

2 4 2p+4 4p+6|p+15 | we—2u
p+1 2 p+1 p+3 | p+4 ws—ws
1 2 p+3 2p+2| 11 e
2 p+1 1 p+3 4

k1 zaks 0 2 0 2]? P+ 7
zmienne X2 X3 X1 X4 0 0 P 0 P
0 2 0 p+1 7

Whioski:

Dlap € R\ {0,1} mamy r(A) =

_|_

+
+
+

W4 —w3

4

p+15
p+4
11

1 p+3
0 2p
p 0
0 1—p

= n = 4, zatem uktad jest oznaczony.

Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze r(A) = r(U)
Zatem uktad jest nieoznaczony.
Posiada nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.

S O O

=4.

S O O
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Geometria analityczna w R3

5.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : z,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (x,y, 2), gdzie x,y, z to wspolrzedne punktu

—

e zbidr wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspoéhrzednych a P = [z,y, 2|, gdzie
x,y, 2 to wspolrzedne wektora

e zbior wektoréw swobodnych a@. Wektor swobodny to zbior wszystkich wektoréw zaczepio-
nych (w r6znych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez 0 = [0, 0,0] wektor zerowy.

Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, Uy, u,], U= [0y, vy, V], X € R.
U+ U= [uy + vy, uy + vy, u, +v,]  suma wektorow

A ﬁ = [Aug, Auy, Au,] iloczyn wektora przez skalar
—U = [—ug, —uy, —u,] wektor przeciwny do @
1_[ V=44 (—v)=u+(—1)-7¥ roéznica wektorow
AZ i-o, AZ
s \
i@
-7
u+7
> b
ﬂ . y
v
v
X X

Dtugosé wektora
Oznaczamy przez |u| dtugos¢ wektora u. Jesli P, = (x1,y1, 21), Py = (22, Y2, 22), to woOwczas

— _—
PiPy=[x9— 21,92 — 1,22 — 21}, |PiPa| = /(22— 21)2 + (y2 — 91)2 + (22 — 21)%.
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Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przez 1 = [1,0,0],5 = [0, 1,0],/% =
[0,0, 1] wersory osi ukladu wspotrzednych. Wowcezas zapis @ = [u,, u,, u,] oznacza @ = u,t +

uyj + u.k. Ponadto |u] = \/u2 + u2 + u?.

Whasnosci diugosci: i =0 < @ =0, |A-d| =|A|-|d|, |@d+ 9] < |d]+ |V].
Wersorem niezerowego wektora U nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co .
Oznaczamy go u. Oczywiscie 1 = U

Jesli 4 = [uy, uy, us], to u = [W’ o

. w:oooudooul 1
=\ T e T T EEVe T e =L

Jesli wektor @ = [uy, uy, u;] tworzy z dodatnimi potosiami uktadu wspotrzednych katy «, 5,7,
odpowiednio, to katy te nazywamy kqtami kierunkowymi, zas§ wspotrzedne wersora u, czyli

liczby cosa = %"‘, cos B = %, cosy = ‘“—Z nazywamy cosinusami kierunkowymsi wektora .

|al”? il

AZ

<V

Iloczyn skalarny

Oznaczamy przez £ (i, V) kat miedzy wektorami , U/
Przyjmujemy, Ze jego miara nalezy do przedziatu [0, 7].

Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektorow @, v nazywamy liczbe |u] -
|U| - cos £(u, ¥). Oznaczamy ja symbolem @o¢. Gdy jeden z wektoroéw jest zerowy, przyjmujemy,
ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli @ = [ugy, uy, u.], U = [Ug, vy, v,], to woOwezas W0 ¥ = u, v, +uyv, +u,v,.

Przyklad 5.1.3. [1,4,0]0[2,-1,1]=1-2+4-(-1)+0-1=-2<0
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty:.
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Twierdzenie 5.1.4 (Wlasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow u, v, W prawdziwe sg nastepujgce rownosci.

1) 4ov=vou
il ﬁoﬁ:|ﬁ|2

iv) (44 v) oW = (d o W) + (U o W)
v) [wod] < ful - |7]
vi) ©#£0,0£0,000=0 = @L7

Dowaod. Wynika wprost z definicji. [

Uklad wspoélrzednych

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych sie w
jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
AZ AZ
X Y
y X

- = =

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (u, U, w) ma orientacje zgodng z orientacja

uktadu wspotrzednych, jesli
Up Uy Uy
Uy vy Uy | >0.
Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u, v nazywamy wspotliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w ktorej
zawate sa te wektory. Piszemy wowczas @ || U.

Definicja 5.1.6. lloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow
U, U nazywamy wektor w taki, ze:
i) w L, W L7,

i) || = || - |7] - sin £L(@, V)
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iii) orientacja trojki (ﬁ, U, lU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

Wektor w oznaczamy symbolem X .

Jesli @ =0 lub @ = 0, to przyjmujemy @ X ¥ = 0
Przykladslzzx =jxj=kxk=0 A
1 X )=k, Xk=1 kxi=j jxi1=-k kxXj=—1, ixXk=—j

t J k
UXT=|uy U, u,
Uy Uy U,

Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, —3],7 = [3,4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

O e N P
ixv=|12 -3|=i i ?‘—j :1)) §‘+k ; 3'2[22,—14,—2]
34 5
lub metody Sarrusa
uxv=|1 2 =3 |=100+4k—9) — 6k + 120 — 57 = 221 — 145 — 2k.
34 5

Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow u, v, W prawdziwe sg nastepujgce rownosci.

')ﬁxﬁ —U X U ) (04 @) = (4 x 0) + (4 x &)
i) A(if % 7) = (M) x T =1 x (M) v) |@ x 0] < |i] - |7]
i) (@ 4+ 7) x @ = (@ x @) + (Fx @) Vi) @xT=0 (T7Va=0v7=0)

Reguta prawej dloni:

<Y
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Uwaga 5.1.11. Pole rownolegloboku rozpietego na wektorach @, ¥ rowne jest | x 9.

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy, uy, u.], U = [vg, vy, V,],0 = [wy, wy, w,]. lloczynem mieszanym
uporzadkowanej trojki wektorow @, ¥, i nazywamy liczbe (¢ X ¢) o . Oznaczamy ja symbolem
(@, v, ).

Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [uy, Uy, u,], T = [0z, vy, 0,],0 = [wy, wy, w,]. Wowczas

Uy Uy Uy
(ﬁ, U, u7) =| v, vy, v,
Wy Wy W,

U Uy Uz Uy, U Uy U Uy U
Dowdd. | v, v, v, |=wy| Y Fl—w,| " Fl4w,| T Y |=
v, U, Vy U, . U
y y
Wy Wy W,
U, U Up U Uy U
— Y z xT z x Yy = — —
—[w:mwy’wz]o ) 9 —U}O(UXU) |:|
Uy Uy Uy U, Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objetosé rownolegloscianu rozpigtego na wektorach @, v, @ réwna jest | (@, 7, @)].
h

Dowdd. Niech o« = £(@ x ¢,%). Poniewaz V' = P,-h = |4 x ¥] - h oraz cosa = ) Zatem

V=1|ux||Wcosa=wo (dxv). O

Przyklad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,—-1,2),D = (1,3,5) leza w
jednej ptaszczyznie?

Punkty leza w je_dr)mj_p}las_zgzyinie wtedy i tylko wtedy, gdy objetosé czworoscianu rozpie-
tego na wektorach AB, AC', AD jest rowna zero.

AB = [4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = [0,3,3]

|4 13
(AB,AC,AD): 2 1 0|=-124+18-6=0
0 33

Punkty sa wspotptaszezyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow u, U, W, @ prawdziwe sa nastepujace rownosci.
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5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R?

Réwnanie ogélne i normalne plaszczyzny

Niech Py = (o, Yo, 20) € R?® bedzie ustalonym punktem, zas 77 = [A, B, C| # 0 ustalonym
wektorem. Wowczas zbior

7={P=(x,9,2) €R*: F?Lﬁ}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i prostopadta do wektora n. Wektor 77 nazywamy
wektorem normalnym plaszczyzny 7.

Penr & ]_3(;]_5077:0<:>A(x—x0)+B(y—yo)+C(z—zo):O

Réwnanie normalne: 7 : A(z — ) + B(y —yo) + C(z — 29) =0
Roéwnanie ogodlne: m: Ar+ By+Cz+D =0, D=—Axq— Byy — Cz

Przyklad 5.2.1. i) By =(1,2,5),n=1[1,-1,3], hen,n L, 7 ="
nm:1-(z—1)+(-1) - (y —2)+3- (2 — 5) = 0 rownanie normalne

m: x—1y+ 32 — 14 = 0 réwnanie ogblne
ii) Plaszczyzna Oxz opisana jest rownaniem y = 0.

iii) Z rownania plaszczyzny 7 : x + z = 0 mozemy odczyta¢ wektor normalny 7 = [1,0, 1]
oraz punkt nalezacy do ptaszczyzny Py = (0,0,0).

Rownanie parametryczne ptaszczyzny

Niech Py = (w0,%0,20) € R3 bedzie ustalonym punktem, Eaé ad = [ag,ay,a;] # 0, b =
[bz, by, b.] # 0 ustalonymi wektorami niewspolliniowymi, tj. @ }f b. Wowczas zbior

_ .
T={P=(v,y,2) €ER®: 3Jt,sc R PP =td+ sb}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i rownolegta do wektorow a, b, Mowimy, ze wek-
tory a, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

_ . o

PyP =td+ sb & [v — x0,y — Yo, 2 — 20| = t|ag, ay, a;] + s[by, by, b,]

rT=x9+t -a,+s-b,
Rownanie parametryczne: 7 : y=yo+t-a,+s-b, ,t,seR
z=zy+t-a,+s-b,
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Przyktlad 5.2.2. i) Napiszemy rownanie parametryczne i rownanie ogolne plaszczyzny m
przechodzacej przez punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

AB=[1,4,0] | 7, j=[0,1,0 | Oy = j = Aex
Ptaszczyzne m mozemy opisaé¢ réwnaniem parametrycznym postaci

r=1+1-1+0-5s =1+1
T y=1+4-t+1-5s =1+4t+s , t,scR.
z2=44+0-t+0-5 =4

—_— ~
Wektor 77 := AB X j jest wektorem normalnym ptaszczyzny w. Znajdziemy jego wspol-

rzedne. R
R 1 gk

ABxj=|1 4 0|=1[0,0,1]
010

Réwnanie ogolne ptaszczyzny m ma posta¢ m: 0-(x —1)+0-(y—1)+1-(z—4) =0,
skad m: 2z =4.

ii) Zapiszemy rownanie parametryczne plaszczyzny m danej rownaniem ogolnym
T:x—y+3z—14=0.

Przyjmijmy y = t, z = s, wowczas

r=t—3s+14
e y=t , t,s € R.
z2=35

Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postaci 7 : 2 4+ ¥ + 2 =1, gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne przecho-
dzaca przez punkty (a,0,0), (0,b,0),(0,0,c). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe plaszczyzny.

Rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty
Pl — (m17y17 Zl)a PQ == (1'2, Y2, 22)7 P3 - ($37937 23) ma pOStaé

r—r Yy—hnh =Z2—=2
T | X2—%1 Yo—Y1 22—z | =0.
T3 —T1 Ys—Y1 23— <1

. . . —) —)
Istotnie, poniewaz Py Py = [x9 — x1,y2 — Y1, 22 — 21|, P1Py = [x3 — x1,y3 — Y1, 23 — 1] || 7 oraz

n=PP,x PPy 1 7, zatem
———
W:{P:(Z’,y,Z)Z P1P J_ ﬁ}:{P:(Qf,y,Z) [ff—fﬂl,y—yl,Z—Zl]Oﬁ:O}.
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5.3 Prosta w przestrzeni R3

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

Niech Py = (9, %0, 20) € R? bedzie ustalonym punktem, za$ d@ = [a,, ay, a;] # 0 ustalonym
wektorem. Woéwcezas zbior

| ={P=(z,y,2) €R®: RP|a}

jest prosta przechodzaca przez punkt Py i rownolegla do wektora a. Wektor @ nazywamy wek-
torem kierunkowym prostej .
— .
Phel & dteR : BRP=ta
r=x0+1t-a,
Rownanie postaci [ : y=1y +t-a, ,t¢cRnazywamy rownaniem parametrycznym prostej
z2=2zy+t-a,

.

T—x0

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢, otrzymujemy réwnanie postaci [ :
0 = 250 ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej [.
Yy z

Rownanie krawedziowe prostej

Niech 71 : Ajz+Biy+Ciz+D1 =0, my 1 Asx+ Boy+Coz+ Dy = 0, gdzie A2+ B2+C? # 0,
A%+ B2+ (% # 0 beda dwiema nieréwnolegtymi plaszczyznami. Ich czescia wspolng jest prosta
= 1 N 9.

Pel & (Pem ANPem)

A1$+Bly+012+D1:O

Réwnanie krawedziowe: [ : { Apt+ Boy+ Cz+ Dy = 0

Przyktad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i réwno-
legtej do ptaszczyzn m : 6x —y+2—-2=0,m: 2+ 3y —224+1=0.

Oznaczmy 7y = [6,—1,1] L m, s =[1,3,—2] L my oraz @ =1, X 7iy || [.

i j i r=2-—1t
Wowezasd=|6 —1 1 |=[-1,13,19] orazl: { y=3+13t ,teR.
1 3 =2 z=1+19¢

5.4 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

Wzajemne potozenie plaszczyzn

Niech m : Ay + By + Ciz + Dy =0, iy = [Ay, By, Cy] # 0,
Ty 1 Aot + Boy + Coz + Dy =0, 1y = [Ag, By, Cs] # 0.
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Szukanie punktéw wspoélnych 7, oraz my polega na rozwigzaniu uktadu réwnan

Al.ilf -+ Bly + Clz -+ D1 =0 Al Bl Cl :I; . _Dl
AQI + Bgy + CQZ + D2 =0 A2 B2 CQ 5 o —D2 '

. o A1 Bl Cl . A1 Bl Cl —D1
Nle(:hA—[A2 B, Cz]’U_{Az By, Cy —Dz}

Plaszczyzny moga by¢ rownolegte. T < nylne < n x =0
Woweczas albo m = my < ‘:—; = g—; = g—; = g—;, gdy r(U) =r(A) =1
albom Nm =2 & ﬁ—;:g—;zg—;#g—;,gdyr(U)zlr(A):l.

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszezyzny mp }f w9 przecinaja sie wzdluz proste;j.
W szczegolnosci moga byé prostopadte.

m L my e ngLng @7’507’5’2:0

& - =

Wzajemne potozenie prostych

Niech d@ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, zas b wektorem
kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P;.

Proste moga by¢ rownolegte. |k < @||b< @xb=0.
Woéwcezas albo [ =k, albo INk = @.

Gdy I } k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste [ i k leza w jednej ptaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory Py Py, d, b
leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [ 1 k maja jeden punkt wspoélny tj. [ Nk = {P},
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2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne stwier-
T
dzeniu, ze wektory P, P, d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowcezas [Nk = O .

—
Zatem proste [ 1 k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy (P1P2, a, 5) # 0.

Katy

Definicja 5.4.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy
proste sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi tychze
prostych.

ii) Kgtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny sa
prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami normalnymi tychze ptaszezyzn.

/

Definicja 5.4.2. i) Rzutem prostokgtnym punktu P na plaszczyzne m nazywamy punkt
P' € 7 taki, ze PP' L .

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ L .

T

L

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na ptaszczyzne m w kierunku wektora o' }f 7

54



Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaktadamy, ze nalezy do ptaszczy-
zny zawierajacej P oraz [:

N

Przyklad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

r=24+2t+s
e y=1+3s ,t,s € R.
z=34+t+s

Niech k bedzie prosta taka, ze k L 7, P € k.

w=12,0,1] || m, 17:[113,}] J| T, A=(2,1,3)en * P
PGk :
A=ixv Lx, d=[20 1|=[-3,-16], kLla=k]|a .
131 :
r=4-—3t :

k:Q y=5—-t teR, 7:-3x—-2—-(y—1)4+6(z2—3)=0 t P’
z=—-3+6t I '

7:3xr4+y—6z2+11=0 {P}=kNnn="
3(4—3t) 45—t —6(—3+60)=0=t=1 P =(1,4,3)

Definicja 5.4.4. Kgtem miedzy ptaszczyzng a prostg nazywamy kat o

mierze § — a, gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta

i plaszczyzna sa rownolegle) miedzy odpowiednio zwréconym wektorem
kierunkowym prostej a wektorem normalnym ptaszczyzny.
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r=2—-1
Przyktad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ,teR
z=242t
a plaszczyzna 7 : 3x+y+z2+1=0.

Mamy @ = [-1,0,2] || I, 7 =[3,1,1] L m. Oznaczmy = £(71,d), a = 5 — j3.
jfod] _ _|=3+042] 1, T aiceos
Al — VOritiy/1+4 /55’ =3 7=

. o _ . 1
albo sina = cos f = «a = arcsin T

Obliczamy cos f =

Odlegtosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegtosciq punktu P od plaszczyzny m, nazywamy dilugosé odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej [, nazywamy dtugosé¢ odcinka PP’ gdzie P’ jest rzutem
prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzér na odlegtoéé punktu od plaszczyzny

Niech Py = (x¢,yo,20) oraz m: Axr+ By+Cz+ D =0,71=[A,B,C] # 0. Wowczas
- |A£I?0 + Byo + CZO + D|

d(P07 7'(') - =

7]
x = x9+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L. m. Wowczas k : y=1yo+ Bt
Z =29+ Ct

{Fl}y=knm="
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A(zo + At) + Blyo + Bt) + C(z0 + Ct) + D = 0, t = —AzetButCarD

A2+B2+Cj Bt
d(P,m) = |PoPy| = /(At) + (Bt)? + (Ct)? = |t|/A2 + B? + C? = AmotBuei Cooth

Wz6r na odleglosé punktu od prostej

Niech Py = (=g, o, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P, o wektorze
kierunkowym a. Woéwczas

PPy xa
(1) = T

jal

Odlegtosé prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina plaszczyzny m, to wowczas odlegtoscia prostej [ od plaszczyzny m
nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od plaszczyzny.

// -3
e

Definicja 5.4.7. Odlegtosciqg dwdch ptaszczyzn (prostych) réwnolegtych nazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugiej.

Mozna wykazaé, ze dla ptaszczyzn rownolegltych my : Ax + By + Cz + Dy = 0, my :
Az + By+ Cz+ Dy =0, 3 = [A, B, C] # 0 zachodzi wzor d(m,m) = 2221

|7
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Odlegtlosé prostych skosnych

Przypomnijmy, ze jesli dwie proste leza w jednej plaszczyznie, to przecinaja sie lub sg réow-
nolegle. Proste, ktére nie sa do siebie rownolegle i nie maja punktéw wspoélnych nazywamy
sko$nymi. Zatem proste sa skosne, gdy nie lezg w jednej ptaszczyznie.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, zas b wektorem
kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P.

Zatozmy ze proste te sa skosne. Wowcezas ist-
nieja plaszczyzna 7 zawierajaca prosta [ oraz
plaszczyzna mo zawierajaca prosta k takie, ze b / _____

| my oraz m N m = &. Ponadto plasz- / -
czyzny rownolegte, na ktorych leza dane dwie /
proste skosne sa wyznaczone jednoznacznie. /
Istotnie, 7 jest plaszczyzna zawierajaca [ i
rownolegta do wektora b. Jej wektorem nor- k /~ [ aiiiiaes
malnym jest wektor @ x b. Podobnie, m, jest - el
plaszczyzna zawierajaca k i rownoleglta do ///
wektora d. Jej wektorem normalnym réwniez N
jest wektor @ x b. | Py

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwoch prostych
skosnych nazywamy odlegto$é dwoch ptasz-
czyzn réwnoleglych zawierajacych te proste.

Uwaga 5.4.9. Niech [ i k beda jak wyzej. Zalézmy ze proste te sa skosne, co jest rownowazne
e
stwierdzeniu, ze wektory P, P, d, b nie leza w jednej plaszczyznie. Wowczas

(PP, d,b)]

k1) = 1@ % b

Przyktadowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odlegtosci dwoch prostych skosnych mozna
znalez¢ tutaj.

Symetrie
Definicja 5.4.10. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz m ustalong ptasz-
czyzng.

i) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS = 5—15; .

ii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
A €1 taki, ze PA = AP oraz PA 1 1.

o8


https://enauczanie.pg.edu.pl/lab/geo3d/index.html?lang=pl&program=e

iii) Punkt P jest pu_nlftem ﬂf)metry(ﬂym do punktu P wzgledem ptaszczyzny 7, jezeli istnieje
A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA L 7.

. e — .
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Przestrzenie lintowe

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,-) bedzie ciatem, gdzie K = R lub K = C, za§ V' # & zbiorem. Niech
dane bedzie dziatanie wewnetrzne @ : V x V 3 (u,v) — u@® v € V oraz dzialanie zewnetrzne
O:KxV3(av)—acuvelV.

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V. @, K, ®) taki, ze
i) (V,®) jest grupa abelowa,

i) Vu,v eV Vae K a®(udv)=(ad@u)d(a®v)

)
)
iii) VoeV Vo, K (a+p)0v=(a0v)®(O0v)
v) VYoeV Va,feK (a-f)ov=a (o)

)

v)VoeV 1G0v=w

nazywamy przestrzeniqg wektorowq badz przestrzenig liniowg nad cialem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V nazywamy wektorami, zas$ elementy ciata K skalarami.

Przyktlad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R"=(R",®&,R,0)
Dla u = (uq,...,u,),v = (v1,...,v,) € R" oraz a € R definiujemy
udv= (U1+U1,...,un+vn), QQUZ)aul,...,Oéun>.

i) (K", ®,K,®), gdzie K = (K, +, ) to dowolne cialo
Dla u = (uy,...,up),v = (v1,...,v,) € K" oraz o € K definiujemy
UDV= (U + V1, Uy V), QU= (U, ..., Uy).

iii) (R® +,R,), gdzie R* = {f| f: R — R}
Dla f; : R —- R, fo : R — R oraz a € R definiujemy
fs = J1® fa takie, ze Vo € R f3(z) = (/1 @ fo)(2) := fi(z) + fa(x)
oraz fy = a ® fi takie, ze Vo € R fy(z) = (o ® fi)(x) := a - fi(x)
Elementem neutralnym dzialania @ jest funkcja stale rowna zero.

iv) Mpsn(R) = (Mysn(R), +, R, ), gdzie dziatania +,- to dziatania dodawania macierzy i
mnozenia macierzy przez liczbe.
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v) R[z] = (R[z], +,R, "), gdzie R[x] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej z o
wspotczynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielo-
mianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dzialania w ciele K = (K,+,-) i
dziatania w przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, -).

u-+v suma wektorow

a+ B suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a-f  iloczyn skalarow

Wowcezas dla u,v € V, a, 8 € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia wektorows. Niech 0 oznacza
element neutralny dodawania w V', zas 0, 1 elementy neutralne dzialann w ciele K. Woéwczas:

i) VveV VYaeK 0-v=a-0=0
VoeV VaeK a-v=0<%< (a=0Vv=0)
YVoeV VaeK (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)

)
)
iv) VveV —1-v=—v
) YoeV VYa,feK (a—p)-v=(a-v)—(5-v)
)

Niech V' = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K, +,:) iniech U C V
bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dziatlaniami

Bluxv : U XU 3 (u,v) mudveU, Olgxv: K xU 3 (a,v) — a@uv € U jest przestrzenia
liniowa nad ciatem K, to U = (U, ®|yxv, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowg lub
podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V,®, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V, to
wowcezas U jest podprzestrzenia wektorows przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Vul,ugeU Va e K ul@u2€U/\Oz®u1€U

lub réwnowaznie

Vup,up e U VYo,f € K (a®@uy) ®(BOuy) € U.
Dowad. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z faktu,

ze U jest podgrupa grupy V. [

Uwaga 6.1.7. Niech V = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U = {0} jest
podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniqg trywialng. Podobnie U = V jest pod-
przestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniami niewtasciwymi.
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Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowad. Jesli U jest podprzestrzenia liniows, to Vuy,us € U Va € K u;®us € U ANaGuy, € U.
W szczegblnosci —1 @ up = —uy € U oraz uy & (—uy) =0€ U. O

Whniosek 6.1.9. Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, za§ U C V podzbiorem
V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyklad 6.1.10.
i) V= (R[OJ]?_'—?Ra ')7 U= (C([()? 1]7R)a +, R, )

U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji ciagtych jest funkcja ciagta oraz iloczyn
funkcji ciaglej przez liczbe jest funkcja ciagta.

i) V= R[z],+,R,:), U={f € Rlz] : deg f — parzysty}

U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = z' + 2® oraz g(z) = —z'. Wowczas
(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U, ale f+g ¢ U.

i) V=R, +R,.), U={(z,y,2,t) ER*: 22 +2—-3t=0Ay =0}

U jest podprzestrzenia liniowa V. Skoro z = 3t — 2x oraz y = 0, zatem dowolny element u € U
jest postaci u = (z,0,3t—2x,t). Wezmy u; = (x1,0,3t1—2x1,t1) € U, us = (22,0, 3ta—2x9,t5) €
U oraz a € R, wowczas
Ul + Uy = (1'1 + $2,0,3(t1 + tg) — 2(3}1 + l’g),tl + tg) eU
oraz au; = (axy, 0, a(3t; — 2x1), aty) = (axq,0,3at; — 2axy,aty) € U

iv) V= Rz],+,R,-), U =R,[z] := {p € Rlz] : degp <n}.
Przyjmujemy, ze deg 0 = —oo. Woéwcezas U jest podprzestrzenia liniowa V.

Zatem R, [x] to przetrzen liniowa wielomianéw stopnia co najwyzej n-tego. [Z]

Podprzestrzenie wektorowe R? i R?

Jedynymi wtasciwymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez (0,0).
Jedynymi wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi R3 sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0,0,0).

"Niektorzy autorzy stosuja réwniez oznaczenie Py, (R).
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6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektoréw, baza i wymiar przestrzeni linio-
wej

Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech ay,...q, € K,
vy, ...,y € V. Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.2.1. i) Wektor ajvi+. ..+ apv, € V nazywamy kombinacjq liniowg wektorow
V1, ..., Um € V 0 wspblczynnikach aq,...q,, € K.

i) Jesli ayvy + ... + vy, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + quv, nazywamy kombinacjq trywialng wtedy i tylko
wtedy gdy v =0,...,a,, = 0.

iv) Zbior {v:a1w1+...+akwk g, € K wy, .o w €W kEN},
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadéw wek-

torow w zbiorze W, nazywamy powtokq liniowq zbioru W' i oznaczamy symbolem lin W
lub krotko linWW.

Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., w,,}.
Czyli lin{wy, ..., wy} = {oqw + ... + apwy, : ay,...q € K}

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+, K, ) oraz @ # W C V. Woéwczas zbior linW jest pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji) podprzestrzen
V zawierajaca zbior W.

Whniosek 6.2.3. Jesli u = Moy + ... 4+ AU, dla pewnych vy, ..., v, € V, A,..., N\, € K
oraz A1 # 0, to wowczas lin{vy, ve, ..., v} = lin{u, vy, ..., vy}

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatoramsi przestrzeni linWW, zas podprze-
strzen linWW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbiér W.

Przyklad 6.2.5. Wersory i = (1,0) oraz j = (0, 1) generuja przestrzen R?, bowiem dla dowol-
nego 4 = (ug, uy) € R? mamy 4 = u,(1,0) 4+ u,(0,1) = uui + u,J.
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Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Definicja 6.2.6. Wektory vy,...,v,, € V nazywamy liniowo niezaleznymi lub moéwimy, ze
tworza uktad liniowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy jesli
dla dowolnych skalaréw fi, ..., 3, € K zachodzi

B1U1—|—+ﬁmvm202>51::ﬁm:0

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy liniowo zaleznymi.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m € N, m >
2. Wektory vq,...,v,, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest kom-
binacja liniowa pozostatych.

Dowod. Zalozmy, ze wektory vq,...,v,, sa liniowo zalezne, czyli istnieja aq,...q,, € K nie
wszystkie rowne zeru, takie ze ayvy +. . . + v, = 0. Bez straty dla ogélnosci mozemy zalozy¢,
: A _ a9 (07

ze ap # 0. Wowcezas v = —oU2 — .. = B,

Zatozmy teraz, ze vy jest kombinacja liniowa vs, ..., v, czyli istnieja Bs, ... B, € K takie, ze

vy = Povs + ... + Bnm. Wowcezas f1v1 + Bove + ... + Bty = 0, gdzie 1 = —1#40. O

AZ

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy,...,vx € R" generujag R” wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektorow vy, ..., vy, jest réwny n.

Whniosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., v € R" generuja R”, to k > n.

Przyktad 6.2.10. Czy wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen
R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (x,y, z) € R? istnieja o, 8,7 € R takie, ze b = au+ Sv+vyw.

(z,y,2)
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Wektory generuja R3, jesli powyzszy uklad jest oznaczony.
1 2 5|« 1 2 5 T 1 2 5 x
11 2|y |20 -1 —3|y—a |22 101 3 T —y
—1 0 2z ™™ o 2 Tlz+a| V™ {00 1]|-—a+2y+2

Uktad oznaczony, posiada rozwiazanie v = —z + 2y + 2, =2 —y — 3y = 4o — Ty — 3z,
a=1x—28—5y=—2x+ 4y + 2. Zatem uklad wektoréw u, v, w generuje R3.

Przyktad 6.2.11. Czy uklad {A, B,C} jest uktadem liniowo niezaleznym?

e PR T e

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna.
Niech «, 8,7 € R beda dowolne takie, ze «A + BB + 7C = 0345 = [ 8 8 } .
a=0
a—f —« 00
Stad ]:{ } = B=a=0
0 a+ B+ 00 N —a—B=0

Zatem macierze A, B, C tworza uklad liniowo niezalezny.

Przyklad 6.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4), v = (1,2,0, —1), w = (0,1,3,1) € R?* sa liniowo
niezalezne?

Niech «, 8,7 € R beda dowolne takie, ze au + v+ yw =0 = (0,0,0,0) .
Stad (a + 8,20 + 28 + 7, 3a + 3v,4a — B+ ) = (0,0,0,0).
Wektory u, v, w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad jednorodny ma jedyne rozwigzanie

a=p=7=0

1 1 0]0 1 10]0 11 0]0
2 2 1|0 | weow [0 0 1]/0| 2ws [0 0 1]0
3 0 30| wesw |0 =3 3[0] 1, [0 1 =10
4 —1 10| ™™ o =5 0l0 01 00
= r({U)=r(A)=n=3

Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u,v,w sa
liniowo niezalezne.

Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektorow w R” polega na wyliczaniu rzedu ma-
cierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad macierzy
rowny jest liczbie wektorow.

Whniosek 6.2.13. Niech vy, ..., v, € R™. Jesli k > n, to wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne.
Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., vg sa liniowo niezalezne, to k < n.

Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa.

i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
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ii) Uklad wektorow zawierajacy poduktad liniowo zalezny jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo nieza-
lezny:.

iv) Uklad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Definicja 6.2.15. Niech fi,..., f, € C"'(R), n > 2. Macierz W (x) postaci

fi(x) folx) .o fulz)
V@) BT B @)
nazywamy macierzq Wronskiego uktadu funkcji fi, ..., f,., a jej wyznacznik wrorskianem.

Twierdzenie 6.2.16. Niech fi,...,f, € C"'(R), n > 2. Jesli wronskian ukladu funkcji
fi,..., fn nie zeruje si¢ tozsamosciowo na R, tzn. 3z € R : detWy, s (x9) # 0, to funk-
cje fi,-.., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Przyklad 6.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi, fa, f3 takie, ze fi(z) = 1, fo(x) = sinz, f3(x) = cosz,
tworza uklad liniowo niezalezny w C(R).

METODA I: Skorzystamy wprost z definicji liniowej niezaleznosci. Niech C, Cy, C5 € R beda
takie, ze C fi1 + Cofs + Csf3 = 0, gdzie 0 oznacza funkcje tozsamosciowo réwna zero.

Skoro C fi(x) + Cafo(x) + Cs f3(x) = C1 + Cysina + Cszcos x = 0 dla dowolnego = € R,
zatem w szczegolnosci rownosc jest prawdziwa dla x = 0, x = § oraz v = 7.
Podstawiajac te wartosci, otrzymujemy

Cl—f‘Cg:O VAN 01+02:0 VAN 01—03:0.
Stad C7 = Cy = (5 = 0, a zatem uktad funkcji f1, fo, f5 jest liniowo niezalezny.

METODA II: Skorzystamy z kryterium wronskianowego opisanego w twierdzeniu [6.2.16]
1 sinx Cos T

detW(x)=|0 cosx —sinz |=—cos’xr —sin’z=—1#0
0 —sinx —coszx

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.
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Przyklad 6.2.18. Uklad wektorow i =(1,0),5 = (0,1),7 4 j = (1,1) generuje przestrzen R?,
to jest R? = lin{s, 5,1+ Jj}.
Rozwazmy wekotr v = (1,2) € R% Zauwazmy, ze

v=1-142-5, wv=1-7+1-(+)).

Wekotr v jest kombinacjg liniows generatoréw przestrzeni R?, lecz przedstawienie to nie jest
jednoznaczne. [

Wyréznimy uktady wektorow generujacych dana przestrzen liniowa o tej wlasnosci, ze do-
wolny wektor z tej przestrzeni przedstawia sie jednoznacznie jako ich kombinacja liniowa.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 6.2.19. Uktad wektorow B = {by, ..., b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli jest on
liniowo niezalezny oraz V' = lin{by,...,b,}.

Whiosek 6.2.20. Jesli wektory vy, ..., v, € R" tworza baze przestrzeni R”, to wowczas k = n.

Dowadd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow [6.2.9| oraz [6.2.13] [

Przyklad 6.2.21. Baza przestrzeni R"
Uktad wektorow {ey, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R™.

er =(1,0,0,...,0),eo = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)

Przyklad 6.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli
U =1n{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3) }.

Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uktad 5 wektoréw w przestrzeni R* jest
liniowo zalezny.

1111 3]
3 21 2 4
"2 1021|5470
1111 3]
- - 1 3 21 1 3 2 1
; ; 1 ; i 1 2 11 0O -1 -1 0 1 3 2 1
7’21021:7“1101:7’0—2—20:7’0—1—1():
111 1 3 1 2 21 0 —1 0 0 0 —1 0 0
- - 341 3 0 -5 =5 0
3 = U=1lin{(1,3,2,1), (0, ~1,1,0), {0, —1,0,0)}
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U

(porownaj wniosek [6.2.3]).

8Istnieje wiecej niz jeden sposéb przedstawienia wektora v jako kombinacji liniowej wektorow i, 7,0+ 7.
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Twierdzenie 6.2.23. i) Kazda przestrzeni wektorowa rézna od {0} posiada baze.

ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej sa rownoliczne. Jesli baza danej przestrzeni
liniowej jest nieskoniczona, to kazda inna jej baza takze jest nieskoriczona.

iii) Kazdy uktad wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupetniony
do jej bazy.

Twierdzenie 6.2.24. (Warunki rownowazne do bycia baza przestrzeni wektorowej)

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V. Naste-
pujace warunki sa rownowazne.

i) Uklad wektorow by, ..., b, jest baza przestrzeni V.

ii) Uktad wektorow by, ..., b, jest minimalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem generuja-
cym V.
iii) Uktad wektorow by, ...,b, jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem liniowo

niezaleznym w tej przestrzeni.

iv) Dowolny wektor v € V' ma jednoznaczne przedstawienie jako kombinacja liniowa elemen-
tow bl, Ce ,bn.

Definicja 6.2.25. Liczbe elementéw bazy przestrzeni wektorowej V' = (V, +, K, -) nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej V' i oznaczamy dimg V' lub krotko dim V. Moéwimy wowczas,
ze przestrzen V jest n-wymiarowa. Jedli zaden skoriczony uktad wektoréw nie tworzy bazy
przestrzeni V| to przyjmujemy dim V' = co. Ponadto przyjmujemy dim{0} = 0.

Whiosek 6.2.26. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow, gdzie
m > n jest liniowo zalezny.

ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréow liniowo niezaleznych sta-
nowi baze tej przestrzeni.

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen sta-
nowi jej baze.

Przyktlad [6.2.10] - raz jeszcze
Wiemy, ze wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R?. Ponadto
dimR? = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3.

Whiosek 6.2.27. Wektory v; = (v11, V12, . .., U1n), V2 = (V21, V99, .- ., Vo )y -+, Up = (Un1, Un2, -« 5 Unn)

tworza baze¢ przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det|v;;] # 0.

Dowdd. Tez¢ otrzymujemy na mocy twierdzen [6.2.8) oraz [6.2.26|iii). O
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Whiosek 6.2.28. i) Na plaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspotliniowe tworza jej
baze.

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspotplaszczyznowe tworza jej baze.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b1,...,b,} jej baza.

Definicja 6.2.29. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (by,...,b,) nazywamy reperem
bazowym lub bazq uporzqdkowang.

Czesto mowimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektorow bazo-
wych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych
1) (R*,+,R,)
By = <61,...,en>, gdzie e1 = (1,0,...,0),e = (0,1,...,0),....en = (0,...,0,1)
2) (Rlz],+, R, ")
B = (1,:13,1’2,1‘3,...), dimR[z] =00, px)=ap-1+4+a-z+ay -2>+...+a, x°
3) Rufz], +,R, ),  Rylz] = {f € R[z] : deg f < n}

B = (1,x,x2,...,x”>, dimR[z] =n+1
dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) =ag-1+a;-x+ay- 2>+ ...+ a, - "
4) (Mpxn(R), +,R,-)
B= (EH,E12, By B, Emn) gdzic By = [e}], zas ekl = { L)
dim My, (K) =m-n
Przyklad 6.2.30. Baza Ms(R) jest ukltad (Ei1, Eia, Ea1, Fas), gdzie

10 01 0 0 0 0
En—{o O}’EIZ_[O O}’Eﬂ_[l 0}7E22—[0 1}

a

Dla dowolnej macierzy A = [ . b } mamy A = aFy + bE19 + cEy + dEys.

d

Twierdzenie 6.2.31. Niech V' bedzie przestrzenig liniowa, zas W jej podprzestrzenia. Wowczas
) W#£V = dmW <dimV,
i) dmW =dimV <oco = W =V.
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Przyklad 6.2.32. Podprzestrzenie liniowe przestrzeni R, R? oraz R?.

podprzestrzenie R podprzestrzenie R? podprzestrzenie R?
wymiaru 0 {0} {(0,0)} {(0,0,0)}
wymiaru 1 R proste przechodzace proste przechodzace

przez (0,0) przez (0,0,0)
wymiaru 2 R? plaszczyzny przechodzace
przez (0,0,0)
wymiaru 3 R3

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., b,) jej baza uporzadkowana. Wowczas dla
kazdego v € V istnieja skalary o, ... a, € K takie, ze v = ayby + ...+ a,b,. Mozna uzasadnié,
ze przy ustalonym reperze bazowym skalary aq,...a, sa wyznaczone jednoznacznie.

Definicja 6.2.33. Skalary aq,...qa, € K takie, ze v = ayby + . . . + a,,b, nazywamy wspdtrzed-
nymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [y, ... 5.

NOTACJA: Dla v € R" bedziemy pisa¢ v = (vi,vg, ..., v,) zamiast u = [v1,va,. .., Up]psp.

Przyklad 6.2.34. R? = (R?, +,R, )
B2 = (e1,e3)), gdzie e; = (1,0),e3 = (0,1) to baza kanoniczna.
C = (c1, ), gdzie ¢; = (2,0),c2 = (1,1) to inna baza R?.

w=1[2,-1)c =21 —c; =2-(2,0) — (1,1) = (3, —1)

yA v

¥
¥

Przykiad 6.2.35. R? = (R? +,R, ")
B2 = (e1,€e3)), gdzie e; = (1,0),e3 = (0,1) to baza kanoniczna.
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C = (c1,¢2)), gdzie ¢; = (1,1),co = (0,—1) to inna baza R

u=(1,-1) oraz u = [a, Ble, a =7, B =7
(]-7 _1) = ac _’_602 = Oé(]_, 1) +B(O’ _1) = (Oé,Oé - B)
Stad a =1, f =2 oraz u = [1,2]c.

2§ A !
1 2 3 2C2' "/..' i

Przyktad 6.2.36. R®> = (R +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,
B' = (b, by, b;) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)

Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne 0] w bazie kanoniczne;.
Piszemy by = (4,2, 1) zamiast b} = [4,2,1]z.
Ponadto 0] = [1,0,0]p.

Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'.
Niech v = [o, 8, 7]s/, tzn. v = ab] + b, + b, Otrzymujemy
(=3,15,7) = a(4,2,1) + B(=5,2,3) + 7(1,3,0) = (4o — 53 +7,2a + 28 + 37, + 38). Aby

wyznaczy¢ wspotrzedne a, 3, v, nalezy rozwiaza¢ uktad rownan

4 =5 1 « -3
2 23 B =1 15
1 30 v 7
4 -5 1]-3 1 30| 7 1 30| 7 1 3
2 2 3|15 | Bl 2 315 | @2l —4 3] 1|20 16
1 30| 7 4 =5 1|=3 ] ™™ o —17 1|-31 0 —17
[1 3 0| 7 1 3 o 7 13 7 X
0 16 —12| —4 | =22, 10 1 11|35 | 2% 1o 1 11 | 35 | =2
|0 -1 —11|=35 ] ™7™ [0 16 —12|—4 0 0 —188|—564
[1 3 o0 7 1 3 0|7 1 0 0]1
0 1 11|35 |22 1 g 1 0f2 | 222 101 0[2]| = v=[1,23]s
00 1|3 00 1|3 00 1|3
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b},...,b) jej dwiema
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bazami. Wowczas istnieja skalary o, € K, i,j € {1,2,...,n} takie, ze

bll = allbl + Oéglbg + ..+ anlbn
b/2 = 06121)1 —+ 062262 + ..+ Oéngbn

b/n = alnbl + O[ang + ...+ annbn

Definicja 6.2.37. Macierz P € M, (K) postaci

11 12 ... O1p

Qg1 Qag ... Qgp
P = [a;] =

Ap1 Opo ... Opp

nazywamy macierzq przejScia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy jg symbolem Py .z
Macierz przejscia Pg_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’ sa

liniowo niezalezne.

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b},...,b) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_p.

Twierdzenie 6.2.38. Niech v € V, v = [z1,...,2,]g = [2],...,2)|p. Wowczas X = PX’,

T x)
x X
gdzie X = ,2 X =] 7
Ty, @,
Zmiana bazy
B%=(e1,e2) » B=(by,b2)
P=Pg%_8
y yA
_V=(Vx,Vy) V=[a,B]s
X X
> >
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Przyktad |6.2.36[ - ciag dalszy
R?® = (R3 +,R,-), B = B} - baza kanoniczna,
B’ = (b}, b, b;) inna baza, gdzie b] = (4,2,1),b, = (—5,2,3),0, = (1,3,0)

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 -5 1
P=Pg p=1|2 23], X'=P1X =2
1 30
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P~! = % -3 1 10 | i obliczamy
-4 17 —18
9 -3 17 -3 1
X'=4%|-3 1 10 15 | = |2
-4 17 —-18 7 3

Przyktlad 6.2.39. Rozwazmy przestrzen Ryz] oraz jej dwie bazy
B=(1+xzz+2%1+2%), B =(1,1+z,1+x+ 2?). Wyznaczmy macierz Ps_p.

1=lay, B1,mls = ar(1+ )+ Bi(z 4+ 2%) + (1 4+ 2?) = (o +7) + (a1 + B1)z + (B + n)a?

ap+71n =1
Stad ¢ a1 4+ 81 =0 iostatecznie oy =3, f1 = —1, 11 = 3.
Bi+m=0

Latwo zauwazy¢, ze 1 + = = [, 52,725 = [1, 0, 0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ x + 2% = [as, B3, 73]5
1

DN | RO | —

i otrzymujemy Pg_.p =

o O

N[00 | =0 | =

Twierdzenie 6.2.40. Niech V bedzie przestrzenia li-

niowa skoriczenie wymiarowa, zas B, B', B” jej bazami. B
Woéwcezas PBQ—>B
~1
1) Pp = (PBHB’> )
B P,

.. k B—B’

11) PB—>B’ . PB’—»B” = PB_>BH,
Uwaga 6.2.41. W przypadku przestrzeni R", gdy baza : v
poczatkowa to baza kanoniczna B}, latwo wypisa¢ ma- P By —B B

cierze przejscia do nowych baz Ppp_p oraz Pgyp 5. Wy-
pisanie macierzy Pg_p wymaga rachunkéow. Na mocy

twierdzenia otrzymujemy Ppp.p = Pppop -
Ps_p, skad Pg.pr = P Bigl_ds - Ppp_p.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego i podstawowe wlasnosci

Niech V = (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad tym
samym cialem K.

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki
i) wlasnosé¢ addytywnosci Yu,v € V. o(u+v) = p(u) ® p(v)
ii) wlasnos¢ jednorodnosci Vo € V- Va € K ¢(a-v) =a ® ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem lintowym lub przeksztatceniem lintowym lub homomorfizmem prze-
strzeni liniowych. [’

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe
i) Vu,v eV Va,p e K gla-u+p-v)=a®pu)d L6 )

i) Yoy, ...,v, €V Vayq,...,a, € K
olag v+ ... Fa, ) =01 Q@) B ... 0 a, ©p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy Ly (V, W) lub
Homg(V,W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy do czy-
nienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+, K,-) oraz W = (W, +, K, +), to znaczy uzywamy
tych samych symboli dla dzialan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne dziatania.

Przyklad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe?
1) ¢ : R =R, p(z) = ax, gdzie a € R ustalone
Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych oo € R, 1, x5 € R mamy

olar) = alaz) = alar) = ap(x) oraz
o(x1 + x9) = a(xy + x2) = axy + axy = p(x1) + ©(x2).

90dwzorowanie to wektorowi przypisuje wektor.
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2) o :R =R, p(x) = ax + b, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
e(1+1)=9(2) =2a+b# (1) + (1) = (a+b) + (a +b) = 2a + 2b.

3) ¢ : R? — R? symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz o(x,y) = (x, —y), zatem dla dowolnych a € R, (z, %), (z1,v1), (T2, 92) € R?

¢ (a(z,y)) = v(ar, Oéy) (ax, —ay) = a(z, —y) = ap(z,y) oraz

90((901791) + ($27y2)) o(r1 4+ T2, y1 + y2) = (21 4+ 22, —(y1 + 42)) = (¥1 + T2, —p1 — Yp) =
T

(1, =y1) + (22, —42) = (@1, 41) + (2, 42).
Odwzorowanie Jest liniowe.

4) o :R> = R2 p(x,y,2)=(r—y+22y+z+1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L= gp(a(z, v, z)) = p(az,ay,az) = (ax — ay + az, 20y + az + 1)
P=ap(r,y,z)=alrt—2z+22y+2+1) = (ax —ay+ az, 20y + az + «a)
Na ogoét L # P. Mozemy podaé kontrprzyktad

o(5-(1,0,0)) = ¢(5,0,0) = (5,1) #5- (1,0,0) =5 (1,1) = (5,5)

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R?* — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
a,b,c,d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R?* — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, ¢, d, e, f,g,h,j €
R takie, ze p(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, 9z + hy + jz).

Przyktad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[z] — Ry[z], dane wzorem
e(p)(x) = (3 —x)p"(x) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[x], jest liniowe?

Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[z] mamy

ep+a)(@) = (3= ) (p+ )" (@) +4p+a) (1) = 3= 1) (1 (@) + ¢'(@) ) +4(p (@) +¢'(x)) =

(8= )" (2) + 4/ () + (3= 2)g" (@) +44'(2)) = 9(p)(x) + 9(a) (),
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + »(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], & € R mamy

p(ap)(x) = (3=2)(ap)" (@) +4(ap) () = (B=z)a-p' (x) +4a-p/(x) = a-((B-2)p' (x) +4p'(z) ) =
a - @(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).
Niech V = (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®).
Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas
i) ¢(0y) = Ow,
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ii) Vo e Vp(—v) = —p(v).

Dowdd. i) Poniewaz Oy + ¢(z) = p(z) = ¢(x + 0y) = p(z) + ¢(0y), zatem (0 ) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V mamy Oy = ¢(0y) = p(v —v) = ¢(v) + p(—v). Stad
p(—v) = —p(v). O

Whiosek 7.1.8. Niech ¢ : V — W. Jesli ¢(0y) # Ow, to ® nie jest liniowe.
Dowdd. Teza wynika z twierdzenia i) na mocy prawa kontrapozycji. [

Przyklad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(z) = 2z 4 5 nie jest liniowe, bowiem f(0) =
5 # 0.

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,

il) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,

iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,

)
)
)
iv) endomorfizmem, jesli V.= W,
)
)

v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

vi) formg liniowq, jesli W = K.

Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie baza przestrzeni V oraz niech wy,...,w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektoréw. Wowcezas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe ¢ €
L(V, W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie liniowe
na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektorow bazowych przestrzeni V.

Przyklad 7.1.13. Podaj wzoér odwzorowania liniowego ¢, jesli
¢ Ro[z] — Ryfz], @(a* +2)=6x+10, ¢(x—1)=4, ¢(27)=S8.

W przestrzeni wektorowej Ry[x] baza standardowa jest B = (1, x, z?). Mamy
o(z? 4+ z) = p(2?) + o(z) = 62 + 10
ez —1) =p(z) —p(1) =4
p(2z) = 2p(z) =8

Stad o(z) =4, ¢(1)=¢(x)—4=0, ¢(z*) =6x+ 10— p(x) = 6z + 6.

Dowolny p € Ry[x] jest postaci p(x) = az? + bx + ¢, dla pewnych a,b, ¢ € R. Zatem ¢(az? +
br + ¢) = ap(x?) + bp(x) + cp(1) =a- (6x +6) +b-4+c-0 = 6ax + 6a + 4b.
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7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).

Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jadrem odwzorowania
liniowego ¢ 1 oznaczamy Kerep.

ii) Zbior {w € W : Jv € Vopv) = w} = {p) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imep lub ¢(V).

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imyp sa
niepuste.

Dowdd. Poniewaz p(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imp. [
Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V,W) zbior Kerp jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', za§ zbiér Imyp jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.
Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)
i) ¢ jest injekcja < Kergp = {0y},
ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Definicja 7.2.5. Jedli dim Imyp < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania liniowego
¢V — W i oznaczamy r(p) lub rank(yp).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).
Woéwczas

r(¢) + dim Kerp = dim V.

Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dimImy < dim V.
Przyklad 7.2.8.
o :R* =R} o(z,y,2,t)=(@+y+z+2t,z—y+2+6t,0+y—2z—4t)
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci ¢.
THy+24+20=0

o(z,y,2,t) =(0,0,0) & { 2—y+2z+6t=0
r+y—z—4t=0

1 1 1 2|0 11 200 111 2/0
1—116()%0—2040?—%010—201”1‘—%
1 1 —1 —4l0| =™ 0 0 —2 —610 2w 001 310
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T =—t

110 —1]0 100 —1]0 —
0010 —2/0|==%7010 -2{0|=¢7"7
001 3|0 001 3]0 N

teR

Kerp = {(t,2t,—3t,t), t € R} =1in{(1,2,-3,1)}

Uktad {(1,2,—3,1)} jest baza Kery oraz dim Kerp = 1.

Zatem ¢ nie jest monomorfizmem. Ponadto

r(p) = dimR?* — dim Kerp = 4 — 1 = 3 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Stad Imy = R3. Mozna to réwniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
olx,y,z,t) =x(1,1,1) + y(1,=1,1) + 2(1,1,—1) + t(2,6, —4)

Tmy = lin{(1,1,1), (1, -1, 1), (1,1, —1), (2,6, —4)}

1 1 1 1 1 1
1 -1 1 0 -2 0 .

r 1 1 =1 =T 0 0 —2 =3 = Imgo_hn{(L171)7(07_270):(0707_2)}
2 6 —4 0 4 6

Uktad {(1,1,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep.
Imp CR? A dimImp = 3 =dimR3 = Imp = R3.

Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoniczenie wymiaro-
wymi nad cialem K. Niech ¢ € L(V,W) bedzie injekcja, zas wektory vq,...,v, € V tworza
uklad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(v1), ..., ¢(v,) € W rowniez tworza uktad liniowo
niezalezny.

Whniosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi
nad ciatem K takimi, ze dim V' = dim W = n. Niech ¢ € L(V, W) bedzie injekcja, zas wektory
V1, ..., 0, €V tworza baze przestrzeni V. Wowczas wektory ¢(vy), ..., ¢(v,) € W tworza baze
przestrzeni W.

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych
Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dziataniami
+: LV.W) x LV,WV) = L(V,WV), - KxL(V,W)— LV, W)

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(z) + g(x), (a- f)(z) = a - f(x),
jest przestrzenia liniowa nad cialem K.

Niech f € L(V,W) bedzie bijeckja. IT_U] Odwzorowaniem odwrotnym do f nazywamy odwzoro-
wanie liniowe g € L(W, V) takie, ze

YVoeV YweW fv)=w & g(w) =v.

Jesli takie odwzorowanie istnieje, to jest jedyne. Oznaczamy je symbolem f~!.

10W szczegolnosci wynika stad, ze dim V' = dim W.
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Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V, W), to wowczas go f € L(U,W).
ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~1 € L(W,U).

Oznaczmy przez Autg (V) = {f € Lk(V,V): f —bijekcja} zbior wszystkich automorfizmow

przestrzeni liniowej V.

Wnhniosek 7.3.3. Zbior Autk (V') wraz z dzialaniem sktadania odwzorowan jest grupa nieprze-
mienng.

Dowod. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia i). Sktadania od-
wzorowan jest laczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe idy . Ele-
mentem symetrycznym do f € Autg(V) jest f~!, bowiem na mocy twierdzenia ii)
ffl S AUtK(V) ]

Grupa Autg (V) bywa tez oznaczana symbolem GL(V) i nazywana pefng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzent liniowej V.

Przyklad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R® — R3, dane wzorem
o(x1, 29, 3) = (T + T2 + T3, T2 + T3, 21 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech
By = (bl, e ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i W odpo-
wiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W.

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w bazach
By, By nazywamy macierz A € M,,x,(K), ktorej kolejne kolumny to wspolrzedne wektorow
o(b1),...,¢(b,) w bazie By . Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

Przyklad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R® — R?  o(z,y,2) =
(3x,2y + z), gdy rozwazamy

a) w R? i R? bazy kanoniczne

0(1,0,0) = (3,0), 9(0,1,0) = (0,2), 9(0,0,1) = (0,1), M,(B3,B2) = {0 2 1

30071 |“| [ 3
02 1 z_Zy—l—z

b) bazy B = (by = (1,2,0),b, = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),c2 = (0, 1))

300}

Qp(bl) = 90(17 27 O) = (37 4) = [Oél, 51}0 (37 4) =0 + Blc2 = (051, 2040 + 51)7
= (] = S,ﬁl = —2, (p(bl) = [3, —2](;
So(bQ) = Qp(lv 1, 1) = (37 3) = [aQa 52}07 (37 3) = C + 5202 = (aQa 20 + /32)
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= Qg = 3752 = _37 @(bg) = [3’ _3]0
@(b3) = ©(0,0,1) = (0,1) = [as, Bsec, (0,1) = agcy + Psca = (a3, 2003 + B3)
= a3 =0,03 =1, p(bs) = [0,1]¢

Mw(Byc):{ 3 3 o}

-2 =31

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wyboru
baz.

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R" — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,»,(R) taka, ze

Iy
o)
V(zy,...,z,) €ER" p(z1,...,2,) = A

Tn

Wowczas A = M, (B}, By?).

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe V oraz W nad R takie, ze dim V' = n oraz
dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V', zas, C baza przestrzeni W.

odwzorowanie liniowe

¢
V > W

V. = w=q(v)

A= M, (B, By

Rn > Rm
[V1,V2,...,Vn]B — [Wl,WZ,---,Wm]C

Przyktad 7.4.5. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Ci[z] — My(C), f(az +

B) = aA+ Bl,, gdzie A = [2;_2 41

(Cylz], +,C, ) oraz (My(C),+,C, ).

; }, wzgledem baz standardowych danych przestrzeni

Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + f.
Rozwazamy baze B = (l,z) przestrzeni Ci[z] oraz baze C = (Ell,Elg,Egl,Egg) przestrzeni
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My(C).
f)=0-A+1 - L=1I= H ‘” = [1,0,0,1]¢
f(z)=1-A40-L=A=[2+i,1,3,4— i

dim¢ (Cl[z] = 2, dim¢ MQ(C) =4, = Mf(B,C) € M4X2(C), Mf(B,C) =

_— O O =
—

Twierdzenie 7.4.6. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Niech
By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, . ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i W. Niech
o e L(V,W) oraz A = M,(By, By ). Oznaczmy

T Y1
x=| 2 v=| ",
gdzie v = [T1, ..., ZulB,, W = [Y1,- .., Ym]By - WOWCZAS

pv)=w & AX =Y.

Uwaga 7.4.7. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami li-
niowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w pelni
opisuje to odwzorowanie, mozna zatem bada¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whiosek 7.4.8. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By . Ponadto rank(y) = rankA.

Whniosek 7.4.9. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu Wowczas
i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m,
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n.

Przyktad - ciag dalszy

Oblicz (1,2, 3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B}, B;) oraz za pomoca M,(B,C).
Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?

Oznaczmy A = M, (B}, B;

1
300
alz|-| }
3 0 21

Sprawdzenie ¢(1,2,3) = (

~—

[3 00
“lo2 1]

-7

1,2:242)=(3,7)

A’:MSD(B,C):{ 33 0}.

-2 -3 1

W W N =
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(1,2

=

3) =1(1,2,0) +3(0,0,1) = 1-b; + 3 - by = [1,0,3]s
1
0

_{3 30} (1) _{3}
5 -2 -3 1 5 1

Stad (1,2,3) = [3,1]c = 3c1 + 2 = 3(1,2) + (0,1) = (3,7) .
Dodatkowo zauwazmy, ze r(A) = r(A’) = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 = 1, wiec ¢ nie jest monomorfizmem.

A/

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By beda usta-
lonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V,W) oraz A = M;(By,Bw), B = My(By, Bw).

Twierdzenie 7.4.10. Przy powyzszych zatozeniach
A + B = Mf+g(BV7 Bw> oraz «qA = Maf(Bv, Bw)

Twierdzenie 7.4.11. Jesli dim V = dim W, to woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

Whiosek 7.4.12. Niech f € L(V,W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M¢(By, Bw).
Wowcezas A~ = M- (Bw, By).

Twierdzenie 7.4.13. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V), g €
LV, W) oraz A = M;(By,Bv), B = My(By,Bw). Wowczas

B A= My (By, Bw).

Przyklad 7.4.14. Dane sg odwzorowania liniowe

[iR = R?, f(x,y,2) = (v —y + 2,2y + 2),

g: R? — R27 g(x,y,z) = (ZL’ - 3z,x+y),

h:R? - R h(z,y) = 2z +y,x—y).

Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania
o =2h"Yoh o (f+g)ioblicz ¢(1,2,3).

0 21
10—3}

f2R3 —>R2 = Mf = Mf(Bz,Bz) S ngg(R>, Mf: |: L -1 :|

g

g: R = R? = M, = MQ(B,?;,B,%) € Myy3(R), M, = [ 11 0
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Mg = Mpg(B, B) € Maxs(R),  Mppg = Mg+ M, = [

Czy h jest odwracalne?

h:R?—R2 = M;:= M;(B2 B2) € My(R),

2 -1 =2
1 3 1

L3 4]

My,

detMy = —3 # 0 = h jest odwracalne

thl = Mh—l(Bz,BQ) S MQ(R)7

p:R*—>R* = M, *M(Bl?;vBQ)EMQXS’( ),

thl _ (Mh)fl _1 |: 1 1

1 1 1 —1 -2 5[ 3 =5 —5
M“"ZQM"le+g:§{1 —2 | 2“ 1} 913 16 7
p(z,y,2) =7

i -
3x — by — oz
_ 2 _ (2 10 10 2 32 14
Mol _5{3x+16y—72_:>¢<x’y’z)_(ﬁx_?y_?z’ﬁer?y_?Z)
(1,2,3) =?
L 3 -5 =5 L 22
MSD g 9|:3 16 7} g 9|i 56:|:>(10(17273) ( 979)

Uwaga 7.4.15. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowa, zas B oraz B’ jej
dwiema bazami. Wowczas macierz przejscia Pg_,p jest reprezentacja macierzowa odwzorowania
identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z bazg B’ w przestrzen V z baza B.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B' = (b},...,b,). Wowczas
1d(b/1) = bll = CL11b1 + ...+ anlbl
,skad Ps_.p = Myy(B',B). O
id(b)) =0, = appnby + ... + annby,

7.5 Zmiana baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V' i W. Rozwazmy nowe bazy
B, By, oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V. — W. Niech P = Q = oraz

A= M,(By,Bw), A = M,(By,, By,). Wowczas

Py, 5, Py sy,

A'=Q'AP.

Dowdd. Poniewaz X = PX'| Y = QY', AX =Y, AX' =Y’ zatem QY =Y = AX =
APX' = Y' = (Q7'AP)X'. O
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(V,Bv) » (W,Bw)

idy | P Q AP Q | idv

(V,BY) A » (W,B'w)

Przyktad raz jeszcze

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz, wyzna-
czymy macierz ¢ : R® — R?,  o(z,y,2) = (3z,2y + 2z) w bazach B = (b = (1,2,0),b, =
(1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0,1)).

A= M, (B BY) = {g (2) H A' = M, (B,C) =?
11 0]
P:PB?’HB: 2 1 0 7Q:PBQ~>C: 10 , Q_lz 10
k e 2 1 -2 1
0 1 1|
1 110
10 300 3 30
r_ -1 _ _
A=Q AP_[—Ql {021} 2 10 {—2 31}
s 011
Uwaga 7.5.2. Zmiana bazy prowadzi do lintowej zmiany zmiennych lub podstawienia linio-
wego. Rownosé X = PX' oznacza, ze kazda ze zmiennych 1, . . ., x,, wyraza sie jako kombinacja
liniowa @, ...,z . Poniewaz det P # 0, mozemy wywnioskowa¢, ze X’ = P71 X i wyrazi¢ kazda
ze zmiennych x, ...,z jako kombinacj¢ liniowa x4, ..., zp,.

W powyzszym przykladzie zmiana baz w przestrzeniach R3 i R? oznacza zmiane ukladow
wspolrzednych (a zatem zmiane zmiennych). Powoduje to zmiane przepisu odwzorowania ¢, ale

w zaden sposob nie wplywa na to jaki wektor p(v) € R? jest przypisywany danemu wektorowi
v € RS

T T
X=|y |, X'=|¢y |, PX =X,
z Z
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-1 10
Korzystamy z réwnoéci X’ = P71 X. Obliczamy P! = 2 =1 0 | oraz
-2 11
x -1 10 x’ —x+y
y | = 2 -1 0 y | = 2 — vy
z -2 11 2! —2rx+y+z

| a , | d v a| |10 a | a
Ponadtoy_[b]’y_[b’}’Y_QY@{b}_[Q 1“@/]_{%%’}

Korzystajac z macierzy A oraz A’ otrzymujemy
(a,b) = p(x,y,2) = Bx,2y +z) oraz (d,b) =@, y,2") = (32 + 3y, —22" — 3y’ + /).
Mozemy sprawdzi¢, ze
(b)) =y, 7)) = (82" + 3y, —22' — 3y +2') =
= (3(—96 +y)+32z—y),2(—z+y) —32z—y)+ (—2z+y+ z)) = (3x, —6x + 2y + 2).

Stad a =a' = 3x oraz b=2a' +V = 6x — 62+ 2y + 2 = 2y + =.
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Przyklad 7.5.3. Endomorfizmy przestrzeni R?

Qi(e2)=e2 @2(e2)=2e2

(0,0 (0,0) X

@2(e1)=e1

dent .| 10 ) . 10
identycznos¢ | o rozciaganie | o

Pa(e2)=2e2

p3(e1)=-e1 oa(er)=-e1 (0.0) X

odbicie (symetria osiowa) [ _(1) ? } rozcigganie i odbicie [ _(1) (2) ]

Ay

@s(e2)=e1t+ez !

00 poen=er X

0 -1
1 0

obrot (rotacja) o kat 7 [ } powinowactwo $cinajace (ang. shear) [ L1 }

01
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@7(e1)=e2

@7(e2)=-e1tez

(0,0)

@Qs(er)=e1te2

>
X

|
X Ps(e2)=-e1

. . . 1 -1
1 1 } rotacja 1 powlnowactwo écmamce[ }

powinowactwo Scinajace i rotacja [ 1 0

@o(e1)=2e2 @1o(e1)=e2

@P1o(€2)=-2€1 0.0)

§<P11(V)
X

(0,0)

@u(e1)=e1

rzutowanie (projekcja) [ (1) 8 ] projekcja i rotacja { (1) 8 }

Czym jest powinowactwo $cinajace, dowiesz sie tutaj.
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7.6 Uwaga na temat rozwiagzywania ukladéw réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., z,
o wspotczynnikach z K.

111 + a19T9 + ... + A1nTp = bl
AL Aty ol = be e e o mYj e {1,2,. .. n}
11 + Q22 + .o o+ ATy, = bm

Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest réwnowazny z réwnaniem macierzowym AX =

B.
ayj; a2 ... Qi T by
921 929 ... Qop i) bQ
A= X=|" B=
Aml Ama - Qmn Ty b,
macierz kolumna kolumna
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przy ustalonych bazach przestrzeni K", K™ macierz A jednoznacznie wyznacza odwzorowanie
liniowe ¢4 : K™ — K™. Rozwiazywanie uktadu jednorodnego AX = 0 polega na wyznaczeniu
jadra Kerp 4 odwzorowania ¢ 4.

Whniosek 7.6.1. Zbiér rozwiazan jednorodnego uktadu rownan liniowych AX = 0 ma strukture
przestrzeni liniowej nad ciatem K. Jej wymiar jest rowny n — r(A).
W szczegolnoséci wektor zerowy zawsze nalezy do zbioru rozwiazan uktadu jednorodnego.

Ponadto suma rozwiazan uktadu jednorodnego jest rozwiazaniem tegoz uktadu jednorodnego.

Twierdzenie 7.6.2. Niech (x}, 23, . .., x}) bedzie jednym z rozwiazai niesprzecznego niejednorodnego
uktadu réwnan liniowych AX = B. Wowczas zbiér wszystkich rozwiazan uktadu AX = B ma
postac

{(x%{rx; s 7‘%:;) + (’717727 s 7771) : (717727 s 77n) dowolne rozw. AX = O}
Przyklad 7.6.3. Rozwazmy raz jeszcze uktad réwnan z przyktadu |4.4.2

20 +4y+92 -5t +6u = 13
r+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+7z—11t+2u = 18
dr + 8y + 192 — 15t + 11lu = 20
1 _ _5
—Sr—y+z+3Ht+2u = —3
Jak juz wiemy, r(A) = r(U) = 3 < n = 51 jest to uktad nieoznaczony, posiadajacy nieskon-
x=11—-2y
L o . , . . . z=-3+1t
czenie wiele rozwiazan zaleznych od 2 parametréw. Rozwigzania sg postaci " 8 t3
)
y,t €R
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Roéwnowaznie
(x,y, 2, t,u) = (11—2y,y, —3—|—§t,t,3—§t) = (11,0,-3,0,3)+(—2,1,0,0,0)y+ (0,0, %, 1, —%)t.

Dla y =01t = 0 otrzymujemy (11,0, —3,0, 3) jako jedno z rozwiazan rozwazanego uktadu.

Zbior rozwiazan korespondujacego uktadu jednorodnego jest przestrzenia liniowa wymiaru 2,
za$ uklad wektorow {(—2,1,0,0,0), (0,0, g, 1, —%} jest baza tej przestrzeni.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu
Niech K = R.

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) = L(V, V).
Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy rowniez operatorami liniowyms.

Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+,R,-) wraz z dzialaniami dodawania

odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowa wymiaru

n2.

ii) Zbior End(V) = (End(V),+,0) wraz z dziataniami dodawania i sktadania odwzorowan
ma strukture pierscienia nieprzemiennego.

iii) Va e R Vf, g€ End(V) a-(fog)=(a-f)og=fol(a-g)

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko p-niezmienniczq, jezeli

e(U)cU, tzn. VYueUop(u)el.

Przyklad 8.1.3. 1) Niech V =R? U = {(0,0,t) e R®: t € R}, p(x,y,2) = (—vy,z, 2)

Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7 wokot osi Oz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,t) € U i U jest p-niezmiennicza.

2) Niech V, ¢ € End(V) dowolne, U = Kerp

Niech u € U, wowczas ¢(u) = Oy. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest p-niezmiennicza.

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V i dla dowolnej podprzestrzeni U C V, mamy
e(U) C V. Gdy U jest p-niezmiennicza mamy o(U) C U, zatem restrykcja |y : U — U, czyli
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oly € End(U).

Jesdli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej bazie
macierz A operatora ¢ ma prostsza posta¢. Bierzemy dowolna baze (c1,ca, . .., cx) przestrzeni
U i uzupetniamy ja do bazy przestrzeni V. Z warunku ¢(¢;) € U dlai = 1,2,...,k wynika, ze

A — |: %1 f :|, gdZie Al € Mk(K)7A2 € Mn—k(k),B - MkX(nfk)(K),O c M(nfk)xk- Ponadto
2

Ay to macierz |y : U — U.

Niech K =R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowg oraz ¢ € End(V).

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € R nazywamy warto$cig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli ist-
nieje niezerowy wektor v € V taki, ze p(v) = \v. Kazdy taki wektor nazywamy wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym warto$ci wlasnej .

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wlasnych i od-
powiadajgcych im wektoréw wlasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla endomorfi-
zmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem Spec(y)
1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

Uwaga 8.1.5. Kazdy wektor wlasny odpowiada dokltadnie jednej warto$ci wtasnej.

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V) istnieja A\, Ay € R oraz v € V|
v # Oy takie, ze p(v) = A\v = Av. Wowezas Oy = p(v) — p(v) = Mv — Agv = (A} — \o)v.
Poniewaz v # Oy, zatem A\; — Ay = 0, czyli Ay = Ap. [

Przykiad 8.1.6. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o$ Ox. Rozwaz zagad-
nienie wlasne dla operatora ¢. Zauwazmy, ze p(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v,
tj. p(v) € lin(v). Zatem mozliwe sa dwie sytuacje:

1) A =1, p(v) =v, gdy v || Oz, czyli v = (v,,0)

2) A2 =0, p(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0, vy)

y y
P EAD 4 v=(v3,0)
: —>

u=(0,u,) A

oW=(00)]
O(V)=(0) X

g
X

@(v)=(vx,0)
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Przyktad 8.1.7. Niech g € End(R?) to powinowactwo osiowe dane wzorem
g(x,y) = (x + ky,y), gdzie k € R to ustalona stala.

g(z,y)=(z+ky,y)

powinowactwo osiowe

W wyniku dziatania przeksztatcenia g zielony wektor zmienia kierunek, zas ztoty wektor nie
zmienia kierunku. Zoltty wektor jest zatem wektorem wlasnym g € End(R?). Poniewaz dlugosé
z61tego wektora nie ulega zmianie, odpowiada on wartosci wtasnej A = 1.

Przyktlad 8.1.8. 1) Niech ¢ bedzie endomorfizmem plaszczyzny danym wzorem o(¥) = 37.
Dowolny wektor jest wektorem wlasnym ¢ odpowiadajacym warto$ci wlasnej A = 3.

2) Niech ¢ bedzie rotacja na ptaszczyznie (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek ze-
gara) o kat 7. Zatem ¢(z,y) = (—y, ). Nie istniejg niezerowe wektory, ktére w wyniku rotacji
zachowuja swoj kierunek. Brak zatem wektorow wtasnych dla .

3) Niech V = C*(R,R) oraz ¢ = - tzn. dla dowolnego f € V mamy ¢(f) = % = f.
Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wtlasna operatora %. Istotnie,
niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

g R =R, gy(z) =a-e, gdzie a € R # {0}. Oczywiscie gy € C*°(R,R).

Ponadto (gy)(z) = a - (e*®) = aXe = \a - e*®) = Ag\(z). Zatem gy, jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym wartosci wlasnej . Stad Spec(y) = R.

Wektory wlasne znajduja zastosowania na przyktad w systemach rozpoznawania twarzy. Wiecej
informacji mozna znalez¢ tutaj lub tutaj.

Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu

Przy spelnieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V', ze ma-
cierz endomorfizmu ¢ € End(V') w tejze bazie bedzie diagonalna.

Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektorow wtasnych ¢.

Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dziatania mnozenia i potegowania, co odpowiada
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skladaniu 1 iterowaniu endomorfizmow.

Niech V' = (V,+,R,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech ¢ € End(V), A € Spec(yp).
Oznaczmy przez E) zbior wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych wartosci wtasnej A,
uzupetniony o wektor zerowy. Zatem

Ey={veV: o) =}
Twierdzenie 8.1.9. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
ii) Zbior E) jest podprzestrzenia p-niezmiennicza.
iii) E) = Kery, gdzie ¢ = ¢ — A - idy.

Definicja 8.1.10. Przestrzen wektorowa E)\ nazywamy podprzestrzenig wtasng endomorfizmu
©, odpowiadajaca wartosci wlasnej .

Uwaga 8.1.11. Na mocy uwagi otrzymujemy A; # Ao = E), N E), = {0y}. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V'), mozemy bada¢ jego restrykcje o|p, € End(E),) na
podprzestrzenie niezmiennicze E),, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.12. Niech V' = (V,+,R,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie prze-
strzeni V. Wéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A e Spec(p)
ii) Ker(p —A-idy) # {Ov}
i) det(A— ) =0

Whiosek 8.1.13. Niech ¢ € End(V), A € Spec(y). Niech B bedzie baza przestrzeni V oraz
A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,29,...,2,]p jest wektorem wlasnym
endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

xy
T2

(A- X)X =0, gdzie X =

Tn

Twierdzenie 8.1.14. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.1.15. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy
wielomian y, € K[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanie x,(f) = 0 nazywamy rdwnaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x, nazywamy pierwiastkams:
charakterystycznymi odwzorowania .
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Uwaga 8.1.16. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu x, nalezace do ciata R to war-
tosci wlasne endomorfizmu .

ii) Na mocy twierdzenia [8.1.14] wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.
iii) Jesli dim V' = n, to wowczas deg x, = n.
Niech A € M,(R).

Definicja 8.1.17. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian
Xa € RJt] postaci xa(t) = det(A — tI). Rownanie x4(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu x4 nalezacy do ciala K nazywamy wartoscig wtasng ma-
cierzy A. Zbiér wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem Spec(A)
i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (z1, 22, ..., 2,) € R" spelniajacy rownanie

T

o)
AX = )X, gdzie X = o,

Tn

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajgcym warto$ci wlasnej .

Uwaga 8.1.18. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) s identyczne z warto-
$ciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R), bedacej reprezentacja macierzowa odwzo-
rowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R".

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(p).

Definicja 8.1.19. i) Krotnos¢ k) liczby A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej \.

ii) Wymiar dim F) podprzestrzeni wlasnej Fy nazywamy krotnoscig geometryczng wartosci
wlasnej \.

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace sie
z n roznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem prostym.

Twierdzenie 8.1.20. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(p) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Wowczas

i) 1 <dimE, < ky,

ii) dim £y = dim V — rank(A — \I).
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Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(ip), to istnieje v € V', v # Oy taki, ze v € E), zatem 1 < dim FE).
Rozumowanie uzasadniajace, ze dim E, < k) mozna znalez¢ w [4].

ii) Poniewaz E) = Ker(p — X -idy ), zatem

dim Ey =dimV —dimIm(p — A -idy) = dim V —rank(A — A\I). O

Przyktad 8.1.21. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu
p € End(R%), ¢(z,y,2) = (x4 2y,2y, =2z — 2y — 2).

Okresdl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprzestrzenie
wlasne i wymiary tychze podprzestrzeni.

1 2 0
A=M, B BY=| 0 2 0
-2 =2 -1
1=t 2 0
Xalt) =xo(t) =det(A—tl)=| 0 2-t 0 |=(1-B2—t)(-1-1)

—2 -2 —-1-t
Spec(p) = {1 =1, 2 =2, \3 = —1}, ky = ky = k3 = 1 widmo proste

E)\SIE_lz?
x 0 2 20 x 0
(A=XDX =0 & (A+D) |y |=]0] & 0 30 y|=10
z 0 -2 =20 z 0
20+2y =0
& 3y =0 = 2x=y=0,2z€R
—2r—2y =0
METODA I:

Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sg postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}.
E_1={(0,0,2): z € R} =1in{(0,0,1)} orazdimE_; =1

METODA II:
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia [8.1.20|ii), mozemy obliczy¢
2 20
dmE | =dimR? —r(A+1)=3—7r 0 3 0|=3-2=1
-2 =20
METODA III:

Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia [8.1.20/1) mamy
1 <dim E), < k3 =1, zatem dim E,, = 1.

Analogicznie wyznaczamy E), oraz F),. Z gory wiemy, ze dim E, = dim F), =1

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad ciatem
R. Niech A € M,(R), A € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie wektorem wtasnym
odpowiadajacym wartosci wiasnej \. Wowczas prawdziwe sg nastepujace stwierdzenia.

i) \* € Spec(A¥) dla kazdego k € N, k > 2, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
M\
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ii) ¢+ A € Spec(c- A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wtasnym odpowiadajacym
c- A

iii) p(A) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p(\).

iv) Jesli A jest nieosobliwa oraz A # 0, to % € Spec(A™1) oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym 5.

v) Spec(A) = Spec(AT)

vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A).

8.2 Diagonalizacja

Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace réznym
warto$ciom wlasnym sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech
w € End(V).

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {A1,..., A}, to wektory wlasne vy, ..., v,, gdzie v;
odpowiada \;, dla i € {1,2,...,n}, tworza baze przestrzeni V.

ii) Jesli wektory wtlasne vy,...,v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
roznym wartosciom wlasnym) tworza baze przestrzeni V oraz o(v;)) = Nv;, dla i €
{1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

A 0 0 ... 0
0 X 0 ... O
0 0 e A

iii) (Twierdzenie spektralne) Jesli wielomian charakterystyczny x, rozktada si¢ na czynniki
liniowe

Xo = (=)t =) (= M),

(tzn. N\; # Aj, gdy @ # j oraz ky + ko + ... + k, = n) i ponadto k; = dim E),, dla
i € {1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wlasnych
endomorfizmu .

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy istnieje
taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza diagonalna.
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Whniosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje baza przestrzeni V' ztozona z wektoréw wtasnych . Doktadniej mowiac, ¢ € End(V),
gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charakterystyczny
ma n pierwiastkow w ciele R (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej wartosci wlasnej mozna
wybraé tyle liniowo niezaleznych wektoréow wtasnych, ile wynosi krotnos$é tej wartosci wlasnej
jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M, (B, B}) = [ _(1) (1) ] € My(R).
-t 1
XA(t):‘ | =EHL#£O

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektorow whasnych .

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.6. Mowimy, ze macierze A, B € M, (K) sq podobne, jezeli istnieje macierz nie-
osobliwa C' € GL,(K) taka, ze A= C~'BC.

Twierdzenie 8.2.7 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa podobne,
to woéwcezas

i) r(A) =r(B),
ii) detA = detB
1)
)

—+

iii

r(A) = tr(B)
iv) Spec(A) = Spec(B)
Jezeli ¢ € End(V), to dla dowolnych baz B, B’ przestrzeni V' macierze M,(B,B), M (B',B’)

sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobieristwa jest macierza Pp_p zmiany bazy
przestrzeni V.

Definicja 8.2.8. Macierz A € M, (K) nazywamy diagonalizowalng, gdy jest podobna do ma-
cierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,,(K) taka, ze macierz P~ AP jest
diagonalna. Méwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Wnhniosek 8.2.9. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
baza przestrzeni K" ztozona z wektoréow wlasnych A.

7, uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie twierdze-
nia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Uwaga 8.2.10. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa z baza kanoniczng B. Niech ¢ € End(V')
bedzie diagonalizowalny oraz niech B’ bedzie bazg przestrzeni V zlozona z wektoréw wlasnych
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¢. Oznaczmy A = M, (B, By), D = M,(B',B') oraz P = Pg, 5. Wowczas A= PDP.

AX=PDP-1X

przejcie od bazy / \ przejcie od bazy
wektorow wiasnych kanonicznej do bazy

do bazy kanonicznej wektorow wtasnych

macierz diagonalna

Kazda wspotrzedna wektora
P-1X jest mnozona przez statg
(bedaca wartoscig witasna).
Zmiana kazdej wspétrzednej zalezy tylko od
niej samej, a nie od innych wspoétrzednych.

Przyklad 8.2.11. Czy A = [ ? _:1)) } € M5(R) jest diagonalizowalna?
W=[27" TP e es3=r2-3t15=(t—3) + 1 %0
xa 1 1—t 2 4 .

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

Przykiad 8.2.12. Czy ¢ € End(R?) taki, ze p(1,1,1) = (—1,—1,-1), ©(0,1,1) = (0,1, 1),
©(0,0,1) = (0,0,2) jest diagonalizowalny?

Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wlasne

)\1 = —1,1}1 = (1, 1, 1), )\2 = 1,’1}1 = (O, 1, 1), )\3 = 2,’(]1 = (0,0, 1)

Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia i), operator ¢ jest diagonalizowalny.
Przykiad 8.2.13. Czy p € End(R?) dany wzorem

o(x,y,z) = (3x +82,3x — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?

3 0 8
A= M,(B} B}) = 3 -1 6
-2 0 =5
33—t 0 8
R T T R [ R
-2 0 -5 —t
=—(1+t)1+2t+t*)=—-(1+1)
Spec(p) = {1 = —1}, ky =3
x 0
Ey=Ea={v=(xyz2): (A+D) |y |=|0 |}
z 0
4 0 8
dmFE =3—-r(A+I)=3—-r 30 6|=3-1=2%#Fk =3.
-2 0 —4



Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R3 zlozona z wektoréw
wlasnych .

Przyklad 8.2.14. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie witasne i wymiar tychze podprze-
strzeni. Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow wtlasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujgca P.

[ € End(My(R)), f(A) = A+ A"

10 01 00 00
B=<E11:[0 O],Em:[o 0},E21=[1 0}7E22={0 1])bazaM2(R)
101 [1 0] [2 0]
FED=10 01 00|00
:O 1: :0 O: :0 1:
FE2) =10 o1t 1 0|71 0
:O 0: :O 1: :O 1:
FE)=17 91 0 0l=]|1 0
:0 0: :0 O= :0 O=
FE2) =10 1 [*Tlg 1|70 2
] T2 00071 ]
0110
A=MiBB)=|( 1 1 g
000 2

11—t 1 0
xt)=det(A—tl)=2-¢)| 1 1-t 0 |=(2-1)?
0 0 2—t
62 —1) = (2—-t)*(t* —2t) = —t(2—1t)*
Spec(f) = {)\1 = O, )\2 = 2}, k’l = 1,]4‘2 = 3, dlmE() = 1, 1 S dlmEg S 3

1;t 1£t ‘:Q—t)z((l—

E)\l = EO = Ker(f) = {B € MQ(R) . B + BT = O}

NiechB:[ﬁ Z},gdziea,b,c,dER.
2a =0
B+BT=0 & [Z 2:|+|:z 2]—[8 81 = ¢ b+c =0
2d =0

0 b 0 b . 0 1
ZatemB:[_b 0:|01"aZE0:{|:_b 0}.()61&2}:1111{{_1 0]}

E\, = By = Ker(f — 2-iday®)) = {B € Mx(R) : B+ B' =2B}
B= {‘CL ’ } = [a,b,¢,d]s, Oaxz = [0,0,0,0]5

d
a 0 0 0 0 a 0
b 0 -1 10 b 0
(A—2I) . =0 & 0 1 -1 0 1 =10 = b=c, a,bdeR
d 0O 0 00 d 0
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n={[ 8] enac)=m{[ S ][0 L]0 0]}

[1 0},{0 1],{0 0}sadliniowoniezaleZne:>dimE2—3

0 0 10 0 1
) - 0 1 10 0 1 00
BazawektorowwlasnychC—([_1 O}’{O 0],[1 O}’{O 1])
0000 0100
0200 1 010
D=1lo o020 <= _1 010
000 2 0 001

Przyklad 8.2.15. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem ¢(z,y) = (42 + 2y, y — x).
Mozemy wyliczy¢ Spec(yp) = {\ =2, \y = 3}.

Widmo jest proste, zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Uklad C = (v; = (1, —1),v2 = (2, —1)) jest baza wektoréw wlasnych.

4 2 1 2 2 0
A:MW(BI%7BI§):|:_1 1:|7P:PB§—>C:|:_1 _1:|7D:M<P(C7C>:|:O 3:|
Obliczamy P~ = Pe_p2 = _1 _? oraz

2 0 -1 -2 2 0 10 -1 =2 -2 —4
-1 _ _ —
e It N et et
1 2 -2 —4 4 2
-1 _ _ —

20 20 10
02[03}:[0 1“03]
pierwsza wspotrzedna x2
druga wspoétrzedna x3

C

przeksztatcenie wspotrzednych
elz(l’o):-cl+czz[-1’1]c od bazy standardowej

1 do bazy wektoréw wtasnych
: ————— L e
— 1 1 T
e>=(0,1) C1 C1
Pt DP-
Ay Ay
4 4 przeksztatcenie wspotrzednych
| ' od bazy wektorow witasnych
4+ ' N + do bazy standardowej
1 » 1
e:=(0,1) T 9(e=(2.1)
—t—+— —t+—— > ——t+— —+—+— >
1 e=10) X 1 X
— -1 _
T A=PDP™ 4 9(ex)=(4,-1)
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Uwaga 8.2.16. W dlaszej czesci wyktadu przekonamy sie, ze kazdej wartosci wtasnej o krotno-
Sci algebraicznej k zeczywistej macierzy symetrycznej odpowiada k liniowo niezaleznych wekto-
row wlasnych. A zatem rzeczywiste macierze symetryczne sg zawsze diagonalizowalne. Co wie-
cej, wérod wszystkich mozliwych macierzy diagonalizujacych dang rzeczywista macierz syme-
tryczng, znajdziemy zawsze taka macierz diagonalizujaca P, dla ktorej P! = PT.

8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie warto$ci ztozenia endomorfizmu

Whniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa n-wymiarowa oraz niech
v € End(V). Niech B bedzie ustalona baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne v; ..., v, odpo-
wiadajace wartosciom wlasnym Ay, ..., A\, (niekoniecznie roznym), tworza baze C = (111 e ,’Un)
przestrzeni V', to wéwczas dla dowolnego r € N

MO0 ... 0
0 X 0 ... 0
M, (B,B) = PD'P~!, gdsie P=Ps.c, D=| .
0 0 ...\

~—

Dowdd. Niech A = M,(B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_c. Wowczas A" = My (B,B
oraz D" = M, (C,C). Ponadto D = P'AP, skad A = PDP~! oraz A" = (PDP~')"
(PDPYY(PDP™ .. (PDP™'Y= PD(P'P)D... (PP YDP'=PD'P~!. [J

J/

TV
r—razy

Przyklad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtlasne, podprzestrzenie wtlasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wtasnych,
macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P. Oblicz ¢1%1(1,2, 3).

0:R* =R o(r,y,2) = (4o — 2y + 22,22 + 22,y + 2 — )

4 -2 2
A=M,(B;,B))=] 2 0 2
-1 11
4—t =2 2 4—t =2 2 4—-t =2 0
XA (t) - 2 —t 2 w2+:2w3 0 92—+t 4 — 92t k3;k2 O 2 _ ¢t 6 - 3t kQ;kl
11 1t 11 1t 11 2-t¢

4—t 2—t 0
0 2—-t 6-3t|=A—-t)2-1t)?-32-t)?=(2-1)*(1—1)
-1 0 2—t
Speco ={ M =1, =2}, =1k =2 dmE =1 1<dmFE, <2
¢ bedzie diagonalizowalny, jesli dim Fy = 2 = k.

2 =2 2
dmFEy=3—-r(A—-2[)=3—r 2 =2 2| =3-1=2,
-1 11
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zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Wyznaczymy baze zlozong z wektorow wtasnych. Rozwazmy A\ = 1.

T 0 3 =2 2 T 0
A-Dlyl=]0] < 2 -1 2 yl=10
2 |0 ~1 10 2 0
3 -2 2]07 1 -1 0]0 1 -1 00
2 -1 2(0] —=1|3 —2 202210 120
-1 1 0[0 2 —1 20 ™™ o 1 2|0
yﬂ_}i ;8 = z=y=-22,2€R

By ={(-22,—22,2) : z € R} =lin{(-2,-2,1)}

Rozwazmy Ay = 2.

T 0 2 =2 2 T 0
A-2) |y |=]|0| < 2 -2 2 y|l=10
z 0 -1 1 -1 z 0

—r4+y—2=0=z=y—x, r,yeR
Ey ={(z,y,y —x): z,y € R} =1in{(1,0,-1),(0,1,1)}
Baza wektorow wlasnych C = (01 =(=2,-2,1),¢0 =(1,0,—1),c3 = (0, 1, 1))

100 -2 10
D=MyC,C)= |0 2 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgs_o= | =2 0 1
0 0 2 1 -1 1

Obliczymy '°1(1,2,3) na dwa rézne sposoby.
METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a,b, c|c.

1 a a 1
Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | = P71 | 2
3 c c 3
1 -1 1
Obliczamy P~'= | 3 =2 2 | oraz v = [2,5,6]c.
2 -1 2
2 1 0 0 2 2
DlOl 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101
6 0 0 2t 6 6 - 2101

P (v) = [2,5- 2191 6 - 2100 = 2¢) + 5 - 210%¢, 4 6- 210y =
= (—4+5-201 _4_.2101 9.4 9101

METODA II: Obliczamy

1 1 —2 10 1 0 0 1 -1 1
AL 2 | = pDOIPt 1 2| = | -2 01 0 20! 0 3 =2 2
3 3 1 -1 1 0 0 2t 2 -1 2
3-2100 2 22102 2102 97 —4 45210
2102 -9 2 _ 2101 2102 -9 2 — —4—6- 2101
1— 2101 —1 + 2101 1 3 2 + 2101
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Formy kwadratowe

9.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Kazdg macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy macierzy
symetrycznej i antysymetrycznej D = B+ C, gdzie B = 5(D+D"), C = 3(D—D"), B = B,
C=-CT.

Obserwacja: Niech D bedzie macierza kwadratows stopnia n.
T
x
Niech X = | | 2 , wowezas X1 = [11,29,...,2,] oraz XT DX jest macierza stopnia 1.
‘/BTL
Zauwazmy, ze X' DX = XTBX.
Istotnie X" DX = X (B+C)X = XTBX+XTCX oraz X"CX = X222 X = L (XTDX - XTDTX) =
T (XTDX — (XTD"X)T) =1 (XTDX - X"DX) = 0.

Niech K = R lub K = C. Niech V' = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K
taka, ze dimy V = n < oco. Ustalmy baze B = (by, by, ..., b,) przestrzeni V.

Definicja 9.1.1. Niech A € M, (K) bedzie macierza symetryczna. Odwzorowanie v : V — K
x1

x
dane wzorem y(z) = XTAX, gdzie X = _2 dla dowolnego = € V,z = (1, x9,...,%,)5,

'In
nazywamy formgq kwadratowg. Macierz symetryczng A nazywamy macierzg formy kwadratowe)
~v w bazie B.

Na mocy powyzszej obserwacji zalozenie A = AT mozemy przyja¢ bez straty dla ogélnosci.

Uwaga 9.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowezas y(z) = >0,

Qi T2 5.
ii) 7 jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.

iii) Ve e VVA € K y(\z) = Nq(x)
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apy ... Qin T anry + ...+ a2,

Dowdd. i) [xy...xn] | ¢+ . o =[x . = ay 73 +
Ani . Gpn T Ap1T1 + oo+ AppTn

1201 To + - . + A

ii) Na mocy i) kazdy jednomian + jest stopnia 2.

iii) Niech z = (z1,...,2,), A € K. Woéwczas na mocy i) mamy y(A\zx) = y(Azy,...,\x,) =

2= (ML) (Azj) = N > e @iy, O

Uwaga 9.1.3. Kazdej macierzy kwadratowej A odpowiada forma kwadratowa + zdefiniowana
powyzej. I odwrotnie, kazdej formie kwadratowej v odpowiada macierz B zdefiniowana naste-

pujaco.

Niech f:V xV — K, f(z,y) := %(’y(x%—;g) —v(z) —fy(y)).

Odwzorowanie f jest dwuliniowe, tzn. liniowe ze wzgledu na kazda zmienna.

Vi,y,z €V, Va, fe K flartfy, z) = af (w,2)+8](y, 2) A f (2, ay+Pz) = af (x,y)+ 6] (2, 2)

Odzworowanie f nazywamy formaq dwuliniowq biegunowa wzgledem ~ lub stowarzyszong z ~.
Forma dwuliniowa f jest symetryczna, tzn. Vo, y € V f(z,y) = f(y,x).
Jesliz,y €V, v = (x1, 29, ...,20)8,Yy = (Y1, Y25 - - -, Yn)B, 10 WOWCZAaS

f(xvy) - f(xlbl + szbg +...+ $nbnaylb1 + y2b2 + ...+ ynbn)

= 21 f (b1, y1b1+y2bo+. . Aynby )2 f (b, Y101+y2bat. . +ynby)+ . . A2y f (by, y101+y2bo+. . +y,by)

=Y wiyf(bi,b;) = X"BY, gdzie B = [by], by = f(bi,by).
ij=1
Zauwazmy, ze f(x,x) = 3(y(2x) — 2v(x)) = y(z), zatem y(z) = X" BX oraz A = B.
Podsumowujac, jesli w przestrzeni V ustalimy baze, to istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
pomiedzy macierzami A € M, (K) oraz formami kwadratowymi v na V.

Przyktad 9.1.4. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

i) 7:R® = R, y(21, 22, x3) = 227 + 3w129 + 4w123 + 25 + 73

2 % 2 T
(w1, x0,23) = [ @1 22 a3 ]| 2 1 0 T2
2 01 T3

ii) Niech  C R" bedzie obszarem, za$ f :  — R dowolng funkcja taka, ze f € C*(Q2). Niech
Py € Q. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie P,

n ~ &/
d%’of 'R _>R7 d%’of(hla"'ahn) :’L]Z:l 3:61(9% (P(])hlhj

104



jest forma kwadratows. Jej macierz ma postaé

0% f 02 f 52 f

@(PO) 393123562 (PO) T 8$123$n (PO)

o f o°f 0% f
(9:Bigxl (PO) azviBfZQ <P0) e %(PO)

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.

9.2 Okreslono$é formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0.

Definicja 9.2.1. Forme kwadratows v : R* — R, v(2) = XT AX nazywamy

i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R*\ {0} ~(x) > 0,

ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) <0,
>

)
)
ili) dodatnio potokreslong, gdy Yo € R™  ~(z) > 0,
)
)

iv) wjemnie potokreslong, gdy Vo € R"  ~(z) <0,

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Powyzsze pojecia nie zaleza od wyboru bazy przestrzeni V.
Terminologia ta przenosi sie na macierze.

Definicja 9.2.2. Rzeczywista macierz symetryczng A nazywamy dodatnio okreslong, gdy forma
kwadratowa y(z) = XTAX jest dodatnio okreslona, tzn. X #0 = XTAX > 0.

W pozostalych przypadkach definiujemy analogicznie.

Przyklad 9.2.3. i) 7:R?® = R, y(21, 29, 73) = 22? + 23 + 23
jest dodatnio okreslona

ii) v:R? = R, v(z1, T9, 13) = —2F — 423 — 22 jest ujemnie okreslona

iii) v:R3 = R, y(zy1, 9, 3) = 2% — 23 + x5 jest nieokreslona, bowiem ~v(1,0,1) = 2 > 0, za$

7(0,1,0) = -1 < 0.

iv) 7:R® = R, y(x1, 29, x3) = 227 + 23 jest dodatnio polokreslona. Vay € R (0, 22,0) =0
Badanie okreslono$ci formy kwadratowej

Definicja 9.2.4. Niech A = [a;;] € M, (R).
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i) Minorem gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy po-
wstaltej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

ii) Minorem wiodgcym gtdwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy po-
wstlej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem Ay.

Symbolem Dj;, ; oznaczamy minor gtéwny stopnia k, powstaly przez skreslenie wierszy i
kolumn poza tymi o indeksach 71 < ... < 7.

1 2 3 4
5 6 7 8
Przyktad 9.2.5. A = 1 _9 _3 _4
-5 -6 -7 =8
. . ) 1 2
minory wiodace gltowne: Ay = Dy; =1, Ay = Dy = 56|~ —4,
1 2 3
Ag = D123 = 5 6 7| = O, A4 = D1234 =detA =0
-1 -2 -3
. , 1 4 6 8
minory gtéowne: Dyy = ‘ 5 _g ‘ =12, Dy = ’ _6 -3 ’ =0

Twierdzenie 9.2.6 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M,,(R) bedzie macierza syme-
tryczna.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtowne sa dodatnie,
tzn. Vk € {1,2,...,n} Ag > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtéwne parzystego
stopnia sa dodatnie, a nieparzystego ujemne,
tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)FA; > 0.

Bez dowodu.

—2 1 0
Przyklad 9.2.7. i) A= 1 —1 0 | jest ujemnie okreslona.
0 -3
—2 1
A1:—2<0, AQZ‘ 1 _1‘:1>0, AgzdetA:—3<O

ii) B = [ 8 _(1) } jest polokreslona ujemnie, gdyz vy(z1, z2) = —23 < 0.

Uwaga 9.2.8. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia potokreslonosé A.
Twierdzenie 9.2.9. Niech v: R" — R, y(z) = XTAX, gdzie A = AT.
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i) Forma kwadratowa v jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie mi-
nory gtowne macierzy A sa nieujemne,
tzn. V1<k<n VI<y <...<t,<n D; ,; >0

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory gtowne
macierzy A przyjmuja nastepujace znaki
Vi<k<n VI<ii<...<ip<n (=1)*D; ,; >0.

Przyklad 9.2.10. Forma kwadratowa v : R® — R,
Y(x1, T9, w3) = 23 + 23 4 22173 jest dodatnio polokreslona.

1 01
A=10 0 0 |, A1=1 Ay =A3=0,
1 01

11 00
DQZO,D;;:LDH,:‘ 1 1 ’:0,D23:‘ 0 1 ‘:0
Oczywiste bowiem (1, 2o, 13) = (21 + x3)* > 0.
Uwaga 9.2.11. i) Jesli Ay = D1y < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci wta-
snych (liczac z krotnosciami).

Dowdd. i) Ay = Di5 to minor stopnia 2. Jedli D1y = (—1)?D1o < 0, to na mocy kryterium
Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okre$lona ani ujemnie okreslona. Na mocy twierdzenia
nie jest polokreslona dodatnio ani pétokreslona ujemnie.

ii) Dowod mozna znalez¢ w [4]. O

Twierdzenie 9.2.12 (Kryterium wartosci wtasnych). Niech v : R" — R, v(z) = XTAX, gdzie
A = AT oraz niech Spec(A) = {\1,..., \,}. Wowczas forma kwadratowa v jest

i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0,

ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,

)
)
iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X >0,
)
)

iv) ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\ <0,

iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 3¢,5 € {1,2,...n} A\, >0 AX; <O0.

Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wtasnym odpowiadajacym \. Oczy-
wiscie v # Oy, wiec |[v| # 0. Obliczamy vTAv = y(v) = v"hv = MwTv = Mov|%. Zatem
v(v) > 0 < A > 0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostalych przypadkach.
Il

107



Przyktad 9.2.13. A = jest dodatnio potokreslona.

=

0
0
0

—_ O =

1—t O 1

xat)=| 0 -t 0
1 0 1-—-t¢
Spec(A) = {1 =Xy =0,\3 =2}

=—t(1—t)P+t=t(1-(1-1t)?% =t(2—t?) =t*(2—1)
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .....ooooo

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

10.1 TIloczyn skalarny i norma

Niech V = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniows.

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym lub iloczynem
wewnetrznym, jezeli spetnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w €V Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v, w),
i) Vu,v eV s(u,v) = s(v,u),
i) Vvoe V. s(v,v) >0 A s(v,0) =04 v=0y.

Pare (V| s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowqg. Bywa ona oznaczana symbolem
E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u,v).

Uwaga 10.1.2. Jesli B jest baza przestrzeni V., oraz w,v € V, u = [11,Z9,...,Tp|p, v =
T

x
[Y1,Y2, - - - Yn]B, to kazdy iloczyn skalarny jest postaci s(u,v) = XTAY, gdzie X = 2 ,

Tn

Y1

y=|"| oraza= laij] € Mn(K), gdzie ai; = s(bi, bj).

Yn
Warunek i) rownowazny jest stwierdzeniu, ze s(u,v) jest wielomianem jednorodnym stopnia 2
postaci ' ai;Tiy;.
Warunek ii) rownowazny jest stwierdzeniu, ze macierz A jest macierza symetryczna.
Zas warunek iii) w powyzszej definicji rtownowazny jest stwierdzeniu, ze macierz A jest dodatnio okreslona,
co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodgce gtéwne macierzy A sa dodatnie,
lub réwnowaznie, gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy A sg dodatnie.

Przyklad 10.1.3. Ponizsze funkcje sg iloczynami skalarnymi.
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1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R” — R taka, ze

Vu= (21,...,20), 0= (Y1,-..,Yn) ER" wov=>3" xyi =x1y1 + ...+ Tpyn
Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E".

2) V=C([a,b,R), (,.):VxV =R, YfgeV (fg)=[ fla)g(z)dz

Calka oznaczona ma wlasnoéé liniowosci. Ponadto [ f*(xz)dx > 0, bowiem f?(z) > 0 i
catka oznaczona zachowuje nier6wnos¢ staba.

)V =R,[z], {(,.):R,[z] xR,[z] = R,
Vp,g eV (p,q) = i p(xi)q(x;), gdzie vo < z1 < ... < x, liczby ustalone

Rozwazmy Ry[z] z illoczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+p(0)g(0)+p(1)q(1). Wowczas
(p.p) = [p(=1)]> + [p(0)]* + [p(1)]* > 0.
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Wielomian stopnia co najwyzszej
drugiego, posiadajacy trzy roézne pierwiastki jest wielomianem zerowym.

DV = Mpsn(R), () Mypen(R) X Mypsn(R) — R,
YA, B € Mpyn(R) (A, B) = tr(ABT)

Na mocy twierdzenia [3.1.14] méwiacego o wlasnosciach sladu macierzy, mozna wywniosko-
wac, ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 10.1.4. Niech (V) s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w €V Vo, €R  s(u,av + pw) = as(u,v) + Bs(u, w),
i) YoeV s(v,0y) =0,

2
i) Vu,v € V (s(u, v)) < s(u,u) - s(v,v)  nierdwnosé Schwarza

Niech V' = (V, 4, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 10.1.5. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelia ona nastepujace
warunki:

) VvoeV [p]|>0 A |lv]|=0<v=0y,
i) Vo e V. VaeR |lav|| =|al- |||,
i) Yu,v e V. ||u+v|| < ||ul| + [v]|. tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normg (lub dlugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy przestrze-
niG UNOTMOWaAnNQ.
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Twierdzenie 10.1.6. Jesli (V) s) jest przestrzenia euklidesows, to odwzorowanie ||.||s: V — R
dane wzorem

VoeV  ||v]|s = v/s(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Méwimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Whniosek 10.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.

Przyktad 10.1.8. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dla x = (71,29, ...,7,) mamy ||z|| = \/2? + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa w
R".

Przykitad 10.1.9. Uzasadnimy, ze odwzorowanie s : R? x R? — R dane wzorem s(z,y) =
1311y; — 271y — 2T9y1 + Tays dla = (72, 22),y = (y1,92) € R? jest iloczynem skalarnym w
przestrzeni R?. Ponadto obliczymy norme wektora v = (—1, 3).

METODA 1 : Sprawdzimy warunki z definicji iloczynu skalarnego.
Dla dowolnych = = (22, 22),y = (y1,y2), 2 = (21, 22) € R?* a,f € R mamy
s(ax + Bz,y) = 13(axy + Bz1)y1 — 2(axs + Bz1)y2 — 2(awy + Bzo)yr + (axz + Bza)y =

= a<13x1y1 — 2x1ys — 2m9y1 + xzyz) + ﬁ(13zly1 — 22192 — 22001 + 223/2) = as(z,y) + Bs(z,y)

Zatem odwzorowanie s jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienna. Ponadto s(x,y) = s(y, z)
oraz

s(z,x) = 1307 — dwywy + 25 = 927 + (407 — dwyy + 23) = 925 + (22, — 22)* > 0
Stad s(z,2) =0 21 =0 A 221 — 29 = 0z = (x1,22) = (0,0).

METODA 11 : Skorzystamy z uwagi [10.1.2]

s(z,y) = 13x1y1 — 2x1Y2 — 222y1 + Tays jest wielomianem jednorodnym stopnia 2 postaci

> oiio1 ijriy;. Rozwazmy baze By = (e1 = (1,0),es = (0,1)). Macierz A = [a;], gdzie a;; =
o 13 -2 . .

s(e;,ej) dla 7,0 = 1,2 ma posta¢ A = _3 L Latwo zauwazyé, ze AT = A. Ponadto

A; =13 > 0 oraz Ay = detA =9 > 0. Zatem A jest symetryczna i dodatnio okreslona. Stad
wnioskujemy, ze s jest iloczynem skalarnym.
Obliczymy norme wektora v = (—1, 3).

]| = /s(v,v) = /13(=1)2 —4 - (=1) -3+ 32 = /34

10.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy norme
pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

111



Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V, ktorego dtugosc¢ jest roéwna 1
nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna unormowac, tj.
znalez¢ wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co v.

Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami. Na
mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u v E V mamy

[, 0)] < Vu,u)/o,0) = [ul] - o] = “| <1 e -1<piprst

>H jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

Istotnie v := ﬁ jest wersorem, bowiem ||0]| = ) ||Z_||

v

Jesli v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ ||<||H
€ [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem
(u, v) (u,v)

WY ) = .
Tall-Je <%0 = areeos g

cos £ (u,v) =

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest nieokreslony.

Przyklad 10.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R;[z],(.,.)), gdzie (p,q) = p(0)q(0) +
p(1)q(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — x.

(u,v) = u(0)v(0) + u ()()—2 542-4=18

||U||=\/ >=\/U0] (D =v22+22=2V2

[[v]] = /(v \/ O + D)) =52+ 42 =11

£ (u,v) = arccos ; \/5' T = Arccos \/%3
Definicja 10.2.2. i) Dwa wektory w, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn skalarny

jest rowny zero. Piszemy wowczas v L v.
ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli

Vi,je{l,2,...,n} i#j = (v;,v;) =0.

ii) Uklad wektoréw nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest ukladem ortogonalnym i
kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,je{1,2,...,n} <ui,vj>={(1) f ;f;

Uwaga 10.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora.

Przyktad 10.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesows (C([—m, 7], R), (., .)), gdzie (f, 9) = [ _f(z
Sprawdzimy, czy wektory f(z) =sinx, g(x) = cosz sa ortogonalne/ortonormalne.

(f,g) = [" sinzcoswdr = 1 [T sin2zdw = [~Lcos2z]” =1(- 1)) =0
(f,f)= ||f||2 :f;SiD2$d$=ffW#dx: Bx— Zsm2x]:r T

Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne.
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Twierdzenie 10.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas

Vu,v €V ou Lo < |lu+to|* = [|u]*+ ||v]|*

Dowdd. |Ju+v|2 = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (0,0) “L |2+ |2 O

Twierdzenie 10.2.6. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo nieza-
lezny.

Whniosek 10.2.7. i) Uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny nie
zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 10.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonor-
malnym), nazywamy bazg ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 10.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),es = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).

Wspélrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E?

baza ortogonalna B} = (i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1))

Dla dowolnego wektora v = (vy, vy, v,) mamy v, = v o 7, vy =0 0j, v, =vo k.

Z dokladnoscig do znaku skalary v, vy, vs to dlugosm rzutéw ortogonalnych wektora v na osie
Oz, Oy, Oz odpowiednio, zas wektory v, - 1 JUy - J,Us k to rzuty ortogonalne wektora v na osie
Oz, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 10.2.10. Niech B = (bl, ba, ... ,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni euklide-

sowej (V,(.,.)). Niech v € V, v = [a1, g, ..., a,] 5. WoOWczas
Vie{l,2,...,n} «;= <||Ub’l|)|l2>
Ponadto
(u, br)(w,br) | (u,by)(w, by) (u, bn) (w, bn)
Vu,w eV (u,w) = .
[16:]]? [162]]? [1bn][?

Whiosek 10.2.11. Jesli B = (bl, ba, ... ,bn) jest baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej
(V,(.,.)) oraz V 5 v = [a1, qg, . .., |5, to wowczas

Vie{1,2,...,n} o = (v,b)

oraz

Vu,we Vo (u,w) = (u,by)(w,b1) + (u, bo)(w, ba) + ...+ (u, b,)(w, by).
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Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu [10.2.10| przyjac ||b;]| = 1. O

Whiosek 10.2.12. Niech B = (bl,bg, e ,bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V) (.,.))
oraz niech v,w € V., v = [ag, ag, ..., an|p, w = [B1, o, - - ., Bu]s. WoOWczas baza B jest ortonor-
malna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = 181 + a20s ... + @, Sn.

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (3, aibi, > iy Bib;) = >0, «iBj(bi, bj) rowna sie Y aif3;
wtedy i tylko wtedy, gdy (b, b;) :{ (1) f zfi O

Dopelnienie ortogonalne

Niech (V, (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem.

Definicja 10.2.13. Zbior S+ := {v € V : Vo € S (v,2) = 0} nazywamy dopetnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy tj.
S = {x}, to zbiér St nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 10.2.14. Niech V' bedzie przestrzeniag euklidesows.

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, to wowczas UL rowniez jest
podprzestrznia liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u} jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
Przyklad 10.2.15. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do u =
(1,0,1,0).

Niech v = (2,y,2,t) € R*. Woéwezas u L v < uov =0 < x+ 2 = 0. Zatem
v=(x,y,—xz,t)oraz {u}*t = {(z,y, —x,t) : z,y,t € R} =1in{(1,0,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 10.2.16. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jedli w € U™, to
moéwimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.

Uwaga 10.2.17. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {by,...,b;}
baza tej podprzestrzeni. Woéwczas dla dowolnego wektora w € V/

wlU < Vie{l,2,....k} w Ly

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i € {1,2,...,n}
mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = |oq,...,q,]p mamy (w,u) =
ap(w,by) + ...+ a,(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Przyktad 10.2.18. Rozwazmy V = Ry[x] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = fol p(z)q(z)dx, pod-
przestrzen U = Ry [z] oraz w = 62> — 6x + 1. Czy w L U?

wlU=Rz]=lin{l,z} S wllAwlx

(w, 1) = [/(622 — 62 + 1)da = 22% — 32% + x| =0

w,T) = T° —0x° +x)dr = 507 — 207 + 57|, = atem w .
) (62% — 62 + z)dw = 32t — 22% + L% =0 Z LU
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Wilasnoéci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 10.2.19. Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, U; jej podprzestrze-
niami liniowymi. Woéwczas:

1 U1CU2:>U2 CUlL,

i)
ii) U+ = (linU)*,
iii) U c (UH)*.

)

iv) Jedli dim U < oo, to wowezas U = (U+)*.

10.3 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 10.3.1. Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {b1,...b,} CV
bedzie uktadem wektorow liniowo niezaleznych. Wowezas istnieje uktad ortogonalny {c, ... ¢, } C

V taki, ze lin{by,... by} = lin{cy,...cn}

Whniosek 10.3.2. i) Kazda skoniczenie wymiarowa przestrzeni euklidesowa rézna od {0} ma
baze ortogonalng i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoniczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna uzu-

petic¢ do bazy ortonormalne;j.

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Whiosek 10.3.3. Jesdli B = (bl, by, ... ,bn> jest dowolna baza przestrzeni euklidesowej (V) (., .)),

to wowczas ciag wektorow C = (cl, Coy ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza ortogonalna tej
przestrzeni.

C3 :— bg—

<b37 Cl> <b3a 02> o c, = bn_nz_i <bn7 Ci>

C1— C
a0 Tleal

Przyktad 10.3.4. Rozwazmy przestrzeii Ry[z]| z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) +
p(0)¢(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, z, z?%).

Niech by = 1,by = z,by = x%. Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem b; o by =
1-(=1)241-0241-1*=2#0.

1Jedli U jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa, to réwnoéé na ogét nie zachodm Przyktadem moze by¢
podprzestrzeni U przestrzeni V = C([0, 1], R) z iloczynem skalarnym (f, g) fo x)dx, postaci U = {f €
V : £(0) = 0}. Mozna uzasadni¢, ze U+ = {0} i w konsekwencji U # (UJ-) V.
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Niech C = (¢y, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna.
I KROK: Niech ¢; := b; = 1.

IT KROK: Poszukujemy ¢y = by 4+ ey, a € R. Dobierzmy « tak, by ¢ 0 ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cgocy = (betacy)oc; = byoci+a-(crocy) = (—1-140-1+1-1)+a(14+1+1) = 3a.
Skad o = 0. Zatem ¢y = by = x. (MoglisSmy to zauwazy¢ wczesniej. )

IIT KROK: Poszukujemy c3 w postaci c3 = b + 51¢1 + Paco, P1, P2 € R. Dobierzmy Sy, By tak,
by c30c¢; =0 oraz c3 o0 cy = 0.

Mamy 0 = czocy = (bs+ fic1+ faca) oc1 = byocy+ fi(croct) + Ba(caoct) = bgocy + filler]|* =
(1-1+O-1+1-1)+51-3, skad B, = —=

Analogicznie 0 = ¢3 0 ¢y = (bs + f1c1 + faca) 0 ca = bz o ¢y + Pi(c1 0 ¢a) + Pa(ca 0 o) =
by o co+ Pallcal> = (1 - (— 1)+0 04+1-1)+ B2 ((—1)* + 0%+ 1?) = 20, skad B2 = 0.

Zatem cg = bs — %cl =% — 3.
C= (cl =1,c0 = 2,03 = 2% — 5) jest baza ortogonalna.

lea| = vVIFIFI =3, |leall = VIFOFI=v2, |les]| = /2 + 4 + 1 = &

Baza ortonormalna jest uktad wektorow

1 c1 V3 o o _ V2 s V6(2__2y_ V6,2 6
¢'= ol = 52 = oy = 246 = =@ -5 =9 %)

Przyktad 10.3.5. Rozwazmy przestrzen Ry[z] z iloczynem skalarnym
(p,q) = p(—1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)g(1) oraz dwie bazy tej przestrzeni B = (1, z,2?) oraz

C'= (=B ¢y =Ly = B(a* - 2) = B> - F).

Dany jest Wektor p = V622 + 3v/2x. Obliczymy jego norme.

11pl|? = [p(—=1)]% + [p(0)]? + [p(1)]? = (V6 — 3v/2)? + (V6 + 3v/2)> = 12 + 36 = 48. Zauwazmy,
ze p = [2v/2,6,2]¢ oraz p = [0,3v/2,6]5.

Baza C' jest baza ortonormalng, zatem ||p||? = (2v/2)? + 6% + 2% = 48.

Baza B nie jest baza ortonormalna, dlatego tez |[p||> # (3v/2)? + (v/6)? = 24.

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 10.3.6. Niech uy,...,u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni
E". Niech A € M,,x,(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspotrzedne wektorow
uy, . . ., U, W bazie kanonicznej przestrzeni R”. Wowczas stosujac operacje elementarne na wier-
szach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna doprowadzi¢ ja do postaci
[G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna gorna. Wektory wierszowe tak otrzymane;j
macierzy A’ € M,,«»(R) sa ortogonalne w E™.

Przyktad 10.3.7. Stosujac metode macierzowa, zortogonalizujemy uktad wektorow by = (1, —2,0), by =

(5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni E3.
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-1 20
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 #£ 0.
1 5 5
e o
. T: J—
NI T
5 5 1]-=5 51 49 -
5 4 4|-3 49 57
5 =5 =3|-1 2 0 (5 -5 -3|-1 2 0
[A-AT|A] = | =5 51 49| 5 5 1| 22, 10 46 46| 6 3 1 | =2
—3 49 57| 5 4 4| wswr | 46 T | B 1y
5 =5 =3|-1 20
0 46 46| 6 3 1
6| _2 4
0 0 F[-§5 —5 3

Uktad ortogonalny ¢; = (1,—2,0),¢; = (6,3,1),¢c3 = (-2, —3,3).
Jesli nie uzywalismy operacji a-w;, to na przekatnej macierzy G otrzymujemy ||c;||?, [|ca| %, ||cs] |2

Zatem ||| = V5, [lesl] = V6, [[esl] = /2.
10.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowsa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.
Definicja 10.4.1. Operator liniowy m € End(V) dany wzorem
YVoeV n(v) =u, gdzie v—u LU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjq ortogonalng na podprzestrzern U. Obraz
wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen U.

e

Twierdzenie 10.4.2 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowcezas dla
dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego wektora na
podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl,bg,...,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = w(v) =
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[041, Qo, ... ,Oék]B, gdzie

(b1, b)) (br,ba) ... (b1, by) a (v, b1)
(b2, b1) (b2, b2) ... (b2, bg) Of2 _ <U’_b2> (1)
<bkab1> (bk, ba) (O, br.) o;k (v,'bk)
ii) Jesli B = (bl, bo, ... 7bk) jest baza ortogonalna podprzestrzeni U, wowczas
b b b
R T XA TR Tt
i) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest baza ortonormalna podprzestrzeni U, wowczas

u=m(v) = (v,b1)by + (v,b2)bs + ... + (v, by )by.

(b1,b1) (b1,b2) ... (b1, bg)

Macierz (b2,b1) (b2, ba) - (b, b wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
<bk:7b1> <bkab2> e <bkabk2>

macierzq Grama uktadu wektorow (bl, bo, ... ,bk).

Whiosek 10.4.3. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, za$ U jej podprzestrzenia liniowa.
Niech B = (bl, ba, ... ,bk) bedzie bazg ortonormalna podprzestrzeni U, zas A € M, «x(R) macie-
173, ktorej kolumnami sg kolejne wektory bazy B. Wowczas AAT jest reprezentacja macierzows
projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U.

Przyklad 10.4.4. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora v =
(1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.

2 1 1 2}:2_

Zauwazmy, ze B := (b1, by) jest baza U, bowiem r [ 11 -30

METODA 1

u:=my(v)=?, w=v—ulU & wlb :=(2112) ANwlb:=(11-3,0)

u € U, zatem istnieja o, § € R takie, ze u = ab; + fby. Wowczas

w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — f(1,1,-3,0) = (1 —=2a — B,1 —a — 5,1 —a + 38, —2«)

Otrzymujemy uktad dwoch réownan
0=(wb)=(1-2a—-p,1—a—05,1—a+35,—2a)0(2,1,1,2) =4 — 10a,
0= (w,bg) =(1-2a—p,1—a—-p,1—a+308,—2a)0(1,1,-3,0) = -1 — 115.
Stad a = %, = —ﬁ oraz
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= 11ls = 3b1 = 11bs =

u=la,fls =

METODA II

Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.

(S]]

Istotnie by o by = (2,1,1,2) o (1,1,—3,0) = 0. Na mocy twierdzenia [10.2.10[ mamy
U= [<“’b12>, frgjfg] Ale (v,b;) = (u,b;), zatem u = [<”’b1> <”’b2>]. Obliczamy

[[b1]] [[oa[[Z [lb2]]?

<'U7b1>
||b2||*> = 11. Stad u = [a, B]s.

(1,1,1,0) 0 (2,1,1,2) = 4, {(v,by) = (1,1,1,0) o (1,1,-3,0) = —1 oraz ||b/||* = 10,

UWAGA: Gdyby baza B := (by,by) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowa¢ i w dalszych rachunkach wykorzystaé znaleziona baze ortogonalna

C = (c1,09).
METODA III

Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B.

b 1 b 1 :
bll = thl = m(2,1,1,2),b/2 = Hsz = \/—1—1(1,1,—3,()) Niech A
F 2 16 -4 2 -
55 5 55 5
16 21 -1 1 1
55 110 110 5
projekcji jest AAT = . Stad AAT 1 =
4 -1 101 1
5 110 110 5 0

2 2
5 5

Ot =
atl=

Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta

Niec_h

39
55

17
55

37
55

(SN

Ssbihibe
SEEE

= {0y, b5}, gdzie

. Macierza

Rozwazmy przestrzen E? i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, ¢o, c3) bedzie szukana baza

ortogonalna.
KROK I:
C1 = bl
KROK II: (by, 1)
2, C1
Co = b2 — =5 C1 — b2 — Tin{cy (bl)
el -

.bZ

119



KROK III:

b37cl> <b3702>
C1 — Cy = b3 — Tiinge (1’3) — Tlin{e: (53) = bs —
el el ? e o

CgZ:b3—<

10.5 Macierze ortogonalne i izometrie liniowe

1 2 3 1 1
Przyktad 10.5.1. | 6 5 4 0|l =16
0 89 0 0

Wektor (1,0,0) ma dtugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé v/37.

Przeksztalcajac dowolne wektory w R™ za pomoca macierzy przejscia mozemy zmieni¢ ich
dtugos¢ oraz kat miedzy nimi. Wyr6éznimy teraz te macierze, ktore pozostawia powyzsze wiel-
kosci niezmienione.

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A € M,(R), jesli ATA = I,, , to wowczas ATA = AAT.
Istotnie, z réwnosci AT A = I,, wynika, ze detA # 0 oraz AT = A~!. Zatem I = AA~! = AAT.

Definicja 10.5.2. Niech n € N. Macierz A € M, (R) nazywamy macierzq ortogonalng, jesli
AT A = I, (lub réwnowaznie AAT = 1,,).

-1 2 2
Przyktad 10.5.3. Macierz A = % 2 —1 2 | jest ortogonalna.
2 2 -1

Twierdzenie 10.5.4. Zbior wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dziataniem
mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy symbolem O(n).

Whniosek 10.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (jako wektory w
R™ wzgledem standardowego iloczynu skalarnego). Analogiczne stwierdzenie jest praw-
dziwe dla kolumn.

iii) Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesows. Niech B, B’ to dwie bazy ortonormalne tej
przestrzeni. Wowczas macierz przejscia Pg_.p jest macierza ortogonalng. I odwrotnie, do-
wolna macierz ortogonalna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi.

Dowdd. i) Wynika to z rownosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)?. O
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Oczywiscie nie kazda macierz kwadratowa o wyznaczniku réwnym 1 lub —1 jest ortogonalna.

Przyktadami moga by¢ macierze A = [ g é } oraz B = { g (l) }
3
Latwo sprawdzi¢, ze detA = 1, za§ AAT # I. Podobnie detB = 1 i mimo tego, ze kolumny B

sg wektorami ortogonalnymi, to jednak BB = [ g 8 ] # 1.
9

Niech (V; (., .)) bedzie przestrzenig euklidesowa. Rozpatrujemy norme zadana przez iloczyn
skalarny.

Definicja 10.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy izometrig liniowq, jesli zachowuje
on odlegtosé, tzn. spetniony jest warunek

Vu,v €V lp(u) — )| = [lu = vl].

Definicja 10.5.7. Zalézmy, ze dim V' < oco. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy ortogo-
nalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogo-
nalna.

Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza ortogo-
nalna, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalnej przestrzeni
V' jest macierzg ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przejscia miedzy dwiema bazami
ortonormalnymi jest macierzg ortogonalna oraz z faktu, ze macierze ortogonalne tworza grupe.
Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowanie liniowe, ktore przeprowadza
pewna (kazda) baze ortonormalng przestrzeni V' na baze ortonormalna.

Uwaga 10.5.8. Niech ¢ € End(V') bedzie izometria liniowa. Wowczas
i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem.
ii) Spec(p) C {-1,1}

Dowdd. 1) Jesli v € Keryp, to p(v) = Oy, zatem ||¢(v)|| = ||v|| = 0. Z definicji normy, ||v|| =0
wtedy i tylko wte v = Oy. Ponadto dim V' = r(y), wiec ¢ jest surjekcja.
ii) Dla dowolnego v € V- mamy ||p(v)|| = ||v||=1"|jv|| =| £ 1] -|v|]. O

Twierdzenie 10.5.9. Niech (V,(.,.)) bedzie skonicznie Wymiarovvalﬂ przestrzenia euklidesowa
oraz niech ¢ € End(V). Nastepujace warunki sa réwnowazne.

i) ¢ jest izometria liniowa.
ii) ¢ zachowuje norme tzn. Yv € V ||p(v)|| = [|v]|.

iii) ¢ zachowuge iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V (u,v) = (p(u), p(v)).

12Jegli V' jest nieskoriczenie wymiarowa, wowczas kazdy operator ortogonalny jest izometrig liniowa, jednak
nie kazda izometria liniowa musi byé¢ operatorem ortogonalnym. Przykladem mozem byc przestrzen ly ciagow
zbieznych z kwadratem, tj. takich rzeczywistych ciagéw liczbowych (ay,)nen dla ktorych Y07 a? < oo, wy-
posazona w iloczyn skalarny ((an), (bn)) = >.,~ 1 anby. Operator liniowy ¢(a1,az,as,...) = (0,a1,az,...) jest

izometria liniowa, jednak nie jest ortogonalny, bowiem ¢ o ¢* # id (patrzy kolejny rozdzial).
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iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym

Whiosek 10.5.10. Izometrie liniowe zachowujq kqty, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami v i v
wynosi «, to kat pomiedzy wektorami p(u) i ¢(v) réwniez wynosi a.

Uwaga 10.5.11. Jedli rozpatrujemy w R™ niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna
nie musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanoniczne;j.

Przyktad 10.5.12. Rozwazmy przestrzen euklidesowg R? ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Rozwazmy ¢ € End(R?) dany wzorem ¢(z,y) = (—y, ) oraz dwie bazy przestrzeni R?
baze kanoniczna B} = (e1 = (1,0),e5 = (0,1)) oraz baze C = (c1 = (1,1),¢2 = (0,1)).

Mozemy wypisa¢ reprezentacje macierzowe odwzorowania .

0 —1 -1 -1
AszBi,Bi)z[l O} orazB:Mw(C,C):{ 1 0].
. . 2 1 . L .
Sprawdzenie warunku BB' = 1 # I nic nam nie moéwi o tym, czy ¢ jest prze-

ksztalceniem ortogonalnym, bowiem baza C nie jest baza ortonormalng rozwazanej przestrzeni
euklidesowe;.

Baza standardowa jest baza ortonormalng, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Zatem
z rownoéci AAT = I wynika, ze ¢ jest przeksztalceniem ortogonalnym przestrzeni euklidesowej
R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Jest to rotacja o kat prosty w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara (a zatem jasne jest, ze zachowuje odleglosci).

Przyklad 10.5.13. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomorfizm
¢ : R? — R? dany wzorem o(x,y) = (—x + y,y) jest izometrig liniowa?

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Wy-
znaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

_(1) 1 ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.

wa=[ 1[5 ]=[0 3)#

Zatem ¢ nie jest izometrig liniows.

Otrzymujemy A = [

Przyktad 10.5.14. Rozwazmy przestrzeri euklidesowa (R?, g) z iloczynem skalarnym

1 1

1
g: R? x R* — R, g(x,y) = X1Y1 — 51'192 - §$2y1 + §:x2y2, dla x = (3317552),9 = (y1>y2)
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oraz odwzorowanie ¢(x1, Zg) = (—21 + T2, ¥2). Niech A = M, (B;, B}) = [ (1) _(1) } . Baza kano-
niczna B; = (61 = (1,0),e3 = (0, 1)) nie jest ortonormalna, bowiem g(e1, e2) = —3 # 0. Zatem

z warunku AAT = I nie mozna wnioskowaé, ze ¢ jest izometrig liniows.

Rozwazmy baze C = (C1 = (1,0),co = (172)) oraz B = MW(C’C) - { ? _? ]

Baza C jest ortonormalna, bowiem
glcr, ) =1=1=0, ||lc1]|? = glcr,e1) =1, ||| P = g2, c0) =1 —1—-1+2=1.

4 =2
T _
7 warunku BB! = _9 9

przestrzeni euklidesowej (R?, g).

# I _mozna wnioskowaé, ze ¢ nie jest izometria liniowa w

Alternatywnie mozna zauwazy¢, ze ||co|| = 1, za$ [|p(co)|| = [|[(=2,1)]| = /4 + 1+ 143 # 1.
Zatem ¢ nie zachowuje normy.
Izometrie liniowe przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym

Jesli v = (vy,vy,v,) jest wektorem w R?, to symbolem v” oznaczamy odpowiadajacy mu

wektor kolumnowy | v,

n=1

¢ : R — R jest linowe, zatem p(z) = az, a € R

© jest izometria, zatem |x| = |ax| = |a| - || oraz a = £1.
Otrzymujemy dwie izometrie liniowe ¢; = idg, czyli ¢1(x) = = oraz ¢, takie, ze po(x) = —z.
n=2

Orientacja ptaszczyzny

Jesli obrot osi Ox dookota punktu O o kat 7 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osiag Oy
odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara, to mowimy, ze uktad jest pra-
woskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara, to lewoskretny.
O plaszczyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze zostala zorientowana.

AY A
__» »
X y
uktad prawoskretny uktad lewoskretny
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Ponizej rozwazamy ptaszczyzne zorientowana dodatnio.

Podejscie algebraiczne
Z zalozenia o : R? — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie standardowe;

A= [ Z ; } € My(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz detA = +1.
oo Jrol s Ja b]la ] [ @+ ac+bd
Z rownosei [ = {O 1}—/1 A_[c d} [b d} = [ac—l—bd 242
a®+0° = [|[a, ]| =1
otrzymujemy uktad rownan ¢ ¢ +d? = ||[¢,d]||* =1

ac+ bd = [a,b] o [c,d] =0
Punkty (a,b), (¢, d) leza na okregu jednostkowym, zatem istnieje taki kat «,
ze a = cosa oraz b = sina. Wowcezas na mocy warunku ortogonalnosci ac + bd = 0 mamy,
ze ¢ = cos(f+a) = —sine, d = sin(§ +a) = cosa lub tez ¢ = cos (3r + ) = sina,
d = sin (37 4+ a) = — cos . Podsumowujac,

A C(?SO( —sina | _ | a —b lub A — C?Sa sina || a b '
sin o COS o b «a sihae — cosw b —a
1) W pierwszym przypadku detA = a® +b* = 1. Niech v = (x,y) = (r cos 3, rsin ). Obliczamy

[ cos(a+B)

_T[ sin(a+ﬁ)]

sina  cosa rsin 3 sin accos 3 + cos asin 3

A [ a:] _ [COSO& —Sina] {rcosﬁ] . [ cosacosﬁ—sinasinﬁ}

Mamy do czynienia z rotacjg (obrotem) o kqt o wokol punktu
(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli

kat a jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R, lub AY A
Rla). o(v)
Macierza obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara L
(obrotu o kat —«) bedzie a \
| Bl
Al AT { cosa sina } g
—sina cosa

Zauwazmy jeszcze, ze det(A — tI) = (a — t)* + b* i Spec(A) = @.
Macierz A nie jest diagonalizowalna. Ponadto rotacja nie zmienia orientacji uktadu wspotrzed-
nych.

Uwaga 10.5.15. W naszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzednych i
obracaliémy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). GdybySmy zmienili uklad na
lewoskretny, ruch odbywaltby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie uzywa obrotu
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osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje obrot osi o ten sam
kat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

y 4¥
_____________ P
'_'_'". Y ,
o X
X
Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome.
polozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednych,

wspotrzedne w uktadzie wspotrzednych. tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowej
bazie punkt ma nowe wspotrzedne.

Wspoétrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspotrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).

Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat o nazywamy obrét bez zmiany poczatku uktadu oraz
bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

YA
o(v1)

Vi=(X1,y1) V1=(X1,Y1)

¥ x

¥ <

X1

y
ovy) L. Qsa X 4

isina
Xasina)

(-y1sina,yicosa

o(v1) = (1 cos @ — yy sin o, 1 sin « + y; cos «)

Przyktad 10.5.16.
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] identycznosé, tj. rotacja o kat miary 0

T 1
—_ O
O

r 1
_ o O =
|
0 = O e —
r

x
)

= [ —Y } rotacja o kat miary =

T 2

} = [ _z } rotacja o kat miary 7

= [ _g ] rotacja o kat miary %71’

|
—_
O =

Przyktad 10.5.17. Dana jest macierz A =

N |
[\
B

] € My(R).

Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje rotacje.
Znajdziemy kat obrotu.

Sl
LN | +—=

Poniewaz cos = —3, zatem « ma miare 7 lub 7. Ponadto sin 27 = \/73, za$ sin 5w = —\/75.
Zatem jest to obrét w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara o kat %7‘(‘ lub (réwnowaznie)

obrét w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara o kat %7?.

Przyklad 10.5.18. Wyznaczymy réwnanie prostej [" powstalej przez obrot prostej [ o rowna-
niu y = mzx, m € R o kat 7.

Obliczamy 2" = xcos§ — ysin§ = */75(95 —y),y =xsin] +ycos§ = */75(35 + y). Dodajac i
odejmujgc réwnania stronami, obliczamy x = 72(95’ +vy),y = g(—x’ + /). Wstawiajac do
rownania y = ma, otrzymujemy —z’'+y' = m(z’'+v'). Zatem (1—m)y’ = (1+m)z’. Réwnaniem
prostej obroconej jest (m + 1)z 4+ (m — 1)y = 0.

2) W drugim przypadku detA = —1. Obliczamy

det(A —tI) = “;t _ab_t ‘ =—(a—t)at+t)—b=t*—a* -0 =1 -1
Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest diagonalizowalna. W bazie wektoréw wlasnych
macierz operatora ¢ jest postaci D = [ (1) _(1) ] Niech v = (z,y). Obliczamy wspohrzedne

(v) w bazie wektoréw wlasnych.

JHE R

Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A = P~1DP,
gdzie P to macierz przejscia do bazy wektorow wlasnych. Zmiana bazy oznacza zmiane uktadu
wspohrzednych z zachowaniem poczatku ukladu wspotrzednych (bo przeksztalcenie jest li-

niowe). Zatem A [ i } jest symetrig ortogonalng wzgledem pewnej prostej przechodzacej przez
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punkt (0,0). Jaka to prosta?

Podejscie algebraiczne

Przypusémy, ze [ jest prosta o réwnaniu y = tg( - x. Aby znalezé odbicie wektora v wzgledem
[ postuzymy sie inng baza ortonormalna. Pierwszy wektor bazowy b, bedzie wersorem lezacym
na prostej [, a drugi by bedzie wersorem do niego prostopadlym. Zatem b; = (cos 3, sin ), by =
(—sin 3, cos B). Istnieja skalary ¢, co € R takie, ze v = ¢1b1 + ¢2by. Obliczamy

o = e [ cos f3 ] b [ —sinﬁ} _ {clcOSB—CQSinB] _ {COSB —sinﬂ} |:Cl 1

sin 3 cos 3 c18in 3 + ¢y cos B sinfg cospf Co

Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1by — ¢2bs.

o) = ) [ cos 3 } o [ —sinﬁ} _ [clcosﬁjtczsinﬁ} _ {cosﬁ sinﬁ} [cl ]

sin (3 cos 3 c18in 8 — cg cos B sinf3 —cosf Co
Stad
. . -1
gp(v)T _ | cos 15} sin 3 cos B —sinf o
sinf3 —cosf sinff cospf
| cosp sin cos 8 sinf o7 | o8 26 sin 23 T
~ | sinf8 —cosf —sinf3 cosf3 | sin28 —cos2p
Czyli @« = 20 i macierz cose . 1 re-
sina — cosa
prezentuje odbicie wzgledem prostej o rownaniu AY
y=tgs -
v
Podejscie geometryezne w
e )
- ew)
AY LY
y=tgp-x |
» -,7,?-7-""’""-'/{- P
B\ » ann2T B \ o -
X P’ X
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AY AY
P P” v=taB-
e g Yok
7,_,.-_"'-":"'7'7-.“—-- . “'_,.—"—‘(')
st -\ WA L) P
.P’ X - X
1) Obracamy punkt o kat —f.
cos3 —sinf - B cos sinf
sinf3  cosf3 | —sinf cosf3
2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0.
3) Obracamy punkt o kat £.
. cos g —sinf 1 0
4) Otrzymujemy snf  cosf 0 _1
| cosf sin 3 cos 3 sinf
~ | sinf8 —cosf —sinf3 cos 3

cosff —sinf
[ sinf8 cospf }
cosf sinf |
—sinf8 cos 3 } -
cos 2 sin 23
[ sin23 —cos2f 1

Wnhniosek 10.5.19. Izometria liniowa plaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokot punktu (0,0) o
pewien kat lub symetria ortogonalna (odbiciem) wzgledem pewnej prostej przechodzacej przez

poczatek uktadu wspotrzednych.

Przyklad 10.5.20. Macierza symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —z jest macierz

0 -1 . 0 —1 x| | -y
{_1 O}.Otrzymujemy{_l O}[y}_{—x_'

V5

xy

; £

Y= 1

Przyktad 10.5.21. Wyznaczymy macierz izometrii liniowej ptaszczyzny bedacej symetria or-

togonalng wzgledem prostej y = 2x.

METODA I: Jesli tgf = 2, to woéwcezas sin = \%, cos B = \/Lg Obliczamy

sin2p = 2sinfcos = % oraz cos 23 = cos® 3 —sin? B = —%. Otrzymujemy
: 3 4
c9s2ﬁ sin 2 } _ [ i3 } ‘
sin2 —cos2f =
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METODA II: Niech F' oznacza poszukiwana macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem prostej

y = 0. Wowczas F' = R(B)FyR(—[3). Poniewaz sin § = \%, cosff = \/ig, zatem
12 1 0 12 12 L 2 3 4
F=| V5 VEOVE | — | VB V5 /5 VB | — | T & é
I W I P I B S I W I I i3
V5 V5 NS V5 V5 V5 V5 5 5

Uwaga 10.5.22. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych ich macierzy
w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest nieruchomy,
a obrotowi/odbiciu podlegajg wektory.

Przyklad 10.5.23. Dana jest macierz A = [

O QoUW

} € My(R).

Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie.
Znajdziemy o$ symetrii.

OOt

Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego polozenia w wyniku obicia. Sa to punkty (z,y)

. ) R x x
spelniajace rownanie i 3 = .
5 5

- Y Y
Otrzymujemy uktad réwnan _Zi i ;lz z 5_y5$ .
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii.

Uwaga 10.5.24. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjg, tzn. spelnia warunek ¢ o p = id.
Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia ¢, to wowcezas A% = I lub inaczej A~! = A.

10.6 Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznych

Twierdzenie 10.6.1. i) Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym rze-
czywiste] macierzy symetrycznej sa wzajemnie ortogonalne.

ii) Kazdej wartosci wtasnej o krotnosci algebraicznej k rzeczywistej macierzy symetrycznej
odpowiada k liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych.

Wnhniosek 10.6.2 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywistej macierzy symetrycznej). Dla kaz-
dej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz macierz
ortogonalna P € O(n) takie, ze

P'AP = P"AP = D.
Moéwimy wowcezas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy ortogonalnych:

1) Znajdujemy wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wtasne.
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2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym o krotnosci
algebraicznej réwnej 1.

3) Wektory wtasne odpowiadajace wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej niz 1
dobieramy w taki sposéb, by byly ortogonalne i nastepnie normalizujemy.

5 2 —1
Przyklad 10.6.3. Macierz A = 2 2 2| € M3(R) jest symetryczna, a zatem ortogo-
-1 2 )

nalnie diagonalizowalna. Obliczamy x4 (t) = det(A — ¢tI) = —t(t — 6)*.
Spec(A) = { 1 =0, \y =6}, przy czym k; = 1, ky = 2.

T 5 2 —1 x 0 3 0 =3 T 0
A=\ |y | = 2 2 2 y|l=101|<« 2 2 2 y| =10
z -1 2 5 z 0 -3 0 3 z 0

rT=z

Stad . Zatem Ey = {(z, —2x,x),r € R}.

r+y+z2=0
Wybieramy wektor wtasny u = (1,—2,1) i normalizujemy go @ = \/6(1’ -2,1).

T -1 2 -1 T 0
(A=XI) |y | = 2 -4 2 y|=10|=2-2y+2=0.
z -1 2 -1 z 0

Zatem Eg = {(2y — z,v,2),y,2z € R}.

Wybieramy wektory wlasne v = (2,1,0),w = (—1,0,1). W R3 rozpatrujemy standardowy ilo-
czyn skalarny. Oczywiscie (u,v) = 0 oraz (u,w) = 0.

Zauwazmy, ze (v,w) = —2 # 0, zatem v i w nie sa do siebie ortogonalne. Zortogonalizujemy
uklad {v, w} metoda Grama-Schmidta.

Niech ¢; := v. Poszukujemy ¢y = w + ac;, a € R. Dobierzmy « tak, by (ca,¢1) = 0.
Obliczamy (¢, ¢1) = (w + acy, ¢1) = (w,¢q) + alcr, 1) = (—=2+ 04+ 0) + a(4+ 1+ 0).

Skad ba — 2 =0, czyli a = % oraz 02:w+§7j: (—%,%, ).

Mamy (c1,co) = 0. Normujemy wektory ¢ = é—i = (\%,\%,0), Cy = % = \/g(—%,g,l).
12 1
Rozwazamy baze (1, ¢1, ;). Macierz diagonalizujaca ma posta¢ P = | =% 73
1 V5
AR
0 00
Mozna sprawdzié, ze PPT = I, zatem P € O(3) oraz P"*AP =PTAP= |0 6 0 |.
0 0 6

Uwaga 10.6.4. Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze byé¢ widziana jako
rotacja osi uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby byty one rownolegte do wektorow wtasnych.
Zobacz tutaj.
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A A
. A Ao
> >
En baza C=(u,v) 1
: U ~
Ex baza B%=(e1,e2) e Y=AX
P=PBZk_'C
P1 P Y'=DX’
X'=PX
A X=P1X’
€1
D
—> A€
> B
A€
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Dodatek

11.1  Struktura grupy na krzywej eliptycznej

Niech K = R lub K = C. Krzywg eliptyczng nad cialem K nazywamy krzyws zdefiniowana
réwnaniem

y? = 2® + ax + b, gdzie a,b € K sg takie, ze 4a3 + 27b% # 0.

Warunek ten zapewnia, iz krzywa nie ma punktéw osobliwych.

Y

- O |

y? = 23 + 20z nad R y? =2® + 10 nad R y? = 2 — 20z nad R

Oznaczmy
E(K)={(r,y) e K x K : y* =2° + ax + b} U{O},

gdzie O jest pewnym wyr6éznionym punktem, zwanym punktem w nieskonczonosci.

W zbiorze E(K) mozna zdefiniowaé operacje grupowa + ,dodawania” punktow, dla ktorej
O jest elementem neutralnym i taka, ze (F(K),+) jest grupa abelowa.

Niech A = (z1,11), B = (22,92) to dwa punkty ze zbioru E(K). Zdefinujemy dzialanie + :
E(K) x E(K) — E(K) w opisany nizej sposob.

. A+O=A 0O+B=B

2. Jesli x1 = xy oraz y; = —y;, wowczas A+ B = O.
3z24a . o
‘ TR A=B
3. W pozostalych przypadkach obliczamy A = .
n-vz. A£B
xr1—T2

Wowcezas A+ B = C = (z3,y3), gdzie 13 = \> —x1 — 19 oraz y3 = —Az3—v, dlav = y; — \z1.

W przypadku gdy A # B oraz x; # x5 dodawanie punktéw mozna opisaé¢ geometrycznie w
nastepujacy sposob.
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Wyznaczmy prosta [ przechodzaca przez punkty A i B. Mozna wykazaé, ze wowczas prosta [
przecina krzywa w doktadnie trzech punktach A, B oraz D = (14, y4), gdzie 3 = A2 — 21 — 29
oraz ys = A\r3 + v, dla v = y; — Ax;. Inaczej moéwiac x4 = x3 zas y, = —vys.

4)

y?=x3-5x+4

h

Krzywe eliptyczne znajduja zastosowanie w kryptografii. Wiecej informacji mozna znalezé
tutaj lub tutaj.
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Linki do stron wykorzystane w dokumencie

Przyklad blednego rozumowania indukcyjnego
https://en.wikipedia.org/wiki/All horses are the same color.

Macierz Vandermonde’a
https://pl.wikipedia.org/wiki/Macierz_ Vandermonde’a

Przykladowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odleglosci dwoch prostych sko-
$nych
https://enauczanie.pg.edu.pl/lab/geo3d/index.html?lang—pl&program—e.

Powinowactwo Scinajace
https://en.wikipedia.org/wiki/Shear mapping
https://pl.wikipedia.org/wiki/Powinowactwo osiowe
https://pl.wikipedia.org/wiki/Powinowactwo $cinajace

Rozpoznawanie twarzy
https://km.pcz.pl/konferencja/dokumenty / MMFT2017/Caban L.pdf
https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Eigenface

Katy Eulera
https://compsci290-s2016.github.io/CoursePage/Materials /Euler AnglesViz /index.html
http:/ /www.geometrictools.com/Documentation /Euler Angles.pdf

Rotacja w przetsrzeni
https://www.andre-gaschler.com /rotationconverter /.

Ortogonalna diagonalizacja jako rotacja
https://en.wikipedia.org/wiki/Diagonalizable matrix# /media/File:Diagonalization as rotation.gif.
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