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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1  Zbiory i relacje

Definicja 1.1.1. Parg uporzedkowang (a,b) nazywamy zbior
{{a},{a,b}} podzbioréw zbioru {a, b}.

Twierdzenie 1.1.2. Dwie pary (a,b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy,
gdya=c AN b=d.

Mozemy zdefiniowaé¢ n-ke uporzadkowana:
(a1, az, a3) == ((a1, az), as)

(a1,@27037a4) = ((al,a27a3),a4)

(a1, a9, ..., 0n_1,0,) = ((a1,a9,...,0,_1),Cp)
Mozna uzasanic, ze
(a1, a9,...a,) = (b1,ba,....b,) & Vie{1,2,...,n} a; = b;.
Definicja 1.1.3. lloczynem kartezjariskim zbioréw A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}.

Analogicznie definiujemy
A1XA2><.. .XAn = {(al,ag, - .an) Day € Al Nag € A2 N...Na, € An}
OznaczamyA2:A><AorazA”:<4><A>< XA

n—razy

Przyktad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B2

i) A={3,4,5}, B={5,7}

ii) przedzialy A= (0,1)CR, B=(1,2) CR



Definicja 1.1.5. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kazdy podzbior
R C A x B nazywamy dwuarqgumentowq relacjg w iloczynie kartejariskim
Ax B. Gdy A = B, to méwimy o dwuargumentowej relacji w zbiorze A.

Dla (x,y) € A x B piszemy =Ry < (z,y) € R.
Przyklad 1.1.6. i) Relacja inkluzji C w zbiorze potegowym P(A)
ii) Relacja podzielnosci | w zbiorze N m|n < Jk € N n=mk

Definicja 1.1.7. Niech R C A x A bedzie relacja w zbiorze A. Relacje
R nazywamy

i) zwrotng, jezeli Vr € A xRz,

ii) przeciwzwrotng, jezeli Vr € A ~ (zRx),

iii) symetryczng, jezeli Vr,y € A xRy = yRx,

)
)
)
iv) przeciwsymetryczng, jezeli Vx,y € A xRy =~ (yRx),
)
)
)

v) antysymetryczng, jezeli Vz,y € A (zRy A yRx) = = =y,

vi) przechodnig, jezeli Vz,y,z € A (xRy N yRz) = xRz,

vii) spajng, jezeli Vr,y€ A zRy V yRx V x =y.
Definicja 1.1.8. Niech A bedzie zbiorem niepustym.

i) Relacje R C A x A nazywamy relacjg réwnowazno$ci w zbiorze A,
jesli jest ona zwrotna, symetryczna i przechodnia.

ii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A, zas x € A.
Zbidr
alni={y € A: 2Ry}

nazywamy klasq ronowaznosci lub klasq abstrakcji relacji réwno-
waznosci R wyznaczona przez element x. Element z nazywamy
reprezentantem klasy ronowaznosci [z]g.

iii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Zbior
A/R :={[z]g: x € A}
nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A przez relacje R.

Twierdzenie 1.1.9. Niech A bedzie zbiorem niepustym, zas R relacja
rownowaznosci w zbiorze A. Woéwcezas dla dowolnych z,y € A

i) T & [ili']R,
ii) [z]r = [y]r & TRy,

iii) [z]r # [Ylr = [2]rN[ylr = 2.



Przyktad 1.1.10. i) A=7Z,n € Nustalone zRy < n|(z —y)

i) A=7Zx 7" gdzie Z* = Z\ {0}, (x,y)R(u,v) & zv =yu

iii) Wektory zaczepione i wektory swobodne plaszczyzny euklidesowej



Definicja 1.1.11. Niech A bedzie zbiorem, zas R C A x A relacjg w A.

i) Relacje R nazywamy relacjq czesciowo porzadkujgcqg lub porzqdkiem
czeSciowym w zbiorze A, jezeli jest ona zwrotna, antysymetryczna
i przechodnia. Méwimy wowczas, ze zbior A jest czeSciowo uprzqd-
kowany.

ii) Relacje R nazywamy porzqdkiem liniowym w zbiorze A, jesli jest
ona porzadkiem czesciowym i jest spéjna. Moéwimy wowczas, ze
zbiér A jest lintowo uprzgdkowany.

Dwa elementy =,y € A nazywamy pordwnywalnymi jesli xRy lub yRz.
Jesli zbior jest liniowo uporzadkowany, to kazde dwa elementy tego
zbioru sa poréwnywalne.

Oznaczamy symbolen < ustalony porzadek czesciowy.
Woéwcezas piszemy x < y, gdy x < y oraz x # y.

Przyklad 1.1.12. i) P(A) ={B: B C A} z relacja inkluzji C

ii) (R, <) zbior liniowo uporzadkowany



1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnos$ci

Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.2.1. Dowlona funkcje h : A x A — A nazywamy dziala-
niem wewnetrznym w zbiorze A. Wartos¢ funkeji h(a,b) € A nazywamy
wynikiem dzialania dla pary argumentéw a,b € A.

Wilasno$ci dziatain wewnetrznych

Definicja 1.2.2. Niech x : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.
i) Dzialanie * nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A axb=bxa.

ii) Dziatanie * nazywamy fgcznym, jesli Va,b,c € A (a*xb) xc =
ax (bxc).

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania x, jesli
Vace A axe=exa=a.

Twierdzenie 1.2.3. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.



Definicja 1.2.4. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrz-
nym, posiadajacym element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A
kazdy element o' € A taki, ze a *x a’ = @’ x a = e, nazywamy elementem
symetrycznym do a wzgledem dziatania .

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada
element neutralny, to kazdy element posiada co najwyzej jeden element

symetryczny.




1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas§ * : G x G — G dziatlaniem
wewnetrznym w G.

Definicja 1.3.1. i) Pare (G, *) nazywamy pdlgrupa, jezeli dziatanie
jest taczne.

ii) Pare (G, *) nazywamy monoidem, jezeli dzialanie jest taczne i po-
siada element neutralny.

iii) Pare (G, ) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest taczne, posiada
element neutralny oraz kazdy element GG posiada element syme-
tryczny wzgledem x w G.

Jesli dodatkowo dzialanie * jest przemienne, to méwimy o potgrupie prze-
miennej, monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyktad 1.3.2. Oznaczmy R* =R\ {0}.

(N7 +) (Z, ) (Qa +) (Qa ) (R*v +) (R*7 )

wewnetrznose

tacznosé

przemiennosé

el. neutralny

el. symetryczny




Przyktad 1.3.3. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € NU{0}, za$ dzialanie o to mnozenie liczb.
Czy (X, o) jest polgrupa/grupa (abelowa)?

Definicja 1.3.4. Zespot (A, o, *) ztozony z niepustego zbioru A i okre-
Slonych w nim dziatan wewnetrznych o : Ax A - A, x: Ax A — A
nazywamy pierscieniem, jesli (A, o) jest grupa abelowa, za$ dzialanie x
jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,c€ A (aob)xc=(axc)o(bxc) N cx(aob)=(cxa)o(cxb).

Pierscien, w ktorym dziatanie % posiada element neutralny, nazywamy
pierscieniem z jedynkg lub z jednoscig. Pierscien, w ktérym dzialanie x
jest przemienne, nazywamy pierscieniem przemiennym lub komutatyw-
nym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna




Definicja 1.3.5. Zespol (K, o, %) zlozony ze zbioru K zawierajacego
conajmniej dwa elementy i okre$lonych w nim dzialain wewnetrznych
o: K x K — K, x: K x K — K nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,),
o (K \{eo},*) jest grupa abelowa,
e dziatanie * jest rozdzielne wzgledem dziatania o.

Zatem cialo to pierscien przemienny (A, +, ) z jedynka (r6zna od zera),
w ktorym wszystkie niezerowe elementy sa odwracalne.

Przyklad 1.3.6.



Przyklad 1.3.7. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala.

V(@1,11), (22, 92) € R? (@1, 51)+ (22, Y2) = (1422, Y1+Y2), (T1,¥1) (22, Y2) := (T1T2—Y1Y2, T1Y2+T2y1).

Definicja 1.3.8. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi.

10
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Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
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TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja

Zanurzenie R w C:

Niech Q = {(z,0) : z € R} C R?. Wowczas (€, +, -) jest cialem.

Niech h: R — €, h(z) = (x,0). Jest to bijekcja taka, ze
h(zy + x3) = h(z1) + h(za) oraz h(xy - x3) = h(z1) - h(z2).
Utozsamiamy zbiory R oraz €2 i piszemy x zamiast h(x).

Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona.
i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1
Ponadto
C>z=(z,y) = (x,0) 4+ (0,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) = . + iy

Postaé¢ z = x+1iy, gdzie x, y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebraiczna,
Gaussa) liczby zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czescig rzeczywistq
liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe y € R nazywamy czescig urojong liczby
z ioznaczamy Imz. Liczby postaci iy, y € R nazywamy czysto urojonymi.

2= 29 & (Rez1 = Rez; A Imz = Imz2)

11



Postaé¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych
jak wielomianow zmiennej i, przy warunku 2 = —1.

(w1, 91) + (72,92) = (21 + T2, 91 + ¥2) (w1 +iy1) + (22 +iye) = (21 + 22) +i(y1 + 12)
(w1, 91) - (T2, 92) = (2172 — Y12, D1y + T2y1) (21 +iyr) - (22 +iy2) = (2122 — Y1y2) +i(T1y2 + 22y1)

Uwaga: W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami
zaczepionymi w (0,0).

12



Definicja 2.1.1. Niech z =x +iy € C, x,y € R.

i) Liczbe zespolona w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby
z. Oznaczamy ja Z.

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modutem liczby z. Ozna-
czamy ja |z|.

Twierdzenie 2.1.2 (Wlasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 20 € C.
Wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

i) Re(z1 + 22) = Rez; + Rezg, Im(z; + 22) = Imzy + Imzy
ii) Rez =3(242), Imz=2(2—2)

NNt 2 =21+12, 21— 2=21— 29, 21 29=21"2

<z — 29

X) |21+ 2l < |al + |2l |21l = |22

13



2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Niech z = o + iy # 0. Wowczas z = || (ﬁ?‘ + ii>.

||

2 2
Poniewaz (%) + (%) = 1, wiec istnieje kat ¢ taki, ze
z = |z|(cos ¢ + isinp).

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow
liczby zespolonej, ktory lezy w przedziale [0, 27), nazywamy argumentem
gtownym liczby z i oznaczamy argz. Zatem dowolny arument liczby z ma
posta¢ argz + 2km, k € Z. Przyjmujemy, ze argument liczby z = 0 jest
nieokreslony. Dowolng liczbe z € C, 2z # 0 mozemy zatem przedstawic¢
w postaci z = |z|(cosp + isingp), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow.
Powyzsze przedstawienie nazywamy postaciq trygonometryczng liczby
zespolonej z.

Gdy 21 # 0,20 # 0, 21 = |z1|(cos a + isin «), zo = |22|(cos B + isin 3), to
wowcezas 21 = 2o wtedy 1 tylko wtedy gdy |z1| = |z2| oraz 8 = a + 2krw

dla pewnego k € Z.

Przyktad 2.2.1. Przedstawimy podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

z=—i z=—27—3i

14



Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + i sin @),
21 = |z1|(cosa + isin ), zo = |22|(cos f + isin §). Wowczas:

i) 2120 = |z1] - |22] - (cos (o + B) + isin (a + B)),
ii) 2 = % - (cos (a — B) +isin (o — B)),

iii) 2" = |z|" - (cosne + isinnyp) tzw. wzdr de Moivre’a

Przyktad 2.2.3.
<1 + i\/§>20
1—1

Twierdzenie 2.2.4 (Wlasnosci argumentu). Niech z, z1, 25 € C.
Wowcezas prawdziwe sg nastepujace rownosci.
1) arg(z122) = argz, + argzy + 2km, k € Z

11

Q

Q

) arg(

) arg(Z) = argz; — argzs + 2km, k € Z
iii) arg(z") =n-argz +2km, k€ Z

)

iv) argz = 2w — argz, gdy argz # 0

15



Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R definiujemy €Y = cosp + isinp. Zatem dowolng liczbe
zespolong z # (0 mozna zapisa¢ w postaci z = |z|e™¥, gdzie ¢ to pewien
argument liczby z.

Przyklad 2.2.5.

i

Twierdzenie 2.2.6. Niech o, f € R. Woéwcezas:

i ez (a+pB) . eiﬁ

iii) eilet2km) — gl dla k € Z,

1)

ii) (ei)k = eite dla k € Z,
1)
)

v) e #£0, |e=1.

Whiosek 2.2.7. Niech z = re, 2 = r1€e’®, z = rye” beda liczbami
zespolonymi w postaci wyktadniczej. Wowczas:

3 — i(a+ z21 _ r1i(a—
i) 2129 = rirgeil@th) Z_Ee( 28

ii) 2% = rkett? dla k € Z,
iii) z = rkei.
Wzory Eulera

e 4 e~ el — e

cos Y = 5 sinp = ¥ peR
7

Obroét o kat ¢

16



Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowanej
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TEMAT: Liczby zespolone - cigg dalszy

3.1 Pierwiastkowanie, r6éwnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 3.1.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca réwnanie 2" = w,
nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby w.

Przyklad 3.1.2.
22 =8+6i

Twierdzenie 3.1.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cosp +isinyp), to
wowczas rOwnanie 2" = w posiada n réznych rozwiazan. Rozwiazania te
maja postac

2k 2k
2 = W(cosu+ismu>, k=0,1,....,n—1
n n

Symbolem {/w oznaczamy zbiér wszystkich rozwigzan rownania. Zatem

Vw={z€C:2"=w}={20,21,--,2n-1}

17

Algebra wyzsza
Wyktlad nr 3
Data: ...



Przyktad 3.1.4.
2 =8 —iv24

Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej

Liczby 29, 21, ..., 2,—1 bedace rozwigzaniami rownania z" = w stanowia
wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o srodku z = 0 i pro-
mieniu /7.

Przyktlad 3.1.5.

18



Uwaga:
w R w C

Rownania wielomianowe

Wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n
W:C—C, W()=ciz"+cp 12" 1+ ...+ 1z + co,
coy-- - cn€C, ¢, #0

Definicja 3.1.6. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W,
jezeli W (zp) = 0.

Twierdzenie 3.1.7 (Bézout). Liczba 2, € C jest pierwiastkiem niezero-
wego wielomianu W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki,
ze W(z) = (2 — 29)P(2).

Niech k£ € N.
Definicja 3.1.8. Liczbe 2y € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wie-

lomianu W, jezeli istnieje wielomian P taki, ze W(2) = (2 — 20)*P(2)
oraz P(zy) # 0.

19



Twierdzenie 3.1.9 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian
zespolony dodatniego stopnia ma pierwiastek w C.

Whiosek 3.1.10. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n
pierwiastkow w C, liczac z krotnosciami.

Tréjmian kwadratowy

az> +bz+c=0, abceC, a#0

Przyktlad 3.1.11.
22 +2i24+3=0

20



Wielomiany zmiennej zespolonej o wspdlczynnikach z R

Niech k£ € N.

Twierdzenie 3.1.12. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej
o wspolczynnikach rzeczywistch. Wowcezas liczba zg € C jest k-krotnym
pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy liczba zZ, € C jest
k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W.

Przyklad 3.1.13.
2* =327 +62-4=0

Przyklad 3.1.14.

W(z)=2"—4i2® +8i2+32=0, 2z =4i

21



3.2 Interpretacja geometryczna

Niech z = x + 1y, 21 = x1 +iy1, 22 = T2 + 1y beda liczbami zespolonymi
w postaci algebraicznej. Niech r € R, r > 0.

|21 — 2o odleglosé z; od 29
|z — 2| =7 rownanie okregu o srodku z; i promieniu r
|z — 21| = |z — 23] réwnanie symetralnej odcinka o koricach z; 1 2

22



Zbior {z € C: argz = ¢}, gdzie ¢ € R ustalony, to potprosta.

Przyktlad 3.2.1.

argz = 7 arg(z—1—1i) =12

IN

T <argz <37 arg(z —2) = §

{z€C: arg(Ztl) =

zZ—1

I3
—

23
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TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

4.1 Macierze i ich wlasnosci
Niech K =R lub K =C.

Definicja 4.1.1. Funkcje A : {1,2,...,m}x{1,2,...,n} = K, A(i,j) =
a;; nazywamy macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C)
o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a,;; nazywamy wyrazami lub elementami macierzy. Odwzoro-
wanie A oznaczamy symbolem [a;;]mxn-

11 Q12 ... QAip
A— [aij]an Q21 A22 ... Q2qp
Am1 Am2 ... (Gmp
Ciag a1, a0, - .., 0y, Nazywamy i-tym wierszem macierzy A, za$ ciag
ayj, G, - - . , Gp; Nazywamy j-tq kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M, (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach
i n kolumnach i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M, (K).
Macierz A € M, (K) nazywamy macierzq kwadratowg stopnia n.

Dla A, B € Myxn(K), A = [a;;], B = [b;j] mamy

A=B & Vie{l,2,...,m} Vje{l,2,...,n} a;; = b;;.

1 -1 2 -2
Przyktad 4.1.2. A€ M;3,4(R), A=|3 -3 4 4
5 =5 6 —6

B e M;(R), B=

~ b~ =
co Ot N
O O W

0,,x» - MAacierz zerowa wymiaru m X n

24



Typy macierzy

Definicja 4.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy
macierza:

a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; = 0 dla i # j
b) trajkatng gorng, gdy a;; =0 dlai > j
c) trajkngtng dolng, gdy a;; =0 dla i < j

Oznaczmy:

D, (K) zbior macierzy diagonalnych stopnia n

TS (K) zbiér macierzy trojkatnych gérnych stopnia n
TP(K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 4.1.4. [, - macierz jednostkowa stopnia n
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Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy
Niech A, B € Myxn(K), A = [ai;], B = [byj].
C=A+ B, C =l € Mypxn(K), cij = aij + by

e Mnozenie macierzy przez skalar
Niech o € K, A € M,un(K), A= [a;].
C = - A, C = [Cij] c Man(K), Cij = - aij

e Mnozenie macierzy
Niech A € M,xp(K), A = [ai], B € Mpyn(K), B = [byj].
c=A4A- B, C= [CU] € men(K), Cij = Zi:l aikbkj

e Transponowanie
Niech A € M,xn(K), A = [a;]
C= A", C = [ey] € My (K), cij = aji

Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A

—_—
r—razy
Przyktlad 4.1.5.
0 1
1 2 3 2 1 -1 0
A—{456}’ B = _?? ’ C—{Q 5]’ D_[ 34}

AT, AB, BA, D2

Jakie mnozenia sa wykonalne?  Wyznacz C' — 2D, %
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Wlasnosci dzialan na macierzach

Twierdzenie 4.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,x,(K), o, € K. Wowczas
prawdziwe sa nastepujace ré6wnosci.

A+B=B+A

1

ii

(A+B)+C=A+(B+0)

iv) (a+p) - A=a-A+p-A

A%

1)
1)

iii) A+0=0+A
)
) a-(A+B)=a-A+a-B
1)

V1

(a-f)-A=a-(5-A)

Twierdzenie 4.1.7. Niech A, B, C beda macierzami o elementach z K
oraz niech a € K. Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe
sa nastepujace rownosci.

(AB)C = A(BC)
(A+ B)C = AC + BC

1)
i)

iii) A(B+C) = AB+ AC
) a(AB) = (aA)B = A(aB)
)
)

Twierdzenie 4.1.8. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz
niech o € K, r € N. Jesli dziatania sa wykonalne, to woéwczas prawdziwe
sa nastepujace rownosci.

AB)T — BTAT, (Ar)T — (AT)T
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Definicja 4.1.9. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,(K) nazywamy
macierza;

a) symetryczng, gdy A = AT
b) antysymetryczng, gdy A = — AT

Twierdzenie 4.1.10. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w
postaci sumy macierzy symetrycznej i antysymetryczne;.

Dowdd. A= B+ C, gdzie B = 5(A+ AT), C = (A - AT), B = B,
C=-CT" O

Przyktad 4.1.11.

s
I
W N =
o~
N o w
S
I
w N O

-2 3
0 6
-6 0
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4.2 Wyznacznik macierzy

Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 4.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] €
M, (K) nazywamy liczbe detA € K okreslona nastepujaco:

e gdy n =1, to detA = a;

o gdy n > 2, todetA =37 (—1)"ay;detAy; =
= (—1)1+1a11d6t1411 + (—1)1+2a12detA12 + ... (—1)1+”a1ndetA1n,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez
skreslenie pierwszego wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczenia:
aix @iz ... Gip aix @iz ... Qi
a21 aA29 o Qop 21 Q29 oo Qop
detA = det | . , _ . Al =1 .
Ap1 Ap2 ... QApp Ap1 Qp2 ... QApp

Przyktad 4.2.2.

1 -2 3
-3 —6 8
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Definicja 4.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierzg kwadratows stopnia n
o elementach z K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stop-
nia n — 1 otrzymanej poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej
kolumny macierzy A. Oznaczamy go symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; :=
(—1)i+j . Mz‘j € K.

Przyktlad 4.2.4.

1 =22 3
B=| 11 17 16
-3 —6 &80

Twierdzenie 4.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;] € M, (K), gdzie n > 2.
Wowezas:

1) Vi € {1, 2, c. ,’17,} detA = ZZ:l aikDik,
i) Vje{1,2,...,n} detA=>7_, ayDy;.

Przyktlad 4.2.6.

1 2 4
B=10 2 -1
1 2 2
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Q

|
W NN
_—No = OO
OO W N =

_ O O O O

_— O R O

Whiosek 4.2.7. Niech A = [a;;] € T¢(K) lub A = [a;;] € TP(K). Wowezas

Przyktlad 4.2.8.

detA = Q11 Q22 ... Qpn-
5 2 0 0
0 3 —11 22
A= 0Ooo0 -1 7
0 0 0 2
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Wtasno$ci wyznacznikéw
Niech A = [a;;] € M, (K). Oznaczmy przez Aj k-ta kolumne macierzy
A, czyli A =[Ay, Ay, ..o Al

Twierdzenie 4.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa naste-
pujace stwierdzenia.

i) detA = det(AT)
ii) Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to wowczas detA = 0.

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej
kolumny przez liczbe A # 0, to wowczas det B = A - det A.

iv) Jesli Ay = By + Cy, to wowczas detA = det[Ay, ..., Bg, ..., An] +
det[Al, . ,Ck, c. ,An]

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie mie-
dzy soba dwoch kolumn, to wowczas det B = —det A.

vi) Jedli istnieja k,1 € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay, = A\A;, dla
pewnego A € K, to wowczas detA = 0.

vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn.
AN M Mgty A ER A = Z?:lj;ék Aj-Aj, to wowezas
detA = 0.

viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa
pozostatych kolumn macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

ix) Jesli B € M, (K), to wowczas det(AB) = detA - detB

Whniosek 4.2.10. i) Analogoczne wlasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = \"-detA dla dowolnego 0 # \ € K
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N.
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Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika

Operacje elementarne: w; <> w;
Arwy,;, Ne K,A#0
w; +A-wj, Ae K

Przyktlad 4.2.11.

21 3 4
1 1 10 1
A= 3 2 10 3
11 5 5
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Macierz odwrotna. Uktady réwnan liniowych

5.1 Macierz odwrotna

Definicja 5.1.1. Macierz B € M,,(K) nazywamy macierzqg odwrotng do
macierzy A € M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas
symbolem A~!.

Przyktad 5.1.2.
01

= -1 =7
a-[91] 4

Definicja 5.1.3. i) Macierz A € M,(K), dla ktorej istnieje macierz
odwrotna, nazywamy macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza oso-
bliwg. W przeciwnym wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 5.1.4. Macierz A € M,,(K) jest odwracalna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest woéwczas okreslona
jednoznacznie.

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej

1. Za pomoca definicji

3 5

Przyklad 5.1.5. A = [ 1 9

| an=
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2. Metoda dopehien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Twierdzenie 5.1.6. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas
D = [D;;] macierza jej dopelnieni algebraicznych. Wowczas

1 AT
~ detA
Przyktad 5.1.7.
2 7 3
A=|3 9 4|, A*'=?
1 5 3
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3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)
Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa.

[A’]] operacje elementarne/ U|A_1]

na wierszach

Algorytm Gaussa:

macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gérna — [

Przyktad 5.1.8.

12 01

oo -1 2 .

A=11¢9 21| 4
00 10
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Wtasno$ci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 5.1.9. Niech A,B € M,(K), a € K, a # 0, r € N. Jesli
miacierze A i B sa odwracalne, to wowczas macierze A=, AT, AB, a A, A"
rowniez sa odwracalne i pwardziwe sa nastepujace rownosci.

i) det(A™!) = L

T detA

5.2 Uktady réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n

niewiadomymi x1, ..., z, o wspoélczynnikach z K.
a1, + appre + ...+ apr, = b
a91T1 + Q22T + ... + AonTy = bg

Am1T1 + QpaXo + ...+ Gy, = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspdtczynnikami uktadu, zas liczby b,
wyrazamsi wolnyms Jedli by = ... = b, = 0 to uklad réwnan nazywamy
jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego i € {1,2,...,m}, to uktad
nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (71,72,--.,7) € K"
spetniajacy ten uktad. Uklad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy
uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy doktadnie jedno rozwiazanie

- uktadem oznaczonym, zas$ uklad posiadajacy nieskoniczenie wiele
rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.

Przyktlad 5.2.1.

r—y = 3 r+y = 5 r+y
2c+y = 0 20 +2y = 10 2z + 2y
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Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z rownaniem ma-
cierzowym AX = B, gdzie

a1 a19 oo Qup T bl

a921 922 ... Qop T2 bg
A= . X = . B=

Am1 Am2 ... Gmp T bm

Przyktad 5.2.2.

I1+$2+21’4:1 1 10 2 il
T 4as—1,=0 o 1 10 -1 ;

Ty — o+ T3 — Ty =9 1 -1 1 -1 xf’)
4

Uktady Cramera

Definicja 5.2.3. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa,
to uktad rownan AX = B nazywamy uktadem Cramera.

Twierdzenie 5.2.4 (Cramera). Uklad Cramera jest uktadem oznaczo-
nym.

Rozwigzanie ukladu Cramera ma posta¢ X = A~!B. Mozna je réwniez
znalez¢ za pomoca wzorow Cramera

detAZ

€ {1,2,... f=
vie{l2,...,n} wi=-—

gdzie A; jest macierza powstala z macierzy A poprzez zastapienie i-tej
kolumny kolumna wyrazéw wolnych B.

Przyktad 5.2.5.
3r —2y =25
2c +4y =1
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Whniosek 5.2.6. i) Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu
Cramera jest rozwiazanie zerowe r; = ... =z, = 0.

ii) Jesl detA =0, to uktad AX = B jest nicoznaczony lub sprzeczny.

Mozna wykazaé, ze jesli detA = 0 oraz detA, # 0 dla pewnego k €
{1,2,...,n}, to uktad jest sprzeczny.

Jesli detA = 0 oraz detA; = 0 dla kazdego i € {1,2,...,n}, to uktad jest
nieoznaczony lub sprzeczny.

Rzad macierzy

Definicja 5.2.7. Niech A = [a;;] € Myxn(K). Minorem stopnia k ma-
cierzy A, gdzie k € N, k < min{m,n} nazywamy wyznacznik kazdej
macierzy kwadratowej otrzymanej z macierzy A poprzez skreslenie m — k
wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 5.2.8. Rzedem macierzy A € Mysn(K), A # 0 nazywamy
najwiekszy stopien jej niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A)
lub rank(A). Ponadto przyjmujemy, ze rzad dowolnej macierzy zerowej
jest réwny zero.

r(A) < min{m,n}

5 —2 1 3 411 13 1
Przyktad 5.2.9. A = 0 0 3 -1 B = 3 g C=10
0 23 9 5 6 0

Twierdzenie 5.2.10 (Wlasnosci rzedu macierzy). Niech A € M, (K).
Wowczas:

i) r(A) =r(A")

ii) Operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmie-
niaja jej rzedu.
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Definicja 5.2.11. Macierz A € M,,y,(K) nazywamy macierzq schod-
kowq, gdy pierwsze niezerowe elementy (tzw. schodki) w kolejnych nie-
zerowych wierszach tej macierzy znajduja sie¢ w kolumnach o rosnacych
numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezerowym wier-
szu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

2 2 2 6 3 0 1 2 9
06 60 3 0 01 -7
Przyktad 5.2.12. A = 0000 -1 —1 B = 00 0
0000 0 9 0 0 15

Twierdzenie 5.2.13. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej
niezerowych wierszy (tj. schodkow).

Przyktad 5.2.14.

1234 5
2 55 7 10
¢= 4 6 89 3
4 77 8 3
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Uktady rownan liniowych - ciqg dalszy

6.1 Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi xz,...,x, 0
wspotczynnikach z K postaci AX = B.
a1 12 oo QAp bl
a1 ao2 oo Q2 b2
Macierz U = [A|B] = | .~ .7 7" 7 | € Mys(min(K) na-
aAm1 Am2 ... Qmp bm

zywamy macierzq uzupetniong uktadu AX = B.

Twierdzenie 6.1.1 (Kroneckera-Capellego). Uktad réwnari liniowych
AX = B ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Wnhniosek 6.1.2. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uktad jest oznaczony.
iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan
zaleznych od n — r parametrow.

Przyktad 6.1.3.
r—y+3z = 5
dr +y+ 7z
ox+2y+82 = 4

I
o0
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Algorytm rozwigzywania ukltadéw réwnan liniowych
1. Jesli r(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r
macierzy A (bedacy rowniez minorem macierzy U). Wowcezas uktad ma
przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réownan uktadu), ktore nie
tworza M. Jesli r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktoérych wspotczynniki nie
tworza M, przenosimy na strone wyrazéw wolnych i traktujemy je
dalej jako parametry (zmienne niezalezne). Ukltad ma nieskoriczenie
wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametrow. Mowiac dokladnej r
sposréd niewiadomych oznaczanych zf,...,z! zalezy od pozostalych

T
: : / /
n — r niewiadomych 7, ..., ;.

Przyktlad 6.1.4.

\]

2t —y+3z =
3r+2y —5Hz =
dr+5y—13z = 1

=~
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Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady réownan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy posiadaja
ten sam zbiér rozwigzan. Operacje elementarne na wierszach macierzy
U, skreslenie wiersza zlozonego z samych zer lub skreslenie jednego z
dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja rzedu macierzy
U, zatem prowadza one do réwnowaznego uktadu réwnan. Ewentualne
przestawienie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wyste-
powania niewiadomych.

Dokonujac réwnowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprow-
dzamy macierz U = [A|B] do postaci

Sir+1 .-+ Sin | 21

I

A/ B/ — T
[ | ] Srr+1 .-+ Srn | Zr
0 ... 0]0 o 0 |z

Jesli z,,.1 # 0, to uktad jest sprzeczny.

Jedli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uktad jest oznaczony i jego
rozwigzaniem jest z; = z;, dlad € {1,2,...,r}.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony.
Rozwiazania maja postac

/ /
xy Z1 5 5 Lpi1

/ 1r+1 - 1, /
Ty || 22 T+ n Typio

'/ 5r,r+1 Sr,n '/
T, Zr T,

Przyktad 6.1.5.
T1 420 —x3—x4 = 1
171+ZL‘2+173+3I‘4
3$1+5$2—IE3+5L’4 = 3

I
b

43



Przyklad 6.1.6.

20 +4y + 92 — 5t + 6u
42y +4z — 4t + 2u
3+ 6y + 72— 11t 4+ 2u
dr + 8y + 192 — 15t + 11u
—%x—y+z+3t+2u
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Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny, lecz nie jest dowolny.

Przyklad 6.1.7. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiazaniu

uktadu rownai.
r—3y+z—2s+t=->

20 — 6y —4s+t=—-10
224+1=0
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W przypadku gdy uktad réwnan AX = B jest uktadem Cramera, wykonujac operacje elementarne
na wierszach macierzy uzupelnionej U = [A|B], sprowadzamy te macierz do postaci [I|X], gdzie
X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu.

[A|B] operacje elementarne [I|X]
na wierszach
Przyklad 6.1.8.
r+y+z = 3
20 —y — 2
r+3y+z = 5

I
o
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Przykltad 6.1.9. Okresl ilos¢ rozwiazan uktadu w zaleznosci od wartosci parametru p € R.

v+ 21y + (p+las + (p+3)ry = 4

20y + 4z + (2p+4)zy + (Ap+6)xy = p+15
p+ 1)z + 220 + (p+Dzs + (p+3)xy = p+4

T 4+ 2z + (p+3)zz + 2p+2)xy = 11
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Geometria analityczna w R3

7.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : 2,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:
e zbior punktow P = (z,y, z), gdzie x,y, z to wspohrzedne punktu

e zbior wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych
a= O‘}% = [z,y, 2], gdzie x,y, z to wspohrzedne wektora

e zbior wektorow swobodnych a@. Wektor swobodny to zbiér wszyst-
kich wektoréw zaczepionych (w roznych punktach) majacych ten
sam zwrot, kierunek i dlugosé.

Oznaczamy przez 0 = 0,0, 0] wektor zerowy.

Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, uy, u,], U= [vg, vy, 0], A € R.
u —|— U= [ug + Vg, uy + vy, u, +v,] suma wektorow

AU = [N, My, Ay iloczyn wektora przez skalar
ﬁ = [—Uy, —Uy, —U)] wektor przeciwny do i
U—U=u+(—0)=u+(—1)-7 roznica wektorow

Dlugosé wektora
Oznaczamy przez |i] dtugosé wektora «. Jesli Py = (z1,v1,21), P2 =
(22, Yo, 22), tO WOWCZAS

— —
PPy = [vo—x1,0—y1, 20— 21],  |PiPs| = \/(wa — 21)2 + (y2 — 1)2 + (22 — 21)2.

Wektor dlugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przez
¢ = [1,0,0},5 = [0,1,0,k = [0,0,1] wersory osi ukladu wspolrzed-
nych. Wowczas zapis @ = [ug, Uy, u,] oznacza @ = u,t + u,j + usk.

Ponadto |i] = /u2 + u2 + uZ.
Wiasnosci dhugosci: |i@] =0 < @ =0, |\-d| = |A|-|@], |a+7] < |a|+|7)].

Wersorem niezerowego wektora i nazywamy wersor o tym samym kie-
runku i zwrocie co 4. Oznaczamy go u. Oczywiscie 4 = i| - .

@]
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Iloczyn skalarny

Oznaczamy przez £(u,v) kat miedzy wektorami o, v, Przyjmujemy, ze
nalezy on do przedziatu [0, 7].

Definicja 7.1.1. lloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektorow o, v
nazywamy liczbe |i| - |U] - cos £ (i, ¥). Oznaczamy ja symbolem @wo¢. Gdy
jeden z wektorow jest zerowy, przyjmujemy, ze iloczyn jest réwny 0.

Twierdzenie 7.1.2. Jesli 4 = [uy, uy, u,], U = [vs,vy,0;], to wowczas
U0 U = Ugly + UyVy + ULV

Twierdzenie 7.1.3 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A €
R i dla dowolnych wektoréw u, v, w prawdziwe sg nastepujgce réwnosci.

iv) (4 + v) ow = (U o W) + (Vo W)
v) |uo v < il - |7l
vi) £ 0,040 ,G00=0 = @ L7

Uktad wspoélrzednych

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadtych prostych,
przecinajacych sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspot-
rzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny

— = =

Definicja 7.1.4. Uporzadkowana trojka wektorow (u, U, w) ma orienta-
cje zgodng z orientacja uktadu wspotrzednych, jesli

Up Uy Uy
Uy Uy Uy | >0.
Wy Wy W,
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Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u, v nazywamy wspotliniowyms, gdy istnieje prosta, w ktorej
zawate sa te wektory. Piszemy wowczas @ || .

Definicja 7.1.5. lloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspol-
liniowych wektoréw , ¥ nazywamy wektor w taki, ze:

i) @ L@, @ L7,
ii) |0 = [l - |v] - sin £(4, T),

iii) orientacja trojki ('J, U, zﬁ) jest zgodna z orientacja uktadu wspol-
rzednych.

Wektor W oznaczamy symbolem  x .

Twierdzenie 7.1.6. Jesli @ = [uy, uy, u,], U = [vg, vy, v.], to wOWczas

1 J k
UXV=|u, Uy, u,
Uy Uy U,

Przyktad 7.1.7. © = [1,2,-3],7 = [3,4, 5]

Twierdzenie 7.1.8 (Wlasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego
A € R i dla dowolnych wektoréow , v, @i prawdziwe sa nastepujace roéw-
noscl.

Reguta prawej dtoni:

Zastosowanie:
Pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach «, ¥ rowne jest |4 X 7).
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Iloczyn mieszany

(W, Wy, w,].

Definicja 7.1.9. Niech @ = [ug, uy, u,], T = [vg, vy, v,], 0 =
U, U, W nazywamy

lloczynem mieszanym uporzadkowanej trojki wektorow
liczbe (¢ x ¥) o . Oznaczamy ja symbolem (ﬂ’, U, u_)')

Twierdzenie 7.1.10. Niech @ = [ug,uy,u], U = [vg,v,,0,],0 =
(W, wy, w,]. Wowczas

Zastosowanie:
Objetosé rownolegloscianu rozpietego na wektorach ), U, w réowna jest
(4, 0, 7).

Przyktad 7.1.11. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,-1,2),D = (1,3,5) leza w
jednej pltaszczyznie?

Twierdzenie 7.1.12 (Wlasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego
A € R i dla dowolnych wektorow u, v, w,d prawdziwe sa nastepujgce
réwnosci.
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7.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3
Réwnanie ogélne i normalne plaszczyzny

Niech Py = (zo,¥0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, za§ 7 =
[A, B, C] # 0 ustalonym wektorem. Wowczas zbior

m={P=(2,9,2) e R*: ﬁj_ﬁ}

jest ptaszczyzna przechodzaca przez punkt F, i prostopadta do wektora
1. Wektor n nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny 7.

PEW@@OﬁzO4:)A(x—x0)+B(y—yo)+C’(z—z0):O

Réwnanie normalne: 7 : A(x —x9) + B(y — yo) + C(2z — 29) =0
Roéwnanie ogdlne: m: Ar+By+Cz+ D=0, D=—Axq— By, — Cz

Przyklad 7.2.1. Py =(1,2,5),i=[1,-1,3], hhen, 7 Ln, 7 ="

Roéwnanie parametryczne ptaszczyzny

Niech Py = (zo,Y0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas a =
lag, ay, a,] # 0, b = bz, by, b,] # 0 ustalonymi wektorami niewspotli-

niowymi, tj. @ }f b. Wowczas zbior
T={P=(v,y,2) eR®: 3Jt,scR ﬁ:tcfjtsl;}
jest plaszezyzna przechodzaca przez punkt P 1 rownolegta do wektorow
a,b. Mowimy, ze wektory a, b sa wektorami rozpinajgcyms plaszczyzne .
]ﬁ —td+sb & [z —To,y — Yo, 2 — 20] = t[ay, ay, az] + s[by, by, b.]
r=x9+t-a,+s-b,

Roéwnanie parametryczne: 7 : y=yo+t-a,+s-b, ,t,scR
2=z +t-a,+5s-b,
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Przyklad 7.2.2. Napisz réwnanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez punkty
A=(1,1,4), B=(2,5,4) i rownoleglej do osi Oy.

Inne réwnania ptaszczyzny

Rownanie postaci

x Yy oz .
-+ 24+ =-=1, gd ,b,c e R\ {0},
s a+b+c gdzie a,b,c \ {0}
opisuje plaszczyzne przechodzaca przez punkty (a,0,0), (0,b,0), (0,0, ).
Jest to tzw. rownanie odcinkowe plaszczyzny.

Roéwnanie plaszezyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty
Py = (21,91, 21), Po = (72,92, 22), P3 = (3, Y3, 23) ma postac

r—21 Yy—Wh =<z—~A

T | X2—%1 Yo—Y1 22—z | =0.
T3 —T1 Ys— Y1 23— <1
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7.3 Prosta w przestrzeni R3
Réwnanie parametryczne i kierunkowe prostej

Niech Py = (zo,%0,20) € R3 bedzie ustalonym punktem, zas a =
laz, ay, a,] # 0 ustalonym wektorem. Wowczas zbior

l={P=(2,9,2) €R®: F()?Hc?}

jest prosta przechodzaca przez punkt Py i réownolegla do wektora a. Wek-
tor @ nazywamy wektorem kierunkowym prostej .

Poel < HeR: PBD—=td

r=x9+1t-a,
Rownanie parametryczne: [ : y=y +t-a, ,teR
2=z +t-a,

T—20 _ Y=Yo _ z2—20
ay ay az

Roéwnanie kierunkowe : l:

Réwnanie krawedziowe prostej

Niech - A1$+Bly+012’+D1 =0 , T @ A2I+B2y+CQZ+D2:O,
gdzie A2+ B} +C? # 0, A2+ B3+ C? # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi
plaszczyznami. Ich czesScig wspolng jest prosta [ = m N .

Pel & (Pem ANPem)

A1x+Bly+Clz+D1:O

Roéwnanie krawedziowe: [ : { Apz + Byy+ Coz + Dy = 0

Przyktad 7.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3, 1) i rownolegtej
do ptaszczyzn m 1 6xr —y+2—2=0,m:x+3y —22+1=0.
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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowanej
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

TEMAT: Geometria analityczna w R3- cigg dalszy

8.1 Wzajemne polozenie ptaszczyzn i prostych

Wzajemne polozenie pltaszczyzn

Niech VI Al.fL' + Bly + Clz + D1 = 0, n_i = [Al,Bl, Cl] 7é 6,
Ty Agx + Boy + Coz + Dy = 0, nj = [Ag, By, Co] # 0.
Ptaszczyzny moga by¢ rownolegte. || < nillne < 1 xny =0

4 = Al B G Dy
Woweczas albo m =y < 4t = 3L = & = 55,

— At _ B1 Gy D1
albomﬂm-@@AQ—BQ—@# .

Jesli 7 J mo, to plaszezyzny te przecinaja sie wzdtuz prostej.
W szczegdlnosci moga by¢ prostopadte.

mlm & n Ln & njony=0

Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzgcej przez
punkt P, zas b wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez
punkt Ps.

—

Proste moga by¢ rownolegte. |k < @||b < @xb=0.
Wowecezas albo [ =k, albo INk = 2.

Gdy [ } k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste [ i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwier-
dzeniu, ze wektory P, Ps,d, b leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ 1 k
maja jeden punkt wspolny tj. [ Nk = {P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co
jest réwnowazne stwierdzeniu, ze wektory P1P2,d’,g nie leza w jednej
ptaszczyznie. Wowezas [Nk =@ .

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy (PIPQ, a, 5) # 0.
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Katy

Definicja 8.1.1. i) Kagtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat
ostry (lub prosty, gdy proste sa prostopadte) miedzy odpowiednio
zwroconymi wektorami kierunkowymi tychze prostych.

i) Kqtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub pro-
sty, gdy plaszczyzny sa prostopadie) miedzy odpowiednio zwroco-
nymi wektorami normalnymi tychze ptaszczyzn.

Definicja 8.1.2. i) Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne
nazywamy punkt P’ € 7 taki, ze PP" | 7.

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [
taki, ze PP 1 1.

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.
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Przyktad 8.1.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

r=2+2t+s
T y=1+4+3s ,t,s e R
z=3+1t+s

Definicja 8.1.4. Kqgtem miedzy plaszczyzng a prostg nazywamy kat o

mierze § — «, gdzie a to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta

i plaszczyzna sa rownolegle) miedzy odpowiednio zwréconym wektorem
kierunkowym prostej a wektorem normalnym ptaszczyzny.

r=2—t
Przyklad 8.1.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ,teR
2 =242t

a ptaszczyzna m: 3r+y+z2+1=0.
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Odlegtosci

Definicja 8.1.6. i) Odlegtosciq punktu P od plaszczyzny m, nazy-
wamy dhugosé odcinka PP’, gdzie P’ jest rzutem prostokagtnym P
na 7. Oznaczamy ja d(P, ).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej |, nazywamy dtugosé odcinka PP,
gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzoér na odleglosé punktu od ptaszczyzny

Niech Py = (xo, Yo, 20) oraz m : Ax+By+Cz+D =0,1n = [A, B,C] # 0.
Woéwcezas

A B D
d(P(),ﬂ'):| CCO_’_ yO+OZ0+ |

7]

Wzér na odlegtoéé¢ punktu od proste;

Niech Py = (o, %0, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez
punkt P; o wektorze kierunkowym a. Woéwczas

—
PPy x @
a(py, 1) — FrPo < al

al

Odlegtos¢ prostej od ptaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej
[ od ptaszczyzny m nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od
plaszczyzny.

58



Definicja 8.1.7. Odlegtosciq dwdch ptaszczyzn (prostych) réwnoleglych
nazywamy odlegto$é dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykazaé, ze dla ptaszczyzn rownolegtych m : Az+By+Cz+D; =
0, m: Ar+ By+ Cz+ Dy =0, ny = [A, B, C| # 0 zachodzi wzor

|Dy — Dy
|73

d(ﬂ'l,ﬂ'z) = 7

Definicja 8.1.8. Odlegtosciq dwoch prostych skosnych nazywamy odle-
gtos¢ dwoch plaszezyzn rownoleglych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez
punkt P;, zas b wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez
punkt P». Zaldézmy ze proste te sa skosne. Wowcezas

(PP, D)

@ % 0|

d(k, 1) =
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Symetrie

Definicja 8.1.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalona prosta
oraz 7 ustalona plaszczyzna.

i) Punkt P; jest punktemymetrycznym do punktu P wzgledem
punktu S, jezeli ﬁ = SP,.

ii) Punkt P, jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem pro-
stej [, jezeli istnieje A € [ taki, ze PA = AP, oraz PA 1 I.

iii) Punkt P jest punktem symetrycznym do pungcll> P wz_>glqdem
ptaszczyzny w, jezeli istnieje A € 7 taki, ze PA = AP; oraz PA 1 .
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Przestrzenie liniowe

9.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,-) bedzie cialem, za§ V # @& zbiorem. Niech dane
bedzie dziatanie wewnetrzne @ : V x V 3 (u,v) — u® v € V oraz
dziatanie zewnetrzne © : K X V 3 (a,v) » a v e V.

Definicja 9.1.1. Zespot V = (V, @, K, ®) taki, ze
i) (V,®) jest grupa abelowa,
i) Vuyo eV Vae K a0 (udv)=(a0u)®(a®v)

)
)
iii) VveV Va,e K (a+p)0v=(a0v)d(Bov)
iv) WweV Va,3eK (a-f)Oov=a6(B0)

)

v)YoeV 10v=w

nazywamy przestrzenig wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad cialem
K (albo przestrzenia K-liniowa). Elementy zbioru V' nazywamy wekto-
rami, za$ elementy ciata K skalarama.

Przyktad 9.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) (R",+R,")
i) (R, +,R,-), gdzie RR = {f| f: R — R}

iii) (Myxn(R), +,R, )
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Notacja:

Twierdzenie 9.1.3. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia wekto-
rowa. Wowczas:

i) VveV YaeK 0-v=a-0=0

i) VveV VYVaeK a-v=0<%« (a=0Vv=0)

111

YVoeV VYaeK (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)

A%

)
)
iv) VveV —1-v=—v
) YoeV Vo, e K (a—p)-v=(a-v)—(F-v)
)

vi) Vo eV Vae K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)

Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K =
(K,+,-) iniech U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 9.1.4. Jesli zbior U wraz z dziataniami

Slusxv : UxU 3 (u,v) »udv € U, Olgxv : KxU 3 (a,v) = aGv e U
jest przestrzenia liniowa nad cialem K, to U = (U, ®|uxv, K, ®O|kxv)
nazywamy podprzestrzeniq wektorowqg lub podprzestrzeniq liniowq prze-
strzeni V.

Twierdzenie 9.1.5. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa
oraz & # U C V, to wowczas U jest podprzestrzeniag wektorows prze-
strzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Yui,up €U VYae K uiPuseU N aGu €U.

62



Przyktad 9.1.6.
i) V=R + R ), U=(C(0,1],R), +R,")

i) V=(R[z],+,R,-), U={f €R[z]: deg f — parzysty}

iii) V=R, +R,.), U={(z,y,2,t) ER*: 20+ 2 -3t =0Ay =0}

Podprzestrzenie wektorowe R? i R?
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9.2 Liniowa niezalezno$¢ wektoréow, baza i wymiar
przestrzeni liniowe]j

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech
a1, ...y € K, vy, ... 0, € V. Niech W # & bedzie podzbiorem zbioru
V.

Definicja 9.2.1. i) Wektor aqv; + ... + apv, € V nazywamy
kombinacjg liniowg wektorow vy, ...,v,, € V o wspoétczynnikach
ag, . ..o, € K.
ii) Zbior
{v:a1w1+...+akwk o, ..o € K wy, .o wp € W k:EN},

nazywamy powtokq liniowg zbioru W i oznaczamy symbolem linx W
lub krotko linW.

Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy,...,w,} piszemy tez
lin{ws, ..., wy,}.
Czyli lin{wy, ..., wy,} = {oqws + ... + @pwy, = aq,...q € K}

Twierdzenie 9.2.2. Niech V = (V,+, K, ) oraz @ # W C V. Woéwczas
zbior linWW jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniej-
sza podprzestrzen V' zawierajaca zbior W.

Elementy zbioru W nazywamy generatoram: przestrzeni linWW, zas pod-
przestrzen linWW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbioér W.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K.

Definicja 9.2.3. Wektory vq,...,v,, € V nazywamy liniowo niezalez-
nyms lub méwimy, ze tworza uktad lintowo niezalezny, jesli dla dowolnych
skalarow fy,..., B, € K zachodzi

61@1+...+Bm1)m:0 = Blzzﬁm:O
Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy liniowo zaleznymi.

Twierdzenie 9.2.4. Niech V = (V,+, K, ) bedzie przestrzenia liniowa
oraz niech m € Nym > 2. Wektory vq,...,v,, € V sa liniowo zalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest kombinacja liniowa pozostatych.
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Przyktad 9.2.5. Czy wektory u = (1,1, —1), v = (2,1,0), w = (5,2, 2) generuja przestrzen R3?

Przyktad 9.2.6.

o I R R

Przykiad 9.2.7. Czy wektory u = (1,2,3,4), v = (1,2,0,—1), w = (0,1,3,1) € R* sg liniowo
niezalezne?
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Twierdzenie 9.2.8. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa.

i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
v =0.

ii) Uktad wektorow zawierajacy poduktad liniowo zalezny jest liniowo
zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad
jest liniowo niezalezny.

iv) Uktad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech
bi,...,b, €V.

Definicja 9.2.9. Uktad wektorow B = {b, ..., b,} nazywamy bazq prze-
strzeni V' jesli jest on liniowo niezalezny oraz V = lin{by, ..., b,}.
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Baza przestrzeni R"

Przyktad 9.2.10.

U =lin{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3)} C R?

Twierdzenie 9.2.11. i) Kazda niepusta przestrzeni wektorowa po-
siada baze.

ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej sa rownoliczne.

iii) Kazdy uklad wektoréow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowe;j
moze byé¢ uzupetniony do jej bazy.

Definicja 9.2.12. Liczbe elementéw bazy przestrzeni wektorowej V' =
(V,+, K, ) nazywamy wymiarem przestrzeni wektorowej V' i oznaczamy
dimg V' lub krotko dim V. Moéwimy wowcezas, ze przestrzen V jest n-
wymiarowa. Jesli przestrzen V' nie ma skonczonej bazy, to przyjmujemy
dim V' = co. Ponadto przyjmujemy dim{0} = 0.
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Whniosek 9.2.13. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy
uktad n wektoréw liniowo niezaleznych stanowi baze tej przestrzeni.

ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektoréw generuja-
cych te przestrzen stanowi jej baze.

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow,
gdzie m > n jest liniowo zalezny.

Przyklad 9.2.5 - raz jeszcze

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni linio-
wych

1) (R[z],+,R,")

2) (Rufz], +,R,-),  Rulz] = {f € Rz]: deg f < n}

3) (men(R>7 +, Rv )
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Twierdzenie 9.2.14. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, zas W jej
podprzestrzenia. Woéwczas

i) dimW < dimV,
i) dmW =dimV <oco = W =V.
Niech V' bedzie przestrzenia liniows, zas B = {by,...,b,} jej baza.

Definicja 9.2.15. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (by, ..., b,)
nazywamy reperem bazowym.

Wowcezas dla kazdego v € V istniejg skalary aq,...q, € K takie, ze
v = aiby + ... + a,b,. Mozna uzasadnié¢, ze przy ustalonym reperze
bazowym skalary ay, ..., sa wyznaczone jednoznacznie.

Definicja 9.2.16. Skalary ay,...«a, € K takie, ze v =ayb; + ...+ a,b,
nazywamy wspotrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v =
[al, c. an]B.

Przyklad 9.2.17. R? = (R3 + R, ), B - baza kanoniczna,
B’ = (b, b}, b5) inna baza, gdzie b| = (4,2,1),b, = (—5,2,3),b; = (1,3,0)
v=(=3,15,7)
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Niech V' bedzie przestrzenig liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B =
(by,...,0,) jej dwiema bazami. Wowcezas istnieja skalary o;; € K,
i,7 €{1,2,...,n} takie, ze

bll = Oéubl + OéleQ + ...+ Oénlbn
b’2 = &121)1 + a2262 + ...+ O./ngbn

b;L = Oélnbl -+ Oéznbg + ...+ Oénnbn

Definicja 9.2.18. Macierz P € M, (K) postaci

11 12 ... Op

Qo1 Qg2 ... Qop
P =lay] =

Qp1 Qp2 ... Qpp

nazywamy macierzq przejscia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja
symbolem Pg_,pz.

Macierz przejscia Pg_.p zawsze jest nieosobliwa.

Zmiana wspoélrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ =
(by,...,b) jej dwiema bazami. Niech P = Pg_p.

v n

Twierdzenie 9.2.19. Niech v € V, v = [z1,...,z,]g = [2],..., 2|5

.CE]_ Z‘l
/
. T2 )
Wowczas X = PX', gdzie X = X' =
/
Tn x

Przyklad 9.2.17 - ciag dalszy
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Twierdzenie 9.2.20. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skonczenie
wymiarows, za$ B, B, B” jej bazami. Wowczas

~1
i) Pgp= <PB—>B’> ;

ii) Pgop - Pgpr = Papr.

71



Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

10.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech V = (V,+, K, -) oraz W = (W, &, K, ®) beda przestrzeniami wek-
torowymi nad tym samym cialem K.

Definicja 10.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W speliajace warunki
Vu,v €V p(u+0v) = p(u) ® ¢(v),

YoeV VYaeK pla-v)=a®p),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub
homomorfizmem przestrzeni liniowych.

Twierdzenie 10.1.2. Niech ¢ : V — W. Wéwczas nastepujace warunki
sa rownowazne.

i)  jest liniowe
i) Vu,v eV VYo, e K gla-u+p5-v)=a@p(u)® L6 )

iii) Yoy, ...,v, €V Vay,...,a, € K
olag v+ ...t ay v,) =01 () ®... 0 a, ®p(v,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V. w W
oznaczamy Lg(V,W) lub Homg(V,W) (lub krotko L(V,W) lub
Hom(V,W)).

Przyktad 10.1.3. Czy ¢ jest liniowe?

1) ¢ : R? = R?, symetria wzgledem osi Ox
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2) p: R R% p(r,y,2) = (x—y+22y+2+1)

3) ¢ Rola] = Ry[z], o(p)(x) = (3 — 2)p"(x) + 4p/(z)

Niech V = (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 10.1.4. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to
wowczas

i) ¢(0y) = Ow,
i) Yo e Vp(—v) = —p(v).

Definicja 10.1.5. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,

ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,

iii) 1zomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,

iv) endomorfizmem, jesli V. =W,

v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

)
)
)
iv)
)
vi) formg liniowq, jesli W = K.
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Twierdzenie 10.1.6. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi
nad tym samym cialem K. Niech {b;,...,b,} bedzie baza przestrzeni V'
oraz niech wy,...,w, € W bedzie dowolnym uktadem wektorow. Wow-
czas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe ¢ € L(V, W) takie,
ze p(b;) =w;, dlai € {1,2,...,n}.

Przyklad 10.1.7. Podaj wzor odwzorowania liniowego ¢, jesli

0 Ro[z] = Ryfz], @(a*+2)=6x+10, ¢(x—1)=4, ¢(2r)=38.

10.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K. Niech
p e LV,W).

Definicja 10.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy
jadrem odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Kerp.

ii) Zbior {w € W : Jv € V) = w} = {o) : v e V} C W
nazywamy obrazem odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imep

lub p(V).

Twierdzenie 10.2.2. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Kery jest pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni V', za$ zbiér Imyp jest podprzestrzenia
liniowa przestrzeni W.
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Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 10.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)
i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y},

ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Definicja 10.2.4. Jesli dimImy < oo, to liczbe te nazywamy rzedem
odwzorowania liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy 7(¢) lub rank(y).

Twierdzenie 10.2.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi
skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W). Wowczas

r(p) + dim Kerp = dim V.

Whniosek 10.2.6. dimImp < dim V' dla dowolnego ¢ € L(V, W).
Przyktad 10.2.7.

p:R' =R, o(r,y,zt)=(@+y+z+2tx—y+z+6t0+y—z—4t)

Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci ¢.

75



10.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 10.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami
+: L(V,W) x L(V,W) = L(V,W), -: KxLV,W)—= LV,W)
okreslonymi wzorami
(f +9)(x) = fx) +9(x), (a-f)z)=a- f(z),

jest przestrzenia liniowa nad cialem K.

Twierdzenie 10.3.2. i) Jesli f € L(U,V)oraz g € L(V, W), to wow-
czas go f € L(UW).

ii) Jesli f € £(V,W) jest bijekcja, to f~t € L(W,U).
Oznaczmy przez Aut(V) = {f € L(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich
automorfizmow przestrzeni liniowej V.

Twierdzenie 10.3.3. Zbior Aut(V') wraz z dziataniem sktadania odwzo-
rowan jest grupa.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 11
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe - cigg dalszy

11.1 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By, = (bl, e ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda
ustalonymi bazami przestrzeni V' i W odpowienio. Rozwazmy odwzoro-
wanie liniowe ¢ : V. — W.

Definicja 11.1.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowa-
nia liniowego ¢ w bazach By, By nazywamy macierz A € M., (K),
ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne wektorow (b)), ..., ¢(b,) w ba-
zie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

Przyklad 11.1.2. ¢ : R3 - R?  o(z,y,2) = (32,2y + 2)

a) w R? i R? bazy kanoniczne

b) bazy B = (by = (1,2,0),b, = (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2),¢2 = (0, 1))

7



Przyktad 11.1.3. f: Cy[z] = M5(C), f(az + B) = aA+ [l gdzie A = [

bazy standardowe

Odwzorowanie ¢ : R” — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,.,(R) taka, ze

xy
T2
V(zy,...,xn) €ER"  o(x1,...,2,) = A

Ln
Wowczas A = M, (B}, B").

Twierdzenie 11.1.4. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi
nad cialem K. Niech By = (bl, e ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda
ustalonymi bazami przestrzeni V i W. Niech ¢ € L(V,W) oraz A =
My, (By, By ). Oznaczmy

T Y1
X — {o) v = Y2 ’
Tn Ym
gdzie v = [T1,...,Zp]By, W = [Y1, .-, Ym]By - WOWCZAS

ev)=w & AX =Y.

Przyklad 11.1.2 - ciag dalszy
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Uwaga 11.1.5. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy
od wyboru baz By, By,. Ponadto rank(yp) = rankA.

W przyktadzie 11.1.2:

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By
oraz By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V, W)
oraz A = Mf(Bv,Bw), B = Mg(Bv,Bw).

Twierdzenie 11.1.6. Przy powyzszych zalozeniach
A + B = Mf+g(Bv, Bw) oraz oA = Maf(Bv, Bw)

Twierdzenie 11.1.7. Jesli dimV = dim W, to woéwczas nastepujace
warunki sg rownowazne.

Wnhniosek 11.1.8. Niech f € L£(V,W) bedzie izomorfizmem oraz niech
A= Mf(Bv, Bw) Wowezas A~! = Mf—l(Bw,Bv>.

Twierdzenie 11.1.9. Niech U,V,W beda przestrzeniami liniowymi
skoniczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech By, By, By beda usta-
lonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V), g € L(V,W) oraz A =
Mf(BU,Bv), B = Mg(Bv,Bw). Woweczas

B- A= My (By,By).
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Przyklad 11.1.10. Za pomoca rachunku macierzowego:

[iR = R% f(o,y,2) = (r—y+2,2y+2) o=2h"toh o (f+yg)
g: R R2 g(x,y,2) = (v — 32,2+ y) e,y 2) =?
h:R* = R h(z,y) = 2z +y, v —y) ©(1,2,3) =?
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11.2 Zmiana baz

Twierdzenie 11.2.1. Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi
skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech By oraz By beda bazami
przestrzeni V' i W. Rozwazmy nowe bazy B, B}, oraz odwzorowanie
liniowe ¢ : V. — W. Niech P = Py, .5, Q = Psy 5, oraz A =

M, (By,Bw), A = M,(By, By,). Wowczas

A'=Q'AP.

Przyklad 11.1.2 raz jeszcze

Uwaga 11.2.2. Niech V' bedzie przestrzeniag liniowa skoriczenie wymia-
rowa, zas B oraz B’ jej dwiema bazami. Wowczas macierz przejscia
Ps_.p jest reprezentacja macierzows odwozorwania identycznos$ciowego
id : V' — V przestrzeni V' z baza B’ w przestrzen V z baza B.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 12
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

12.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa wymiaru n.
Oznaczmy End(V) = L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy
rowniez operatorami liniowymi.

Twierdzenie 12.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+,R,:) wraz
z dzialaniami dodawania odwzorowan i mnozenia odwzorowania
przez liczbe jest przestrzenia wektorowsa wymiaru n?.

ii) Zbior End(V) = (End(V),+,0) wraz z dzialaniami dodawania i
sktadania odwzorowari ma strukture piericienia nieprzemiennego.

iii) Va e R Vf,ge End(V) a-(fog)=(a-flog=fol(a-g)

Definicja 12.1.2. Podprzestrzen liniowg U przestrzeni V nazywamy
niezmienniczq wzgledem endomorfizmu ¢ € FEnd(V) lub krotko -
niezmienniczq, jezeli

e(U)c U, tzn. YueUopu)el.

Przyklad 12.1.3. 1) Niech V = R3 U = {(0,0,t) € R® : t € R},
SD(%C%Z) = (—y,x,z)

2) Niech V', ¢ € End(V') dowolne, U = Keryp

Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych
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Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Niech ¢ € End(V).

Definicja 12.1.4. Liczbe A € R nazywamy warto$cig wtasng endomorfi-
zmu @, jezeli istnieje niezerowy wektor v € V' taki, ze p(v) = Av. Kazdy
taki wektor nazywamy wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiada-
jacym wartodci wtasnej .

Przyktad 12.1.5.

d

Uwaga 12.1.6. Kazdy wektor wlasny odpowiada doktadnie jednej war-
tosci wlasne;j.

Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ war-
tosci wtasnych i odpowiadajacych im wektorow wlasnych nazywamy
zagadnieniem wtasnym dla endomorfizmu ¢.

Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy
symblem Spec(yp) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

Przyklad 12.1.7. ¢ € End(R?), ¢ - rzut prostokatny na o§ Ox

Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu
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Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa. Niech ¢ € End(V') oraz
A € Spec(p). Oznaczmy przez F) zbior wszystkich wektorow wlasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej A\, uzupetniony o wektor zerowy. Za-
tem

Ey={veV: o) =}

Twierdzenie 12.1.8. i) Zbior E, jest podprzestrzenig liniows prze-
trzeni V.

i) Zbior E) jest podprzestrzenia p-niezmiennicza.

iii) Fy = Kery, gdzie v = ¢ — X -idy.

Definicja 12.1.9. Przestrzen wektorowa E) nazywamy podprzestrzeniq
wtasng endomorfizmu ¢, odpowiadajaca wartosci wlasnej A.

Twierdzenie 12.1.10. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa
oraz niech ¢ € End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢
w dowolnej ustalonej bazie przestrzeni V. Wéwczas nastepujace warunki
sg rOwnowazne.

i) A € Spec(yp)
ii) Ker(p —A-idy) # {Ov}
iii) det(A — AI) =0

Wnhniosek 12.1.11. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie
baza przestrzeni V oraz A = M,(B,B). Woéwczas wektor Oy # v € V,
v = [x1,Z2,...,T,)p jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢, odpowia-
dajacym wartosci wtasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

X1
X2

(A=A)X =0, gdzie X =

T
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Twierdzenie 12.1.12. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie
zaleza od wyboru bazy przestrzeni V.

Definicja 12.1.13. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu
¢ € End(V) nazywamy wielomian x,, € R[t] postaci x,(t) = det(A—1t1),
gdzie A jest reprezentacja macierzowsa odwzorowania ¢ w pewnej bazie
przestrzeni V. Rownanie x,(t) = 0 nazywamy rownaniem charaktery-
stycznym tego endomorfizmu.

Niech A € M, (R).

Definicja 12.1.14. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A
nazywamy wielomian y4 € R[t] postaci xa(t) = det(A —tI). Row-
nanie x4(t) = 0 nazywamy réwnaniem charakterystycznym macie-
rzy A.

ii) Kazdy rzeczywisty pierwiastek wielomianu y 4 nazywamy wartosciq
wlasng macierzy A. Zbiér wszystkich wartosci wlasnych macierzy A
oznaczamy symblem Spec(A) i nazywamy widmem badz spektrum
tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor x = (x1,xs, ..., z,) € R" speliajacy row-
nanie
T
T2
AX = )X, gdzie X = |,
T

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym war-
tosci wlasnej .

Uwaga 12.1.15. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™)
sa identyczne z wartosciami i wektorami wtasnymi macierzy A € M, (R),
bedacej reprezentacja macierzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej
przestrzeni R”.
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Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech
w € End(V') oraz A € Spec(y).

Definicja 12.1.16. i) Krotnosé k, liczby A jako pierwiastka wielo-
mianu charakterystycznego X, nazywamy krotnosciqg algebraiczng
wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim £ podprzestrzeni wlasnej F\ nazywamy krotnosciq
geometryczng wartosci wlasnej A.

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi.
Widmo skltadajace sie z n réznych wartosci wlasnych nazywamy
widmem prostym.

Twierdzenie 12.1.17. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(yp) oraz niech A
bedzie reprezentacja macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Wow-
czas

1) 1 S dlmE)\ S ]{/’)\,

ii) dim E) = dim V — rank(A — \I).

Przyktad 12.1.18.

¢ € End(R?), ¢(z,y,2) = (z + 2y,2y, -2z — 2y — z)
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12.2 Diagonalizacja

Twierdzenie 12.2.1. Wektory wtasne operatora liniowego ¢ € End(V')
odpowiadajace roznym warto$ciom wiasnym sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 12.2.2. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa
n-wymiarowa oraz niech ¢ € End(V).

i) Jesli o ma widmo proste Spec(¢) = {1, ..., A\n}, to wektory wlasne
V1, ..., Uy, gdzie v; odpowiada A;, dla i € {1,2,...,n}, tworza baze
przestrzeni V.

ii) Jesli wektory wlasne vq,...,v, € V endomorfizmu ¢ tworza baze
przestrzeni V oraz ¢(v;) = Ny, dla @ € {1,2,...,n}, to macierz
przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

A0 0 ... 0
0 A 0 ... 0
D= | '
0 0 ... A

iii) Jesli wielomian charakterystyczny x, rozklada si¢ na czynniki li-
niowe
Xo = (= A)M (= X)™ o (t = X)),

(tzn. X\, # \j, gdy @ # j oraz ky + ko + ...+ k, =n) i ponado k; =
dim Ey;, dla i € {1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni
V' zlozona z wektoréw wlasnych endomorfizmu .

Definicja 12.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V') nazywamy diagonali-
zowalnym, gdy istnieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢
w tejze bazie jest macierza diagonalna.

Wnhniosek 12.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza przestrzeni V' ztozona z wektorow
wlasnych .

Macierz diagonalizujgca
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Definicja 12.2.5. Macierz A € M, (R) nazywamy macierza diagonali-
zowalng, gdy istnieje macierz nieosobliwa P € M,(R) taka, ze macierz
P~1AP jest diagonalna. Moéwimy wowcezas, ze macierz P diagonalizuje
macierz A.

Whiosek 12.2.6. Macierz A € M,(R) jest diagonalizowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje baza przestrzeni R" ztozona z wektorow wta-
snych A.

Z uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy
wszystkie twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla
macierzy.

2 -3

Przyktad 12.2.7. Czy A = [ .1

1 € Ms(R) jest diagonalizowalna?

Przyklad 12.2.8. Czy ¢ € End(R?) taki, ze ©(1,1,1) = (=1, -1, —1),
©(0,1,1) = (0,1,1), ©(0,0,1) = (0,0, 2) jest diagonalizowalny?

Przyklad 12.2.9. Czy ¢ € End(R3) dany wzorem
o(z,y,2) = (3x + 8z2,3x — y + 6z, —2x — 52) jest diagonalizowalny?
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Whniosek 12.2.10. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-
wymiarowg oraz niech ¢ € End(V'). Niech B bedzie ustalong baza prze-
strzeni V. Jesli wektory wtlasne vy ..., v, odpowiadajace wartosciom
wlasnym Ay, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworzg baze C = (v; ..., v,)
przestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N

MO 0 ... 0

0 X 0 ... 0
M, (B,B) = PD'P~', gdzie P=Ps,e, D=| . =~

0 0 ... A

Przyktad 12.2.11. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢
i okresl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory
wtasne, podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢
jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wtasnych, macierz
D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P. Oblicz
©101(1,2,3).

0:R* >R o(r,y,2) = (4o — 2y + 22,22 + 22,y + 2 — 1)
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Przyklad 12.2.12.

f € End(Ma(R)), f(A)=A+ A"
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 13
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Formy kwadratowe

13.1 Definicja formy kwadratowej
Niech A € M, (R) bedzie macierza symetryczna, tzn. A = AT,
Definicja 13.1.1. Funkcje v : R® — R dang wzorem (z) = XTAX,

€

%)
gdzie X = . dla dowolnego = = (x1, 22, ...,x,) € R", nazywamy

Tn
formq kadratowq. Macierz symetryczna A nazywamy macierzqg formy
kwadratowej .

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w
postaci sumy macierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B + (),
gdzie B = %(D + DT, C = %(D - D, B=BT C=-C".

Zauwazmy, ze XT DX = XTBX, bowiem XTCX = 0.

Jesli A = [a;], to wowezas y(z) = Y7,

Qi X325 .

Zatem ~y jest wielomianem jednorodnym stopnia 2.

Zauwazmy, ze Vr € R" VA € R y(\x) = A\?y(z).
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Przyktad 13.1.2. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

i) 7:R> = R, y(21, 9, 23) = 207 + 3122 + 40123 + 75 + 23

2 3 2 )
7($1,$27$3) = [ Ty T2 I3 } % 10 T2
2 01 XT3

ii) Niech Q C R"™ bedzie obszarem, zas f : & — R dowolna funkcja
taka, ze f € C?(Q2). Niech Py € Q. Rozniczka rzedu drugiego funkcji
f w punkcie F,

dpf R =R, df f(h,... hy) =

jest forma kwadratows. Jej macierz ma postaé

0% f 0 f 02 f
@<PO) 8z128x2 (PO) ot 8x128a:n <P0)
o2 f 02 f o°f
Oxo0x1 (PO) 8_903<P0) T Qxo0xn <P0)
. ... . "
81‘ng$1 (PO) azngxz (PO) s ﬁ(PO)

13.2 Okreslonosé formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0.
Definicja 13.2.1. Forme kwadratowa 7 : R® — R, v(z) = XTAX nazywamy
i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(z) >0,

ii) wjemnie okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(z) <0,

)

iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) > 0,
)
)

iv) ujemnie potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) <0,

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona, gdy
forma kwadratowa y(x) = X7 AX jest dodatnio okreslona.

Przyklad 13.2.2. i) v: R® = R, y(x1, 22, 23) = 222 + 23 + 23 jest
dodatnio okreslona

ii) v:R® = R, y(z1, 72, 73) = —27 — 423 — 23 jest ujemnie okreslona

iii) v:R® = R, v(x1, 29, 23) = 2} — 22 + 22 jest nieokreslona, bowiem
v(1,0,1) =2 > 0, zas v(0,1,0) = =1 < 0.

iv) v : R® = R, v(z1,29,23) = 223 + 23 jest dodatnio potokreslona.
Vo, € R 7(0,%2,0) =0

92



Badanie okreslono$ci formy kwadratowej
Definicja 13.2.3. Niech A = [a;;] € M, (R).

i) Minorem gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik
dowolnej macierzy powstatej przez skreslenie n—k wierszy i kolumn
o tych samych indeksach.

i) Minorem wiodgcym gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wy-
znacznik macierzy powsttej przez skreslenie n — k ostatnich wierszy
i kolumn. Oznaczamy go symbolem Ay.

Symbolem Dj;, , oznaczamy minor gléwny stopnia k, powstaly przez

skreslenie wierszy i kolumn poza tymi o indeksach i; < ... < 7.
1 2 3 4
5 6 7 8
Przyklad 13.2.4. A = 1 _9 _3 _4
-5 —6 -7 -8

Twierdzenie 13.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M, (R)
bedzie macierza symetryczna.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wio-
dace gltowne sa dodatnie, tzn. Vk € {1,2,...,n} A > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wio-
dace gléwne parzystego stopnia sa dodatnie, a nieparzystego —
ujemne, tzn. Vk € {1,2,...,n} (—1)*A, > 0.

Uwaga 13.2.6. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodat-
nia potokreslonosé A.

—2 1 0
Przyklad 13.2.7. i) A= 1 —1 0 | jest ujemnie okreslona.
0 0 -3
—2 1
A1:—2<07 AQZ‘ 1 _1‘:1>07 AgzdetA:—3<0

ii) B= { 8 _(1) ] jest potokreslona ujemnie, gdyz

y(xy, m5) = —23 < 0.
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Twierdzenie 13.2.8. Niech v : R" — R, y(z) = XTAX, gdzie A = AT.

i) Forma kwadratowa 7 jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie minory gtéwne macierzy A sa nieujemne, tzn.
Vi<k<n V1I<i<...<i<n D > 0.

i1

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy,
gdy minory gltéwne macierzy A przyjmuja nastepujace znaki
Vi<k<n V1<i<...<ix<n (=1)*D > 0.

i1

Przykiad 13.2.9. Forma kwadratowa v : R® — R,
(w1, T2, 23) = 23 + 23 + 22173 jest dodatnio potokreslona.

1 0 1
A: 0 0 0 ,Alzl,Anggzo,
1 0 1
11 0 0
D2:07D3=1,D13=‘1 1‘20,1723:‘0 1‘20
Oczywiste bowiem ~y(z1, T, 3) = (21 + 23)* > 0.

Uwaga 13.2.10. Jesli Ay = D5 < 0, to forma jest nieokreslona.

Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M,(R) ma n rzeczywistych wartosci wtasnych
(liczac z krotnosciami).

Twierdzenie 13.2.11 (Kryterium wartoéci whasnych). Niech v : R" — R, v(z) = XTAX, gdzie
A = AT oraz niech Spec(A) = {\,..., \,}. Wowczas forma kwadratowa v jest

i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\; >0,
ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,
iii) dodatnio polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X, >0,
iv) ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; <0,
)

iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 3¢,7 € {1,2,...n} X, >0 A); <O.
1 01
Przyktad 13.2.12. A= | 0 0 0 | jest dodatnio poétokreslona.
1 01
11—t 0 1
xat)=| 0 —t 0 |=—t1-t)2+t=132-1)

1 0 1-t¢
Sp@C(A) = {)\1 = /\2 = 0, /\3 = 2}
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 14
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

14.1 Tloczyn skalarny i norma
Niech V' = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowsa.

Definicja 14.1.1. Funkcje s : V x V' — R nazywamy iloczynem skalar-
nym, jezeli spetnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w €V Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),
i) Vu,v € V. s(u,v) = s(v,u),
i) VvoeV s(v,v) >0 A s(v,v) =04 v=0y.
Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq.
Zamiast s(u,v) bedziemy rowniez pisa¢ u o v lub (u,v).
Przyktad 14.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.
o: R"XR" =R, Yu=(z1,...,2,),v=(y1,..,yn) €E R" wov= Zajzyz =211 +...+TUn
i=1

Oznaczamy E" lub E".

V =C([a,b,R), (,):VxV >R, VfgeV (f,g)zf:f(x)g(x)dx

(.,.) R, [z] x R,[z] — R,
Vp,g eV (p,q) = 1 p(xi)q(x;), gdzie zg < z1 < ... < x, liczby ustalone

() s Myn(R) X Myxn(R) = R, VA, B € Myxn(R) (A, B) = tr(ABT),
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Twierdzenie 14.1.3. Niech (V,s) bedzie przestrzenia euklidesows.
Woéwczas

) YVu,v,w €V Va, €R  s(u,av+ pw) = as(u,v) + Bs(u, w),

i) Vv e V. s(v,0y) =0,

2
iii) Yu,v € V (s(u,v)) < s(u,u) - s(v,v)  nierdwno$é Schwarza

Niech V' = (V,+,R, ) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 14.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia
ona nastepujace warunki:

) YoeV |u]|>0 A |p|]|=0<v=0y,
i) YoeV VYaeR |lav||=lo|-|v|,
iii) Vu,v € V. [lu+v|| < ||ul| + [|v]].

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dtugoscig) wektora v.
Pare (V,||.||) nazywamy przestrzenig unormowang.

Twierdzenie 14.1.5. Jesli (V) s) jest przestrzenia euklidesowa, to od-
wzorowanie ||.||s : V — R dane wzorem

YoeV  ||v]ls = +v/s(v,v)
jest norma w przestrzeni V.

Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.
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14.2 Uklady ortogonalne

Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V', ktorego
dhugosé jest rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem.
Kazdy wektor v € V, v # 0y mozna unormowac.

W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy
niezerowymi wektorami.

Przyktad 14.2.1. V = Ry[z], (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1)
u(z) =2v(z)=5—=

Definicja 14.2.2. i) Dwa wektory nazywamy ortogonalnymi, jesli ich
iloczyn skalarny jest réwny zero.

ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonal-

nym, jezeli
<Uz'7vj> - 07 gdy [ 7& j

ii) Uktad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest ukta-
dem ortogonalnym i kazdy wektor jest unormowany.

Przyktad 14.2.3. V = C(|—n,7n],R), f(z) =sinz, g(x) = cosx
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Twierdzenie 14.2.4 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklide-
sowa. Wowczas

Vu,v €V ou Lo & [Jutvl]* = |ul)® + v

Twierdzenie 14.2.5. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zero-
wego jest liniowo niezalezny.

Whniosek 14.2.6. i) Uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub
uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze za-
wiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 14.2.7. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem
ortogonalnym (ortonormalnym), nazywamy bazqg ortogonalng (ortonor-
malng) tej przestrzeni.

Przyktad 14.2.8. R" ze standardowym iloczynem skalarnym

Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej

W R3:
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Twierdzenie 14.2.9. Niech B = (bl, bo, ... ,bn) bedzie baza ortogonalna

przestrzeni euklidesowej (V,(.,.)). Niech v € V, v = [a, Q9 ..., Q]s-
Wowezas ;
Vie{,2,...,n} a;= (v, ,3
10
Ponadto
<U, b1><w7 b1> <u7 b2><w7 b2> <U’7 bn><w7 bn)
Vu,we Vo (u,w) = T
1012 1022 [1bn 2

Whiosek 14.2.10. Jedli B = (bl, bo, ... ,bn) jest baza ortonormalna prze-
strzeni euklidesowej (V, (.,.)) oraz V 3 v = [ay, aa, . . ., ] B, tO wOWCzas

Vie{l,2,...,n} a; = (v,b;)
oraz

Vu,we V' (u,w) = (u,by)(w, by) + (u, ba)(w, ba) + ...+ (u, by)(w, by).
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 15
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......coooo

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe - ciqg dalszy

15.1 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 15.1.1. Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa.
Niech {by,...b,} C V bedzie ukladem wektoréw liniowo niezaleznych.
Woweczas istnieje uktad ortogonalny {cy,...c,,} C V taki, ze

lin{by,...by} = lin{cy, ... cn}

Wnhniosek 15.1.2. i) Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen eukli-
desowa rozna od {0} ma baze ortogonalng i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoriczenie wymiarowej kazdy uktad or-
tonormalny mozna uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyklad 15.1.3. V = R3 ze standardowym iloczynem skalarnym,
baza B = (b1 = (1,-2,0),bo = (5,5,1),b3 = (5,4,4))
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Whniosek 15.1.4. Jesli B = (bl,bQ,...7bn> jest dowolna baza

przestrzeni euklidesowej (V,(.,.)), to wowczas ciag wektorow C =

(cl, Coy ... ,cn),zdeﬁniowany ponizej, jest bazag ortogonalna tej prze-

strzeni.
b b b < (b,

C| = b1 Cy (= b2—< 2 Cl2> 1 C3 .= b3—< 3 012> C1—< i 622> Co Cp = bn_ < - C;>
[lea ] [lea ] [lcz|] — il

Przyktad 15.1.5. Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1),
baza B = (1,:13,172)
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Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 15.1.6. Niech uq,...,u, beda wektorami liniowo nieza-
leznymi w przestrzeni E”. Niech A € M,,y,(R) bedzie macierza, ktorej
kolejnymi wierszami sa wspotrzedne wektoréw wq, ..., u,, w bazie kano-
nicznej przestrzeni R". Wowczas stosujac operacje elementarne na wier-
szach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna do-
prowadzi¢ ja do postaci [G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna
gorna. Wektory wierszowe tak otrzymanej macierzy A" € M,,.,(R) sa
ortogonalne w E"™.

Przyktad 15.1.7. V =R3, baza B = (b) = (1,—2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4,4))
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15.2 Rzut ortogonalny na podprzestrzen
Niech (V;(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V dowolnym

podzbiorem.

Definicja 15.2.1. Zbior S+ :={v € V : Vz € S (v,z) = 0} nazywamy
dopetnieniem ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Je-
zeli zbior S jest jednoelementowy tj. S = {x}, to zbiér St nazywamy
dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 15.2.2. Niech V bedzie przestrzenig euklidesowa.

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', to wowczas
U+ réowniez jest podprzestrznia liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia li-
niowa przestrzeni V.

Przyklad 15.2.3. Wyznacz wszystkie wektory v € R* ortogonalne do
u=(1,0,1,0).

Jesli w € U+, to méwimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni
U i piszemy w L U.

Uwaga 15.2.4. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V',
za§ B = {by,..., by} baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego
wektora w € V

wlU&Vie{l,2,....k} wllb
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Przyklad 15.2.5. Rozwazmy V = Ryx] z iloczynem skalarnym
(p,q) = folp(x)q(x)dx, podprzestrzen U = Ry [z] oraz w = 62 — 6x + 1.
Czy w L U?

Wtasnos$ci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 15.2.6. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas
U, U, U, jej podprzestrzeniami liniowymi. Woéwczas:

i) Uy Cc Uy = Uy C UL,
i) UL = (linU)*,
iii) U c (UH)*.

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia li-
niowa.

Definicja 15.2.7. Operator liniowy © € End(V') dany wzorem
YVoeV n(v) =u, gdzie v—u LU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjqg ortogonalng na pod-
przestrzen U. Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonal-
nym wektora v € V na podprzestrzen U.
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Uwaga 15.2.8 (Jednoznaczno$é rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo,
to wowczas dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut
ortogonalny u € U tego wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, bs, ... ,bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wow-

czas u = m(v) = oy, o, . .., o), gdzie
<b1,b1> <bl,b2> . <b1,bk> aq <U7b1>
<b2,b1> <b2,b2> . <b2,bk> &%) _ <U7b2>
(b, b1)  (brsb2) - by bi) || oy (v, bi)
ii) Jesli B = (bl,bg, e ,bk) jest baza ortogonalna, wowczas rzut ten
okreslony jest wzorem
<U’b1> <U’b2> <U7bk>
u=mv) = 77ab + b+ ...+ by
10127 Tlbal? [1bx ][>

iii) Jesli baza B jest baza ortonormalna, wowczas

u=m(v) = (v,b1)by + (v,b2)by + ... + (v, bg)by.
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Przykiad 15.2.9. V =R* U =1in{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}, v = (1,1,1,0) € R, mpy(v) =7
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Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowanej
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

Przykladowy egzamin z przedmiotu Algebra wyzsza

Lacznie mozna otrzymac¢ 100 punktow. Aby otrzymaé z egzaminu ocene pozytywna, nalezy uzy-
ska¢ nie mniej niz 50 punktow.

Zadanie 1. (20 pkt)

a) Czy zbior Z(i) = {a+ bi € C: a,b € Z} wraz z dziataniami dodawania i mnozenia liczb
tworzy pierscien (przemienny, z jedynkaq)? Czy jest to ciato? Odpowied? uzasadnij.

b) Rozwiqz w zbiorze liczb zespolonych podane réwnanie.
2= (V12 = 20)? (i — 1)1
Zadanie 2. (20 pkt)
a) Podaj wszystkie mozliwe wartosci wyznacznika macierzy A € Mg(R) takiej, ze
34— (A7) = 0.
b) Dana jest plaszczyzna m @ 4z + 2y — z + 2 = 0. Napisz rdwnanie ogdlne i parametryczne

ptaszczyzny m przechodzqcej przez punkty A, B, C, jezeli A = (2,4,6), zas B i C to korice
odcinka symetrycznego do odcinka

r=24Tt
DE: ¢ y=-3+6t ,t€l0,1] wzgledem ptaszczyzny .
z=4-2t

Zadanie 3. (20 pkt)
a) Podaj definicje endomorfizmu diagonalizowalnego.
b) Niech p € End(R?) dany bedzie wzorem
ox,y,z) =2 +y+z,x+2y+ 2,2 +y+ 22).

Uzasadnij, ze o jest diagonalizowalny i oblicz ¢'%(2,1,0).
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Zadanie 4. (20 pkt) Dane jest odwzorowanie liniowe
fR* =R f(r,y,2,t) = 20 +3y+2+t,—3x+y+4z— Ttz + 2+ 2).
a) Wyznacz Kerf, jego baze i wymiar. Czy f jest monomorfizmem / epimorfizmem?

b) WR* rozwazmy standardowy iloczyn skalarny. Wyznacz rzut ortogonalny wektora (1,1, —2, —1)
na Kerf.

¢) Podaj macierz M (B, BY), gdy B = ((1,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(1,1,1,0)) i koraysta-
jac z macierzy A oblicz f(1,1,—2,—1).

Zadanie 5. (20 pkt) Dana jest przestrzen wektorowa (Ro[z], +,R,-). W przestrzeni tej definiu-
jgemy tloczyn skalarny

<p(:c), q(x)) =ad +00' +cd, dla p(xr)=ar*+br+c, qlxr)=dr*+br+¢

a) Udowodnij, ze B = (p,q,r) jest bazq Ra[z], gdy p(x) = 2? + x,q(x) = 2%, r(x) =z — 1.

b) Metodq Grama-Schmidta przeprowadz ortogonalizacje bazy B.
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