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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Zbiory i relacje. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1  Zbiory i relacje

Definicja 1.1.1. Parg uporzgdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a},{a,b}} podzbiorow
zbioru {a, b}.

Twierdzenie 1.1.2. Dwie pary (a, b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ A b=
d.

Mozemy zdefiniowaé¢ n-ke uporzadkowana:
(a1, az,a3) == ((a1, az), as)

(ah as, as, a’4) = (((ll, ag, a’3)a CL4)

(alu ag,...,0n-1, an) = (((11, g, . .. 7an—1>7 an)

Mozna uzasadnic, ze
(a1,a9,...a,) = (by,ba, ..., b,) & Vie{1,2,...,n} a; = b;.
Definicja 1.1.3. Illoczynem kartezjariskim zbiorow A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): a€ ANDbe B}.

Analogicznie definiujemy
Ay x Ag x ... x Ay = {(a1,a2,...a,) 1 a1 € Ay Nag € Ay A... Na, € A,}.
OznaczamyA2:AonrazA":flex... X A

n—razy

Przyktad 1.1.4. Wyznacz A x B, B x A, B~

i) A={3,4,5}, B={5,7}
Ax B=1{(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5),(5,7)}
B x A=1{(53),(54),(5,5),(7,3),(7,4),(7.5)} ~AxB#BxA
B? = {(5,5), (5,7), (7,5), (T7)}

ii) przedzialty A= (0,1)CR, B=(1,2) CR

AxB={(z,y): 0<z<1Al<y<?2}
BxA={(z,y): 1<z <2AN0<y<l}
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iii) A=B=R
AxB=BxA=A?= B>
Oznaczamy R? =R x R = {(z,y) : z,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Definicja 1.1.5. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kazdy podzbior R C A x B
nazywamy dwuarqgumentowq relacjg w iloczynie kartezjanskim A x B. Gdy A = B, to
mowimy o dwuargumentowej relacji w zbiorze A.

Dla (z,y) € A x B piszemy zRy < (z,y) € R.
Przyktad 1.1.6. i) Relacja rownosci = w zbiorze N
ii) Relacja < w zbiorze N (lub Z, Q, R)
iii) Relacja inkluzji C w zbiorze potegowym P(A) = {B: B C A}
iv) Relacja podzielnosci | w zbiorze N, tj. m|n < Ik € N n=mk
Definicja 1.1.7. Niech R C A x A bedzie relacja w zbiorze A. Relacje R nazywamy

i) zwrotng, jezeli Vr € A xRz,

ii) przeciwzwrotng, jezeli Vr € A ~ (zRx),

iii) symetryczng, jezeli Vr,y € A xRy = yRx,

V) antysymetryczng, jezeli Vx,y € A (zRy N yRx) = = =y,

)

)

)

iv) przeciwsymetryczng, jezeli Vx,y € A xRy =~ (yRx),

)

vi) przechodnig, jezeli Vx,y,z € A (xRy N yRz) = xRz,
)

vii) spdjng, jezeli Vx,y € A xRy V yRxz V x =y.
Definicja 1.1.8. Niech A bedzie zbiorem niepustym.

i) Relacje R C A x A nazywamy relacjqg rdwnowaznosci w zbiorze A, jesli jest ona
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

ii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A, zas x € A. Zbior
[z]r :={y € A: zRy}

nazywamy klasq rownowaznosci lub klasq abstrakcji relacji rownowaznosci R wyznaczong
przez element z. Element x nazywamy reprezentantem klasy rownowaznosci [z]g.

iii) Niech R bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Zbior
A/R :={[z]gr: x € A}

nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A przez relacje R.



Twierdzenie 1.1.9. Niech A bedzie zbiorem niepustym, za$ R relacja réwnowaznosci w
zbiorze A. Wéwcezas dla dowolnych z,y € A

i) xr € [$]R,
ii) [z]r = [ylr & 2Ry,
iii) [2]r # [ylr = [#]rN[ylr = 2.

Dowdd. iii) [zlpN[ylg = @ < Fz € [zlgNylg © Tz : 2z € [2]r N 2 € [yY|r
& zRx A zRy & zRx A yRz = xRy. Na mocy ii) mamy, ze [z]gr = [y|g. O

Uwaga 1.1.10. Okreslenie relacji réwnowaznosci w danym zbiorze A jest réwnoznaczne z
dokonaniem podziatu tego zbioru na niepuste i roztgczne zbiory, ktorych suma mnogosciowa
rowna jest temu zbiorowi. Taki podzial nazywamy rozbiciem zbioru A.

A= |Jlzlr

T€EA

Przyktad 1.1.11. i) A=7Z,n € Nustalone zRy < n|(z —y)
xRy & dkeZ: kn=x—y & JkeZ: y=x+kn

Jest to relacja rownowaznosci zwana relacjg przystawania modulo n.

Piszemy x =y (modn) lub = =, y.
Z /= ={[0],[1],...,[n— 1]} zbiér reszt modulo n

i) A=7Zx 7%, gdzie Z* = Z\ {0}, (x,y)R(u,v) & zv =yu

(z,y)R(z,y) & vy =yz
(z,y)R(u,v) & zv=yu & uwy=vr < (u,v)R(z,y)
przechodnios¢ - CWICZENIE

Jest to relacja rownowaznosci. Liczba wymierna 3 to klasa abstrake;ji.

(@, 9)]r = {(u,v) € ZxZ* : (z,9)R(u,0)} = {(u,v) € ZxZ* : av = yu} =
{(u,0) eZxZ*: & =2}

y
Dziatania +, - w QQ nie zaleza od wyboru reprezentanta.



iii) Wektory zaczepione i wektory swobodne ptaszczyzny euklidesowej

Wektor swobodny to klasa abstrakcji wektoréw zaczepionych.

Definicja 1.1.12. Niech A bedzie zbiorem, zas R C A x A relacjag w A.

i) Relacje R nazywamy relacjq czeSciowo porzqdkujgcq lub porzqdkiem czesciowym
w zbiorze A, jezeli jest ona zwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Mowimy
wowczas, ze zbior A jest czesciowo uporzgdkowany.

ii) Relacje R nazywamy porzqdkiem liniowym w zbiorze A, jesli jest ona porzadkiem
czeSciowym 1 jest spdjna. Mowimy wowcezas, ze zbior A jest liniowo uporzgdkowany.

Dwa elementy x,y € A nazywamy porownywalnymi jesli xRy lub yRx. Jesli zbior jest
liniowo uporzadkowany, to kazde dwa elementy tego zbioru sg poréwnywalne.

Oznaczamy symbolem < ustalony porzadek czesciowy.

Wowczas piszemy = < y, gdy © < y oraz x # y.

Relacja < jest przeciwzwrotna, asymetryczna i przechodnia. Nazywamy ja silnym porzqdkiem
czesclowym.

Przyklad 1.1.13. i) P(A)={B: B C A} z relacja inkluzji C
=B

-e

Jest to porzadek czeSciowy, ktory nie jest porzadkiem liniowym.

Jesi ANB=g,toani A= B,ani AC B, ani B C A.

ii) (R, <) zbior liniowo uporzadkowany

Ve,ye R z<y Vy<z Vr=y
Wszystkie liczby rzeczywiste sa poréwnywalne.



1.2 Dziatlania wewnetrzne i ich wlasnosci

Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.2.1. Dowolng funkcje h : A X A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartos¢ funkcji h(a, b) € A nazywamy wynikiem dziatania dla pary argumentow
a,b e A.

Przyktad 1.2.2. i) Dodawanie jest dziataniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N.

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.

Wtlasnosci dzialan wewnetrznych

Definicja 1.2.3. Niech x: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.
i) Dziatanie * nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A axb="bxa.
ii) Dzialanie * nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (a*b)xc=ax* (bxc).

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dzialania *, jesli
YVaeA axe=ex*xa=na.

Przyktad 1.2.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym lacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja e, eo € A bedace elementami neutralnymi w A. Wowczas
€y = €1 X €9 = €. O

Przyktad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbior pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X),U).
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N).

Definicja 1.2.7. Niech x : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o' € A taki, ze a x a’ =
a' x a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dziatania x.

Przyktad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest & (tzw. element odwrotny).
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iii) W (R, o), gdzie z oy = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do z jest —2 — x.

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowaod. Rozwazmy zbior A z dziataniem tacznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dziatania o. Niech a’,a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wéwcezas

aocd =e = d"o(aod)=d"oe
(a//oa)oa/:a//
eoa//:a///

/ "
a =a

1.3 Podstawowe struktury algebraiczne
Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G X G — G dziataniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, *) nazywamy pdtgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G, *) nazywamy monoidem, jezeli dzialanie jest aczne i posiada element
neutralny.

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest taczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem x w G.

Jesli dodatkowo dzialanie * jest przemienne, to moéwimy o potgrupie przemienney,
monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).



Przyktad 1.3.2. Oznaczmy R* =R\ {0}.

(Nv +) (Z7 ) <@’ +> (Q’ ) (R*v +) (R*v )
wewnetrznosé v v v v nie v
—14+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1eZ 0eQ 1eQ 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2:b=1 a+ad =0 a-a =1 a-a =
b=3¢7Z d=-acQ a =1 a=1
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa

bez el. neutr.

Przyktad 1.3.3. Niech X = {1,2,4,...,2", ...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest polgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b,c € X, to istnieja k, m,n € Ny takie, ze a = 2", b = 2™, ¢ = 2,

wewnetrzne

przemienne

aob=2".2m =29ntm c A

@ob=2".2m=2mm = gmin —om. 9" = hog

taczne  (aob)oc=2ntm .ok = gnimik — gn . om+k — 40 (boc)

el. neutralny

brak el. odwrotnego

6228,S€N0

aoce=a & 2" =2"= s5=0,e=1€ X

aob=1&2""m=20o m=-n=m=-né¢N

Whiosek: monoid przemienny (tj. poélgrupa przemienna z jedynka)



Definicja 1.3.4. Zespol (A, o,x*) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dziatan wewnetrznych o : Ax A — A, x : Ax A — A nazywamy pierscieniem, jesli (A, o)
jest grupa abelowa, zas dziatanie x jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,ce A (aob)xc=(a*xc)o(bxc) N cx(aob)= (c*xa)o(cxb).

Pierscient, w ktorym dzialanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkqg lub z jednosciq. Pierscien, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+4 dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 zero e =1 jedynka
a' = —a element przeciwny a'=a' element odwrotny
nao=a+...+a, neN a=a-...-aq
—_——— —
0-a=0 a=ec=ec=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) at=a ' . .. -a?
< 2 ———

Definicja 1.3.5. Zespol (K, o, %) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dzialan wewnetrznych o : K x K — K, x: K x K — K
nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupg abelowa (z elementem neutralnym e,),
o (K \ {eo},*) jest grupa abelowa,
e dziatanie * jest rozdzielne wzgledem dziatania o.
Zatem cialo to pierScien przemienny z jedynka (rozna od zera, tj. 1 = e, # e, =

0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rézne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposob nastepujacy:

%::a*b_l, a,be K, b0,



Przyklad 1.3.6. i) (R,+,-) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciata
,-) grupa multiplikatywna ciata

(R
ii) (Q,+,-) cialo liczb wymiernych
iii) (Z,+, ) pierscieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 27! ¢ Z)
iv) (Z/pZ,+,,,), gdziep € N, p > 2

+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest ciatem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie ciatem.

ot

Z/5Z to ciato

B ow o = ot
— O e o M|
O = O W | w
WO — O e
co oo oo
=W N~ O
W o= B o O
M — W O] w
— N W Ol

B oW — oo
B W N = Olo

N

7. /A7 nie jest ciatem

W~ ot on wo =

(GO R en) N an)
O W N =
— O W NN
N = O W Ww
O OO OO
W N = O
N O DN O
_= NN W oW

W N = Ol

Definicja 1.3.7. Niech (A, +,-) bedzie pierscieniem. Elementy a,b € A,a # 0,b # 0
nazywamy dzielnikams zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.3.8. W ciele nie ma dzielnikéw zera.

Dowdd. Niech (K,+,-) bedzie cialem oraz niech a,b € K. Zaloézmy, ze a - b = 0 oraz
a#0. Jedli a # 0, to istnieje e~ € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a'(a-b_(a-a)-b=1-b=h.

Zatem b= 0. I



Przyklad 1.3.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciata.

V(z1,y1), (22, 92) € R? (@1, 91)+ (22, y2) = (w1422, Y1+Y2), (@1, 91)(22,Y2) = (T122—V1Y2, T1Y2+TaY1).

(C,+) jest grupa abelowa.

Dziatanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) €
R?, za$ elementem przeciwnym do (z1,9;) € R? jest (—z1, —y;) € R%

(C\ {(0,0)}, ") jest grupa abelowa.
Dziatanie - jest wewnetrzne.
przemienno$c:

(@2, 92) - (T1,91) = (@221 — Yoy1, T2yn1) = = (T122 — Y1y2, T1y2 + T2y1) = (21, 41) - (22,2)
tacznosé: L =P

L= (a,b) - [(z1,51) - (2,92)] = (a,0) - (2222 — y1yp, 1Y + T2p1) =
= (az129 — ay1ys2 — br1ys — bayy, az1y2 + azays + br1ze — by1ya)
P ={(a,b) - (z1,91)] - (x2,92) = (az1 — by1, ays + bx1) - (v2,92) =
= (az122 — by1m2 — ay1ys — br1y, ax1y1 — byrys + ay12 + br129)
el. neutralny: e = (1,0)
V(z,1) € R? (1,0)- (z1,91) = (1-21 = 0-y1,1- 91 +0-21) = (21,11)
el. odwrotny do (x1,y1) # (0,0):
o) (@) = (1,0) & (@~ +bey = (L0) & [ 2 2] [ 0] <[]

1

T Y1
Y(x1,y1) # (0,0) a= , b=
) ZO0 = T d

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.

L = (a,b)-[(x1, 1)+ (22, ¥2)] = (a,b)-(x1422, y1+y2) = (ax1+azs—bys —bys, ayr+ays+br1+bxs)

P ={(a,b) - (z1,y1)] + [(a,b) - (¥2,92)] = (ax1 — byy, ayr + br1) + (aze — bya, ays + bxy)

Definicja 1.3.10. Zdefiniowane powyzej ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciala nazywamy liczbami zespolonymi.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja
n—n m—>T z—(x,0

X? — 2 = ( rownanie o wspolezynnikach z Q, jego rozwigzania +v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v2) = {a+ b2 : a,b € Q} jest cialem takim, ze Q — Q(v/2) — R

X? +1 = 0 réwnanie o wspotezynnikach z R, jego rozwigzania i nie naleza do R
RG)={a+bi:abeR}=C

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania rownan algebraicznych (wielomianowych)
o wspotezynnikach z C nalezg do C

Zanurzenie R w C
Niech Q =R x {0} = {(z,0) : z € R} C R% Woéwczas (2, +, ) jest ciatem.

wewnetrznosc: (1,0) + (29,0) = (21 + x2,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (2122,0) € Q

przemiennos¢: (21,0) + (22,0) = (1 + x2,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (x1,0)
(l’l,O) . (ZEQ,O) = (ZL’lfL’Q,O) = (achl,()) = (CL’Q,O) . (ZEl,O)

tlacznosé: [(z1,0) 4+ (22,0)] + (23,0) = (21 + 22 + 23,0) = (x1,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 25,0 = (21223, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23, 0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (z1,0): (—z1,0) wzgledem +, (x—ll, 0) wzgledem -

+ $2).’L’3, O) =

rozdzielnosé: [(21,0) + (22,0)] - (3,0) = (z1 + 22,0) - (23,0) = ((21
[(22,0) - (3,0)]

= (212 + 3 + 2223,0) = [(21,0) - (23,0)] +
Niech h: R — Q, h(z) = (x,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(zy + x2) = h(z1) + h(za) oraz h(xy - x3) = h(z1) - h(z2).
Utozsamiamy zbiory R oraz (2 i piszemy x zamiast h(x).
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Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas
i2=1i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

C>3z=(x,y) = (x,0) 4+ (0,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) = z + iy
Posta¢ z = x + iy, gdzie x,y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebraiczna, Gaussa) liczby
zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czeScig rzeczywistq liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe
y € R nazywamy czescig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci iy, y € R
nazywamy czysto urojonymi.
2= 29 & (Re,2'1 = Rez; A Imz = ImZQ)
Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianow

zmiennej 7, przy warunku i = —1.

(z1,91) + (72,92) = (21 + T2, 91 + ¥2) (w1 +iy1) + (22 4 iye) = (01 + 2) +i(y1 + 12)
(z1,91) - (22, y2) = (X172 — Y12, T1y2 + T2y1) (21 +iyr) - (22 +iy2) = (2122 — 1Y) + i(T1y2 + 2231)

Przykilad 2.1.1. (24 7i) — (4 —2i) = -2+ 9i

(3—1i)-(2+3i) =6+9i —2i — 3i2 =9+ 7

2+43i _ (2430)(2+59) _ _

_ 4+10i4+6i4+15i2 _ —11+4167 __ _ 11 4+ 16,
2-5i — (2—5i)(2+59) 4—25¢2 29 29

EZ

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
—1=i-i=(—i)-(—9) 1=1-1=(-1)-(-1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami zaczepionymi

w (0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz AImz

Z1+Z>=(X1+X2)+i(Y1tY2)

I 21:X1+iy1‘,.--—"""”
iy=0+iy @-----ooeenen PRy 00 s p-

_________________

22:X2+iy2

—
X=X+i-0

& -
Re z X1 X2 XitX: Re z
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Definicja 2.1.3. Niech z =z +iy € C, z,y € R.

i) Liczbe zespolona w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja
z.

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modultem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Almz

AImz
Z=X+1y ly @-------------- Z=X+1y
sy, v
)
ﬂu
.\-
- g 7
Re z N
AY oo A . e o .
Z=X+Hy=X-iy X Re 7

Twierdzenie 2.1.4 (Wtasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 2o € C. Wowczas prawdziwe
sa nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 + 22) = Rez; + Rezs, Im(z; + 23) = Imz; + Imz,

ii) Rez=1(z+2), Imz=4(z—2)

X) |21+ 22| < |z1| + |22| (nieréwnosé trojkata)

|21] = [z2| < |21 — 20

Dowdd. vii) (z + iy)(z — iy) = 22 — 2% = 22 + y? = |22

viil) Rez = o < |z] < /2?2 +y? = |2]

x) 1 = Rel = Re (m) 9 Re <Z_1) + Re <z_z> C iz | |z | ™) dal
z1+22 z1+22 z1+z2 ) — |z1+22 z1+22 |21+22]

‘Zli—ﬂzﬂ = |21+ 2] <z + [22]

21l = |z =z 2] =2l + ] A Jzal = [z =5+ 21] < Jza =zl |l =[] =] <

|21 —ZQ| |:|

13



2.2 Postaé¢ trygonometryczna i wykladnicza

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

|2l

2 2
Niech z = x +1iy # 0. Wowczas z = |z| <1 +z%> Poniewaz (ﬁ) + <%> =1, wiec
istnieje kat ¢ taki, ze
z = |z|(cos @ + isin ).

Almz

N PZ=x+y  cos@= |XT|
A
; sing= -ﬁ
?) . =
X

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy argumentem gldwnym liczby z i oznaczamy
argz. Zatem dowolny argument liczby z ma postaé¢ argz + 2kw, k € Z. Przyjmujemy,
ze argument liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolng liczbe z € C,z # 0 mozemy
zatem przedstawi¢ w postaci z = |z|(cos ¢ + isin ), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow.
Powyzsze przedstawienie nazywamy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy z1 # 0,20 # 0, 21 = |z1|(cosa + isina), zg = |z2|(cos f + isin f), to wowczas
21 = 29 wtedy i tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz 5 = a + 2k7 dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

z
2= 7(1+ 0i) 2] = /02 + (12 =1 12| = V2T + 9 =6

— . _ V3 1-

z2=1(0+(—1)-1) 2—6<—7—§2>

cosp =10 cosgp:—\/Tg

sinp = —1 singpz—%
=042k p=—5+2km cp:%7r+2k7r, kel
argz = 0 argz = %ﬂ argz = %7‘(‘
z = T(cos0+ isin0) —i=1(cos 3m +isin3m) —v/27—3i =6(cos Im + isin i)

Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

14



Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isinp),
21 = |z1|(cosa +isina), zo = |23](cos 5 + isin 5). Wowezas:

i) 2120 = |21] - |2a] - (cos (a+ B) + isin(a+ f)),
ii) 2= H - (cos (= B) +isin (a — 3)),
iif) 2" = [z]" - (cosnep + isinng) tzw. wzor de Moivre’a

Dowdd. 1) z1 - z9 = |z1] - |22](cos a + i sin &) (cos S + i sin 3)

= |21] - |22|( (cos acos f — sin asin 3) + i(sin asin S + cos a cos 3)

-~

cos (a+p) sin (?;‘f‘/j)
ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2? = z - 2 = |2|*(cos 2p + i sin 2¢p).
Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze. [

. 20
Przyklad 2.2.3. Oblicz (M)

1—3

14+iy/3 =2 <% + \/7§Z> =2(cosI+ising) 1—i=+2 (72 — 7%) =2 (cos (%) +isin(—12))

%ﬁ = %(cos (3 +7) +isin(3+ %)) = V2 (cos () + isin (—5m))

. 20
(“{1‘1./5) = 210 (cos (X27) + isin (327)) = 2'0 (cos (£7) + isin (L)) =
=210 (cos (12 — %) 4 isin (12 — §)) = 2! (cos 5 —isin ) = 21

=29(1 — /3i)

~ N
N =

V3,) —

Twierdzenie 2.2.4 (Wtasnosci argumentu). Niech z, z1, 25 € C.
Wowczas prawdziwe sg nastepujace rownosci.

i) arg(z129) = argzy + argzy + 2km, k € Z (k=01ub k= —1)

i

Q

rg(2) = argz; — argee + 2km, k € Z (k=01lub k=-1)

iii) arg(z") =n-argz + 2k, k € Z

Q

1)
1)
1)
) a

iv) argz = 27 — argz, gdy argz # 0

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z - 2) = argz + argz + 2km =
2argz + 2km. Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze.
iv) z -z = |2%| oraz 0 = arg(|2?|) = argz + argz + 2k, skad argz = —27 —argz  [J

Przyktad 2.2.5. argi = J arg(—1) = arg(—i) = 3

i=(=1)- (1) = argi=m+ 3w+ 2kr = 37 + 2kr dla pewnego k € Z, tj. k= —

15



Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R definiujemy e? = cos¢ + isin . Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0
mozna zapisa¢ w postaci z = |z]|e’?, gdzie ¢ to pewien argument liczby 2.

Przyktad 2.2.6. a) 2 = cosJ +isinZ =0+ 1-i=

b) €™ =cosm+isinT=—-14+0-7i = " 4+1=0
najpickniejszy wzoér w matematyce

Twierdzenie 2.2.7. Niech o, € R. Wowczas:

1

) el (at+8) — ela . ei57 ei(a_ﬂ) — 2:;’
ii) (e')k = et dla k € Z,

iii) ¢ (at2km) — gia dla k € Z,
)

e £0, e =1.

iv

Dowdd. 1), i), iii) Analogiczny jak dla wlasnosci dzialan na liczbach w postaci trygonometryczne;j.

iv) Mamy || = |cosa +isina| = Veos?a +sina = 1, zatem ¢ = 0 < cosa =
sina = 0, co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa =0, to sina = +1. [0

Whiosek 2.2.8. Niech z = e, 2 = rie™, z5 = 9" beda liczbami zespolonymi w
postaci wyktadniczej. Wowcezas:

: _ (o z1 11 i(a—
i) 2129 = rirge’@th) Z_Ee( 28

ii) 28 = ke dla k € Z,

iii) z=re .

Dowdd. iii) Jedli argz = ¢, to argz = 21 — ¢, skad ™9 = 2Te=¥i = ¢=¥i [

Wzory Eulera
ew.:cos<p+z'singp Aimz
e = cos(—¢) +isin(—p) = cosp — ising

Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

e 4 et . el — e
cos(p = ——, singp = ————, peR. _
2 21 Z.e"P
Obrét o kat ¢ / .
z =re N _eZ
Z . eiﬂa — Tei(a+‘p) (p C,[ ",. ;
: -
Re z
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2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 2.3.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca rownanie 2" =
w, nazywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby w.

Przyklad 2.3.2. Rozwiaz réwnanie 22 = 8 + 6i.

I sposob: IT sposéb: I1T sposob:
postaé¢ wyktadnicza postac algebraiczna postaé algebraiczna
z=|z|e", w =8+ 6i z=x+1iy, w =8+ 6i 84+6i=9+6i—1=
|2]%e% = w 22 =w =3 +2-3-i+i*=
(r +iy)? = 8 + 6i = (3+1i)?
lw| =10 22 + 2zyi — y* = 8 + 6i
. 4 .3 22 —y? =38 ) .
w =8+ 6i=10(5 +iz) {2xy=6 z2=3+iV z=-3—1i
cp:arcsin%—kZlm y#0 (gdy y =0, to z =z, 2% # 8 + 67)
oty
|z| = V10 y* +8y2 —9=0, A =100
¢r = g arcsin 2 + kr yr=1y==1

z=+/10er, k€ {0,1} z2=34+iV z=-3—i

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\ {0}, w = r(cos p+isin p), to wowczas rownanie
2™ = w posiada n réznych rozwiazan. Rozwiazania te maja postac

2k 2k
2 = ’C/F(cosu —l—isinu

) k=0,1,....n—1
n
Dowdd. Niech z = p(cos a + isin «r), wowczas

_— n . B . pr=r
2" = w & pt(cosna + isinna) = r(cosp + ising) < { no =+ 2%n, kel
Otrzymujemy z = {/r(cos ay +isinay) , gdzie a = %2]”, k=0,1,...,n—1. O

Symbolem /w oznaczamy zbior wszystkich rozwigzan rownania. Zatem

Jw={2€C:2"=w}={20,21,--, 201}

Przyklad 2.3.4. Rozwiaz rownanie 2° = /8 — iv/24.
Niech z = p(cosa + isina) oraz w = /8 — iv/24.
Obliczamy |w| = v/32 = 4v/2, skad w = 4v/2(% — ‘/752) Zatem

5 5
5 __ 5 . o o .. 7 P :4\/52(\/5)
2 =w & p°(cosbatisinba) = 4v2(cos (—Z)+isin(—1)) < { Sa = —T 4 2km, ke {0,1,2,3,4)

Stad p = V2, ay = -1+ %lmr oraz z, = v/2(cos oy, + isinay) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.

17



Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej Aimz

Liczby 29, 21, ..., 2,—1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" = w
stanowia wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o §rodku e
z =0 i promieniu /7. ¥

Przyktad 2.3.5. Rozwigz rownanie z* = (v/3 — i)'2. “{\‘:--.‘T;}: o

Rownanie ma 4 rozwiazania 2o, 21, 22, 23. Beda one wierzchotkami
kwadratu.

4

2t = <(\/§ - z)3>

Niech zy = (V3 — i) = 3v/3 — 9i — 33 +i = —8i.

Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrét o kat 7, co odpowiada mnozeniu
przez i = e'z.

21:ZO'i:8, 22:21-2':82', 1’3:22"i:—8
Im z
481
FA
I 5>
" Re z

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie rownan w Riw C

w R w C
Vo=3 V9 ={-33}

v/—1 nie istnieje V-1 ={—i,i}
vVi=1 V1={-1,1,—i,i}
Va? = |z V2 ={-2 2}

Rownania wielomianowe

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
W(z)=cp2"+cp 12" '+ ... +ez+c, co...sca €C, c, 0

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) =
0.

18



Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba zy € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — 2z9) P(2).

Dowdd. Dzielac przez dwumian z — zg, otrzymujemy W (z) = (z — 29) P(z) + const. Stad
Wi(z) =0 < W(z)=(z—2)P(z). O
Niech k£ € N.

Definicja 2.3.9. Liczbe zg € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli
istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (2 — 209)*P(2) oraz P(z) # 0.

Przyklad 2.3.10. Niech W(z) = 2® — 22 — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) =
2z-1)-G-1)=-1DE*-1)=(=-1)>*z+1).
Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whniosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma dokladnie n pierwiastkow w
C, liczac z krotnosciami.

Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech z1, 25 ..., 2, to jego wszystkie
pierwiastki o krotnosciach k1, ks . . ., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia
algebry i twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ko ... + k,,, = n oraz

WE)=(z—2)" (z—2)? ... - (z—zp)"™. O

Tréjmian kwadratowy az’+bz+c=0, a,bceC, a#0

Obliczamy A = b? — 4ac € C oraz VA = {~4§,6}.

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone z; = _3;5, 2y = _;’:5
Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = z5 = 5—5’

Przyktad 2.3.13. Rozwigz réwnanie 22 + 2iz + 3 = 0.
Obliczamy A = 4i> — 12 = —16 = 16i, VA = {—4i, 4i}.
Niech § = 4i, wowczas z; = —3i oraz zo = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba 2y € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba 2z, € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W.
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Dowdd. Niech W(z) = a,2" + an_12""' + ... + a12 + ag, ag,...,a, € R, a, # 0.
Udowodnimy twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie,
ze W(zp) = 0. Wowczas

~1 —1
A2y + an12y  + ...+ azo+a0=0 = apzf +an—12y +...+a1z0+ap=0

= anz} + an,lzg_l + ...+ a1z +ag=0.
Poniewaz @y = ay, zatem W (Zy) = a,(20)" + an_1(20)" '+ ... +a1z0+ag=0. O

Whiosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspo6tczynnikach rzeczywistych, ma
przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyklad 2.3.16. Rozwigz réwnanie 23 — 322 + 62 — 4 = 0.

0=(2-1)(* =2z +4) = (z =Dz - 1)*+3] = ( = [(z = 1) = (V3i)*)] =
= (z—1)(z =1 —=+/3i)(z — 1 +/3i)

rozwiazania z; = 1, 2z = 14+/3i, 23 =1— /3, Zp = 23

Przyklad 2.3.17. Rozwiaz réwnanie z* + (2 4 4)2% + (7 + 2i)22 + (12 4+ 1)z + 6 = 0,
wiedzac, ze z; = 21 jest jednym z jego rozwiazan.

(= — 2i) (23 + (24 30)22 + (1+60)z + 3@) —0

(2 — 2i)(2 + 1) (22 +(1+3i)z + 3¢) = (2 —2i)(z + 1)%(2 + 3i) = 0
rozwigzania 23 = 2, 29 = 23 = —1, 24 = —31

Wzory Viete’a

Twierdzenie 2.3.18. Niech W € Clz], W(z) = ¢,2" + ¢,12" ' + ... + c12 + ¢, gdzie
¢, # 0 ma pierwiastki (niekoniecznie rézne) rq,...,r, € C. Wowczas

Cori+reo+...4r,) =—cha
Cn|:(7“17‘2+7“17“3+...+7“17”n)+(T2T3—|—7”27’4—|—...—|—7‘27“n)—|—...—|—’I“n_17‘n:| = Cp—2

1T ... Ty = (—1)"co
Dowdd. Niech W(z) = c,(z —11)(z —713) - ...+ (2 — ). Wymnazajac, otrzymujemy
W(z) = cn[(—l)"rlrz A (D) g (D) g 2
(=) trgrg o2 (= — )2 z"] O
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Przyktad 2.3.19. Wielomian W (z) = 223 —52%+cz—5, ¢ € R ma pierwiastek z; = 1—2i.
Wyznacz pozostate pierwiastki oraz wartos¢ wspotczynnika c.

Wielomian ma wspotczynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 2i.
Oznaczmy a = 2, b = =5, d = —5.
Na mocy wzorow Viete’a otrzymujemy z1 + 2o + 23 = 2+ 23 = —2 =

Zatem zz = s oraz W(3) =3 —-245-5=0 = c=12.

N | Ot

2.4 Interpretacja geometryczna

Niech z = x + 1y, 21 = x1 + ty1, 20 = w2 + 1y beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Niech r € R, r > 0.

1) |21 — 2o odlegtosé z; od 2y

[(z1 + i) — (22 +i1p)| = \/($1 —12)% + (Y1 — 12)?

2) |z—z|=r réwnanie okregu o srodku z; i promieniu r

r=lz—z)+ @ -nil=VE-2)?+y-n)? = r?=@-2)+y-n)

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r koto |z — 21| > r zewnetrze kota

*Imz A A

- > L
Re z Re z Re z
3) |z —z1] = |z — 2| réwnanie symetralnej odcinka o koncach z; i 29

Aimz AImz

punkty
réwno odlegte 243
e »
75 y e A
y ™y
> el “\” >
Re z 1 Re z
4
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4) Zbior {z € C: argz = ¢}, gdzie p € R ustalony, to polprosta.

us

4

arg(z —1—1i) =7 T <argz < ir

argz =

A|mz Almz

_T > 1+
Re z
_ _ T zHiy 7w
arg(z 2) — 2 arg(z—i) )
f Imz A Imz

<
) )\ >
=8 T)/ Re z

Re z

N O

5) Zbior {z € C: arg(:) = 2} to tuk na okregu.

zZ—1

z+i x4+ y+1)i [e4+ @+ [z—(y—1)3d] 2® —ayit+xitayi+xi+y®—1

w = = =

z—i w+(y—1) 2+ (y —1)? 2+ (y —1)?
w2 +y?—1 2r Rew =0 < 22 +¢y*=1
Rew:2—, mwy= ———
22+ (y —1)? 224 (y—1)2 Imw >0 >0
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooooo

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

3.1 DMacierze i ich wlasnosci
Niech K =R lub K =C.

Definicja 3.1.1. Funkcje A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolong gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazamsi lub elementam: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy
symbolem [a;;]mxn-

@11 A2 ... Qip
A [aij]mxn _ G21 A22 ... d2p
m1 Am2 ... Gmp
Ciag a1, aso, . . . , Giy, Nazywamy i-tym wierszem macierzy A, zas ciag ai;, agj, . . . , Gp; Nazywamy

j-ta kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M, ., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach
i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M, (K). Macierz A € M, (K) nazywamy
macierzq kwadratowg stopnia n.

Dla A, B € Myxn(K), A = [a;j], B = [b;;| mamy
A=B & Vie {1,2,...,777,} v,] S {1,2,...,77,} Q5 :b”

1 -1 2 =2
Przyktad 3.1.2. A€ M;3.4(R), A=|3 -3 4 4
5 =5 6 —6
1 2 3
BeM;R), B=|4 5 6
7 8 9
0 0 . 0
0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
0 0 . 0 n
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:
a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j
b) trdjketng gorng, gdy a;; =0 dlai > j
c) trajkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:

D,,(K) zbior macierzy diagonalnych stopnia n

TE(K) zbiér macierzy tréjkatnych gérnych stopnia n TS(K)NTP(K) = D,(K)
TP(K) zbiér macierzy trojkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n

100 Lo 00 0
Ii=]0 1 0 [2:{01] D=0 1 0| e DsyK)
00 1 00 2
123 100
A=|011|eTP(K) B=|2 0 0| ecT¢K)
00 2 01 3

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,x,(K), A = [a;;], B = [by].
C = A + B, C = [Cij] < Man(K), Cij = aij + bij

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech a € K, A € M (K), A = [aij].
C=a- A, C = [Cij] € Man(K)7 Cij = Q- Qjj
Oznaczamy —A = (—1)- Aoraz A — B= A+ (—B).

e Mnozenie macierzy: Niech A € M,,«p(K), A = [a;], B € Mpxn(K), B = [bg;].
C=A. B, C = [Cij] < men(K), Cij = 22:1 aikbkj
Dla r € N oznaczamy A" =A-...- A
—_—

r—razy

e Transponowanie: Niech A € M., (K), A = [a;]
C = AT, C = [Cij] c MnXm<K)7 Cij = aji

24



Przyklad 3.1.5.

01
123 2 1 ~1 0
A_{456}’B_ _ff ’C_{25}’D_{ 34}

Jakie mnozenia sg wykonalne? ~ Wyznacz C' — 2D, 5 - AT, AB, BA, D*.

2 1 ~1 0 2 1 2 0 41
C-2D=1, 5}_2{ 3 4]_[2 51+[—ﬁ —81_{—4 —3}
(1 4 : 2
AT=1125|=|1 2
| 3 6 33
0 1
2 2
D = AB € My(R)  schemat Falka -1 1 1=1-0+2-243-(-1)
1 2 3/ 1 38
45 6|4 20
1 2 3
4 4 6
G = BA € M;(R) 0 1] 4 5 6 AB # BA
2 210 14 18
11| 3 3 3
D?>=D-D e My(R), CA € Myy3(R), zas AC jest niewykonalne

1 4 p
CDeA@@%DCeA@@%CD:{lg20}JX7 [14 %] CD +#CD

Wilasnosci dzialan na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,«,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sg
nastepujace réwnosci.
A+B=B+ A

1

i) (A+B)+C=A+(B+C)

iv) (a+p6)-A=a-A+5-A

A%

1)
)

ii) A+0=0+A4
)
)Ja-(A+B)=a-A+a-B
1)

vi) (- f)-A=a-(6-4)
Whiosek 3.1.7. (M,,«n(K),+) jest grupa abelowa.
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech a € K.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

i) (AB)C = A(BC)
i) (

)
i) (A+ B)C = AC + BC
iii) A(B+C) = AB+ AC

iv) (AB) = (aA)B = A(aB)
v) A
vi) I

Wnhniosek 3.1.9. (M, (K),) jest polgrupa nieprzemienna z jedynka.

Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K,
r € N. Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

Definicja 3.1.11. Niech A = [a;;] € M,,(K). Sume elementéw na przekatnej ai; + age +
..+ apy, nazywamy Sladem macierzy A i oznaczamy symbolem tr(A).

1

0
Przyklad 3.1.12. tr | 2 -7 =1-74+3=-3
1

@]
w o O

Wtasnosci §ladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M,,(K), o € K. Wowczas prawdziwe sg nastepujace
rOWNOoScl.

i) tr(A) = tr(A47) ii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

iii) tr(aA) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Dowdd. 1), ii), iii) Wynika z definicji.

iv) Niech C' = AB = [¢;], D = BA = [d;;]. Wowczas ¢;; = >, _; aipby; oraz trC =
Yo > igbgi. Ponadto di; = Y p_ biag; oraz trD =Y S bigag;. Zatem trC =
trD. O
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Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M,,xn(K), to wowczas tr(AT B) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).

Dowdd. Na mocy twierdzenia 3.1.13 i) mamy tr(ATB) = tr((ATB)T) = trBT A oraz
tr(ABT) = tr((ABT)T) = tr(BAT). Ponadto tr(ATB) = >"7" | >\ | ayiby; oraz tr(ABT) =
> > e Gikbik, skad wynika teza. [

Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:
a) symetryczng, gdy A = AT
b) antysymetryczng, gdy A = — AT

Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy

macierzy symetrycznej i antysymetryczne;.

Dowdd. A= B+C, gdzie B=3(A+A"), C =31(A—A"), B=B", C = —C". Ponadto
T - T

BT = [%(A + AT)} = L[(A4 AT)| = L(AT 4+ (AT)T) = L(AT + A) = B. Analogicznie

sprawdzamy, ze CT = —C. O

1 2 3
Przykltad 3.1.17. A= | 2 1 0 | macierz symetryczna
3 07
0 -2 3
B = 2 0 6 | macierz antysymetryczna
-3 —6 0

Definicja 3.1.18. Macierz utworzong z macierzy B;;, dla 1 <i <m,1 < j < n postaci

Bll B12 e Bln

By | By | ... | Bon

By | Bug | --. | By
nazywamy macierzq blokowg. Macierze By, Bo, . . ., By, stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, za$ macierze By, By, . . ., By, stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.
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3.2 Wyznacznik macierzy
Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslona nastepujaco:

e gdy n =1, to detA = ay;

o gdy n > 2, todetA =37 (—1)"aydetAy; =
= (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 + ... (—1)””a1ndetA1n,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymana z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczenia:
ai;r a1 ... QAip a;r a2 ... Qip
21 Q22 ... Q9p ag91 A2 ... QA9n
detA = det | | ] . ] Al =1 .
an1 Gp2 ... Gpp an1 Gp2 ... Gpp

Przyktad 3.2.2. A= [ _; g }

detA = (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (—3) =18

1 -2 3
B = 2 1 —6 detB = (—1)1+1a11det311+(—1)1+2a12det312+(—1)1+3a13det313 =
-3 —6 8
1 —6 2 —6 2 1
—1-’_6 3 —(—2)-‘_3 8‘—'—3"—3 _6‘——59
Metoda Sarrusa
1 -2 3
2 1 6|{=1-1-84+2-(=6)-3+(=3)-(—2)-(—6)
-3 —6 8
1 -2 3
;1 e —[31-(=3)+(=6) - (=6) - 1+8- (~2) -2| = —59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n—1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.
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1 =22 3

Przykltad 3.2.4. B=| 11 17 16
-3 —6 80
1 3 1 3
B32: 11 16 | M32:det332: ' 11 16 ‘ =16 33 =—-17

D32 = (—1)3+2M23 =17

Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M,,(K), gdzie n > 2. Wowczas:
i) Vie{l,2,...,n} detA=>"_ aysDiy,

(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)

i) Vj e {1,2,...,n} detA=>"}_, ayDs;.
(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

1 2 4
Przyktad 3.2.6. B=| 0 2 —1 Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
1 2 2
4 |14 s |12
detC'=0-Dy; +2- Doy + (—1) - Dy =2-(—1)*- 1 92 +(=1) - (—=1)>- 1 92 =—4

10101
20200
C=1213 01 Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,
32000
110 41
a potem wzgledem ostatniego wiersza.
1 011
detC' =4 (~1)'My = —4-| 5 0 2 0| = 43D, +2D1) =
3200
011 1 11
— 12 (=1)°My; — 8- (=1)°Myp=12-{0 2 0| —8-]2 2 0 |=-40
1 31 2 3 1

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € T¢(K) lub A = [a;5] € TP(K). Wéwezas

detA:all-agg-...-ann.
5 2 0 0 10 0 O 0
0 3 —11 22 020 0
Przyktad 3.2.8. A= 00 —1 7 B = 003 0
0 0 0 2 00 0 -1
3 —11 22 17
detA=5-(=1)2|0 -1 7|=5-3-(=1) '5 3.(~1)-2
0 0 2 2

detB=10-2-3-(—1) = —60
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Wilasno$ci wyznacznikéw

Niech A = [a;] € M,(K). Oznaczmy przez Ay k-ta kolumne macierzy A, czyli
A=A, A ... A

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.
i) detA = det(AT)
ii) Jesli pewna kolumna sktada si¢ z samych zer, to wowczas detA = 0.

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez
liczbe X\ # 0, to wowczas detB = A - det A.

iv) Jesli Ay = B+CY, to wowezas det A = det[Aq, ..., By, ..., Ay]+det[Ay, ..., Ck, ..., Ay

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch
kolumn, to woéwczas det B = —det A.

vi) Jesli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # | oraz Ay, = AA;, dla pewnego \ € K,
to wowczas detA = 0.

vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn. IA;, ..., A1, A1, .-, Ap €
Ko Ay =3700 5Ai - Aj, to wowezas detA = 0.

viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn
macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

ix) Jesli B € M, (K), to wowczas det(AB) = detA - detB

x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci

By 0|...] 0
71 By|...] 0
77| By
gdzie By, By, . .., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogét réznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, a 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to woéwczas detA =

detB; -detBsy - ... -detB,.

Whniosek 3.2.10. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = \"-detA dla dowolnego 0 # )\ € K
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N.
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Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika
Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami

A-w;, A€ K, )\ #0 pomnozenie wiersza przez liczbe
w; + A w;, A€ K dodanie do w; wielokrotnodci w;

Przyklad 3.2.11.

2 1 3 4
11 10 1
A—32103
11 5
11 10 1 1 1 10 1 1 1 10 1
W1W2 21 3 4 W2—_2W1_ 0 -1 —-17 2 W3—W2 0o -1 -—-17 2 .
detAd = 3210 3| wow |0 -1 =20 0| 0 0 -3 -2~
11 5 5|7 0 0 -5 4 0 0 -5 4
1 1 10 1 1 1 10 1
1
~1ws 0 —1 —17 2 | witsws 0 -1 —17 2| N1 m
_3001§_3001§_31(1)13_22
0 0 -5 4 0o 0 0 %

3.3 Macierz odwrotna

Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzg odwrotng do macierzy A €
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja woéwczas symbolem A~L.

101 a_|a b _,
Sl LRY R P

AA-1 =] = [z d}:{l O] = c=0A c¢=1 sprzecznosé

Przyktad 3.3.2.

d 01
Zatem nie istnieje AL

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie.

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej dopelnien
algebraicznych. Wowczas A~ = - DT
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Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;| macierza
jej dopetnieni algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A
i oznaczamy symbolem AP.

Wnhniosek 3.3.6. Zbiér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienng. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej
1. Za pomoca definicji

- 3 5 o a b _,
Przyklad 3.3.7. A = [ 1 2], A = [ . d] =1
detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.

3a—b=1
3a—b ba+2b S5a+2b=10 2 _5
-1 _ _ -1 _ | 11 11
A4 [@{3c—d 5c+2d} TN sc—da=0 =4 {ﬁ %}
S5c+2d=1

2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Przyktad 3.3.8.

2 73 1
A=13 9 4|, Al= CAP =7
1 5 3 detA
detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoroéw

elementéw a;;. Wowczas

7 5 6
73 2 3 27
5 3 13 15 L1 3
73 2 3 27
|9 4 3 4 3 9] |
7 =5 6 7T -6 1
D=[Dy|=[(-1)"Myl=| -6 3 3|, A'=—2|-5 3 1
1 1 -3 6 -3 -3
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3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa.

operacje  elementarne
[A1] [

I1A™Y

tylko na wierszach!

Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gérna — [

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposob uzywania metody operacji elementarnych.

Przyktad 3.3.9.

12 01
00 -1 2 4
= =7
A 1o 21 A
00 10
(12 0 1[1 000 1 2 01 1000
[A|I]_00—120100wa100—12 0100 —Jws
o 1 0 2 110 01 0 0 -2 2 0/—-1 0 1 0 w2 na koniec
(00 100001 0 0 10/ 0001
(12 01[10 00 12 01[/10 00
01 =1 0[5 0 =3 0] wigws |0 1 =1 0|35 0 —5 0| 3w
00 1000 01 00 10(00 0°1
(00 -1 2{01 00 00 0201 01
12 0 1[/1 0 00 12 001 —3 0 —3
01 =1 0[{2 0 =3 0 w-w [01 =103 0 =3 0 wotus
00 10/00 01 00 10/0 0 0 1
(00 010 4 0 % 00 010 5 0 3
(1 200[1 -2 0 —% 1000[0 -2 1 =3
010035 0 -5 1| w=2wm [010O03 0 —5 1
00100 0 0 1 00100 0 0 1
(000 1{0 & 0 3 000T1/0 5 0 3
0 —3 1 -2
L9 -1 7
-1 _ [ 2 2
ZatemA—OOO1
0 3 0 3

Wtlasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M, (K), a € K, a # 0, r € N. Jesli macierze A
i B sa odwracalne, to wowczas macierze A=, AT, AB, oA, A" réwniez sa odwracalne i
prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

) det(A~ ): deltA iv) (aA)™! é AL
i) () 0 (4B — B
111) (A 1) (AT) vi) (A’”) (A 1)



Twierdzenie 3.3.11. Jedli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna

By 0 ... 0
0 By, ... 0
postaci A = ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
0 0 ... By
B0 ... 0
0 By' ... 0
odwracalne sg macierze By, Bo, ..., B,. Wowczas A~ = .
0 0 B!
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyklad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Macierz odwrotna. Uktady réownan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
x1,...,T, 0 wspolczynnikach z K.

111 + a19T9 + ... + A1y = b1

= b ) )
%1+ anT2 + ...+ Gonln > apbie K ie{1,2,....m},j€{1,2,...,n}
A1 T1 + Q2To2 + ...+ QT = by

Liczby a;; € K nazywamy wspotczynnikami uktadu, zas liczby b; wyrazamsi wolnymi Jesli
by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€ {1,2,...,m}, to ukltad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (1,72, --.,7) € K" speliajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy
doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, za$ uktad posiadajacy nieskoriczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.
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Przyktad 4.1.1.

r—y = 3 r+y = 5 z+y = 0
2 +y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
A Y A Y AY
g x x
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny

Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX =
B, gdzie

a1 192 ... QAp T bl

921 9292 ... Qop ) bz
A= | . L X=1. B =

m1 Am2 ... Gmp Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspotezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyktad 4.1.2.

[L’1+1’2—|—2£B4:1 1 1 O 2
T1+ 29 —24=0 = 1 1 0 —1 = 0
$1—$2+$3—l’4:9 1 -1 1 -1

Uklady Cramera

Definicja 4.1.3. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uklad rownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera.

Twierdzenie 4.1.4 (Cramera). Uktad Cramera jest ukladem oznaczonym.
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A7, mamy X = A'B. [

Whiosek 4.1.5. Rozwigzanie ukladu Cramera ma posta¢ X = A~!B. Mozna je réwniez
znalezé za pomoca wzorow Cramera
detAl

detA’

gdzie A; jest macierza powstala z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna
wyrazoéw wolnych B.

Vie{l,2,...,n} x;=
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x by

L2 by
< _ _A-1p _ _1 T _ _1 .
Dowod. X = : =A"'B=33D"B=375[Dji | .
Tn b
a1 ... G151 bl A1,541 .- QAin
Q21 ... d24-1 b2 az41 ... QAop
_ 1. N7 pp. o 1 : ’
Stad z; = £z D imy biDij = detA | : U o R - U
Qp1 ... QApj—1 bn Apj+1 -+ Qpn

Przyktlad 4.1.6.
Uktad { 30 =2y =5 jest réwnowazny réwnaniu [ 3 =2 } { v } = [ 0 }

20+ 4y =1 2 4 Yy 1
W = det { 2 _Z } =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera

Metoda eliminacji:

y=3x— 23 zatem 2z +4(3x — 3) =1,skad 2 = & oraz y = — %

Rozwiazanie rownania macierzowego:

Wzory Cramera:

5 —2

W:detA:167éO,Wx:detA1:‘1 4‘:22,Wy:detA2:’g ?‘:—7,
_ Wy _ 22 Wy 7
=W = YT W T T
Whniosek 4.1.7. i) Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie
zerowe r1 = ... =x, = 0.

ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.
Przyktlad 4.1.8.

Uldad { 0z +0y =0

Oz + 0y =5 jest uktadem sprzecznym. Ponadto W =W, = W, = 0.

Uwaga 4.1.9. i) Mozna wykaza¢, ze jesli detA = 0 oraz detA, # 0 dla pewnego
ke {1,2,...,n}, to uktad jest sprzeczny.

i) JeslidetA = 0 oraz detA; = 0 dlakazdegoi € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony
lub sprzeczny.
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Rzad macierzy

Definicja 4.1.10. Niech A = [a;;] € Myun(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z
macierzy A poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.1.11. Rzedem macierzy A € My,«n(K), A # 0 nazywamy najwiekszy stopieri
jej niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest rowny zero.

r(A) < min{m,n}

Przykiad 4.1.12.

o —2 1 3 5 1 3
A=| 0 03 —1[,7(A)<3, | 03 —1|=-504£0,r(A) =3
| 10 23 9 10 3 9
1 3
4 12 1 3 1 3 1 3 4 12
B=13 9 ’T(A)SQ"LL 12‘:’3 9‘:26’:‘3 9’20
|2 6
‘;l 12 ‘:‘g 2‘:(), r(B) =1, Mozna zauwazy¢, ze ky = 3k
L2 01 1
C=10 1/, rA) <2 ‘ ’:O,ale ‘7&0,7’(0):2
07 01
0 7
111
D=2 2 2 |,r(4) <3, wy =2w;, wy =3wy, r(D)=1
3 3 3

Twierdzenie 4.1.13 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A € M, (K). Wowczas

i) () = r(AT),

ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.
Dowod. Teza wynika z wtasnosci wyznacznikow. [

Definicja 4.1.14. Macierz A € M,,x,(K) nazywamy macierzq schodkowq, gdy pierwsze
niezerowe elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja
sic w kolumnach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym
niezerowym wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

Przyktad 4.1.15.

2226 3 0 1 2 9 12 31
06 60 3 0 01 -7 02 21

A= 0000 -1 -1 B= 00 O ¢= 006 1
0000 0 9 00 15 0070

4 schodki 3 schodki to nie posta¢ schodkowa
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Twierdzenie 4.1.16. Rzad macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej niezerowych wierszy
(tj. schodkow).

Dowad. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna géorna nieosobliwa. [

Przyktlad 4.1.17.

1 23 4 5
25 5 7 10
D= 4 6 89 3
4 77 8 3
1 2 3 4 5 12 3 4 5
b wodwr [0 =2 =4 =7 =17 | “wwe [0 0 =6 —9 —17 |’ r(D) =3
e N R i I 00 —6 —9 —17
4.2 Twierdzenie Kroneckera-Capellego
Rozwazmy ukltad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., z, o wspolczynnikach z
K postaci AX = B.
a;; @iz ... Qi by
. 921 929 ... Qop bg .
Macierz U = [A|B] = | . ‘ L _ € Mpx(n+1)(K) nazywamy macierzq
m1 Am2 .. Gmp bm

uzupetniong uktadu AX = B.

Twierdzenie 4.2.1 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Dowadd. Oznaczmy przez Ay, ..., A, kolejne kolumny macierzy A. Ukltad rownowazny jest
rownaniu 1A, + ...+ x,A, = B. Uklad posiada zatem rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy kolumna B jest kombinacja liniowg kolumn A,,...  A,. O

Whiosek 4.2.2. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny.
ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoniczenie wiele rozwigzan zaleznych od
n — r parametrow.

Przyktad 4.2.3.
r—y+3z = 5
de+y+72z =
Sr+2y+8 = 4

oo

39



1 -1 3|5
AB]=|4 1 7|8 |,r(A)<3,r(U)<3
5 2 8|4
1 -1
detA = 0 oraz 4 ' # 0, zatem r(A) = 2

1 -1 3 5], [1-1 3 5 1
gty 5 5 —12 | 2200 1 -1 =2 Mg 1 1| —
0 0

5
7T =721 s o 1 -1 =3

3 #r(A) = uklad sprzeczny, brak rozwiazan

|
—
w
o ot

S
—_

=

-
—~~
d
S~—
Il
o
(@n)
|
(S

Algorytm rozwigzywania uktadow réwnan liniowych
1. Jesli (A) < r(U), uktad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy
réwniez minorem macierzy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (rownan uktadu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jedli r < n, to n — r niewiadomych, ktérych wspotczynniki nie tworza M,
przenosimy na strone wyrazéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne
niezalezne). Uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — r parametrow.
Moéwiac doktadnej r sposrod niewiadomych oznaczanych 2/, ..., z! zalezy od pozostaltych
n — r niewiadomych /., ..., ]

) n

Przyktlad 4.2.4.
2c—y+3z =T
3r+2y—>5z = 4
dr+5y—13z = 1

2 —1 317
=[AlB]=3 2 =54 |,r(A4)<3,rU)<3
4 5 —13|1
-1 2 3|7 -1 2 3|7
Utk 93 54| @ g 7 118 —>{1237]
zmienney X Z 5 4 _13 1 w3 +dwy 0 14 2 36 0 7 1 18
‘ _(1) ? ‘ # 0 minor niezerowy
—y+2r = 7T—-32 Y 7T—3z
{ v = 18—z hub x 18 — 2
| S s 781; %
uklad nieoznaczony, rozwigzania ¢ y = —= + 7
z€eR



Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy réwnowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbior
rozwigzan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza ztozonego z
samych zer lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réownych) nie zmieniaja
rzedu macierzy U, zatem prowadza one do réwnowaznego ukladu rownan. Ewentualne
przestawienie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.

Dokonujac rownowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz
U = [A|B] do postaci

Sir+1 -+ Sin | 21

1

A/ B/ — T
[ | ] Srr41 -+ Srn | Zr
0 ... 0]0 o0 [z

Jesli z,.1 # 0, to uktad jest sprzeczny.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uklad jest oznaczony i jego rozwigzaniem
jest x; = z;, dlat € {1,2,...,r}.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uklad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja
postac

’ ’
Ty 21 < s Lp41
/ 1,r+1 -+ 1, /
Ty || %2 . n T o
./ Srr4+1 -+ Srn '/
x, 2y x,

Przyklad 4.2.5.
$1+2I2—$3—$4 =1
ZL’1+JI2+ZL’3+3ZE4 = 2
3$1+5ZE2—$3+ZE4 = 3

12 -1 —1]1 1 2 -1 —-1|1 1 2 -1 -1 1
v=|11 1 3|2 L;”% 0 -1 2 41| =210 -1 2 4| 1

35 -1 1|3 ™7™ 0 -1 2 4]0 0 0 0 0]-1
Roéwnanie 0xy 4+ 029 + 0x3 + Oxy = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.
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Przyklad 4.2.6.

D
13 wo—2w1
18 w3 —3wy
20 | "o
D
5)
3 w3—+5Hwa
3 wq—3ws
0
ks—ky

zmienne X z u t y

4 0]-% 2|-1
10—%0—3
01, 5 0] 3

20 +4y+92z -5t +6u = 13
r+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+7z—11t+2u = 18
dr + 8y + 192 — 15t + 11lu = 20
—%x—y+z+3t+2u = —g
[ 2 4 9 -5 6| 13 12 4 —4 2
1 2 4 -4 2| 5 24 9 -5 6
U=| 3 6 7 -1 218 | ==%136 7 —11 2
4 8 19 —15 11| 20 o 4 8 19 —-15 11
-1 -1 1 3 2|-2 12 -2 —6 —4
1 2 4 —4 2|5 1 4 -4 9 9
o0 1 3 2|3
ko za ks 0 1 3 2 0
00 -5 1 4|3 ————
zmienne xztuy 0 —5 1 -4 0
00 3 1 3|0 0 3 1 30
| 00 -6 -2 —6|0 |
L4 -4 225 14 -4 2 2|5
01 3 20| 3| (-1)u
—— |01 3 2 0|3
00 16 6 018 00 8 30l/9
|00 -8 =3 0|—-9 |
(1 4 2[4 2]57], [1 42 -4 2|5 1
0012 32/3|2=[012 323|250
|00 3] 8 0|9 001 2o0/3] ™™ o0
100 0 2] 11
w101 0] -1 0] -3
0 01 % 0 3
42y =11 T ?312%
rownowazny ukltad { z — It = —3 rozwigzania B g3
] —3 -5
u+st=3 3
3 y,t € R
r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uklad nieoznaczony, nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych
od 5 — 3 = 2 parametrow
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Uwaga 4.2.7. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny;,
lecz nie jest dowolny.

Przyktlad 4.2.8. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiazaniu

uktadu réwnan.
r—3y+z—2s+t=-5
20 — 6y —4s+t=—-10

224+1t=0
1 -3 1 -2 1] -5 1 -3 1 -2 1]-5
U=[AB]=|2 -6 0 —4 1|—10 | 22210 02 0 1| 0
0 0 2 01 0 0 0 2 0 1 0
(1) _g ; _g 1—2] T::r(A):T(U):2an:5an—7’=3parametry

5

Trzy zmienne spoérod pieciu mozna wybraé na (3

Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

) = 10 sposobow.

minory niezerowe | parametry
k’l, kg {y, S, t}
k1, ks {y, z, s}
]{52, /{33 {l’, S, t}
ko, ks {z,z, s}
k47 kS {37, Y, t}
ky, ks {z,y,2}
ks, ks {z,y,s}

Uwaga 4.2.9. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest ukladem Cramera, wykonujac
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupeionej U = [A|B], sprowadzamy te
macierz do postaci [I|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu.

[A|B] operacje  elementarne [I|X]

na wierszach

Przyklad 4.2.10.

r+y+z = 3
2r—y—2z = 0
r+3y+z = 5
(1 1 1]3] 11 1 3] ., [111]3
[ABj=|2 -1 —1/0 | 22510 -3 =3|—6 | 5|0 1 1|2 | =
1 3 15 "™ o 2 o0 2] = |[010]1
11 1| 3] 11 0 2 10 0]2
01 1] 2|2 101 o0 122101 0]1
00 1|1 ] ™™ Joo —1|-1] ™ oo 1|1
uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1, y =1, z =
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Przyktad 4.2.11. Okresl ilosé rozwigzan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

x
2271
(p+ 1),
x1

[\
DN DN = DN
DO
s
+
W

k1 za ks

zmienne X2 X3 X1 X4

‘Whnioski:

+ 225 + (p+1lzz +
+ 4z + (2p+4)zs +
+ 2z + (p+1l)zz +
—+ 21’2 + (p -+ 3)1’3 -+
p+3 4

4p + 6 Y% + 15 wo —2w1
p—|— 3 p—|—4 w3 —wa
2p+2| 11 o

2 p+1 1 p+3| 4

0 2 0 2p |p+7

0 0 p 0 P

0 2 0 p+1 7

(p+3)zs = 4
(Ap+6)zy, = p+15
(p+3)xy, = p+4
(2p+2)xy, = 11
1 2 p+1 p+3] 4
00 2 2p |p+7
p 0 0 0 P
00 2 p+1| 7
2 p+1 1 p+3
wa—ws 0 2 0 2p
0O 0 »p O
0 0 0 1—p

Dla p € R\ {0,1} mamy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uklad jest oznaczony.

Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze r(A) = r(U) =3 <n = 4.
Zatem uktad jest nieoznaczony.
Posiada nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Geometria analityczna w R3

5.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : z,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (z,y, 2), gdzie x,y, z to wspolrzedne punktu

e zbior wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP — [z, y, 2],

gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora

e zbior wektoréw swobodnych @. Wektor swobodny to zbiér wszystkich wektorow
zaczepionych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dlugosé.

Oznaczamy przez 0 = [0, 0,0] wektor zerowy.
Dzialania na wektorach

Niech @ = [ug, Uy, u,], U= [0y, vy, V], X € R.
U+ U= [uy + vy, uy + vy, u, +v,]  suma wektorow

AU = [ Mg, My, A iloczyn wektora przez skalar
—U = [~y —Uy, —u,] wektor przeciwny do u
U—v=u+(—V)=u+(—1)-0 rbéznica wektorow
AZ AZ
y y
X X

Dtugosé wektora

Oznaczamy przez |u| dlugosé wektora «. Jesli P, = (x1,y1,21), Po = (%2, Y2, 22), to
wOwczas

E—
PiPy=[x0— 21,92 — 1,22 — 21}, |PiPa| = /(22— 21)% + (v2 — 91)2 + (22 — 21)%
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Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1,0,0],5 = [0, 1, 0],/% =
[0,0, 1] wersory osi uktadu wspolrzednych. Wowcezas zapis 4 = [u,, u,, u,] oznacza 4 =

Ugt + 1y + u.k. Ponadto |@] = \/uZ + ug + uz.
Wiasnosci dhugosci: @] =0 < @ =0, |[X-d|=|\-|d|, |@+ 3| <|d|+ |7

Wersorem niezerowego wektora 1 nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co

. Oznaczamy go 4. Oczywiscie u = ﬁ - .

i

Jesli 4 = [ug, uy, us], to u = [W’ it ﬂ} oraz

. w:oooudoul 1
AT AT PR EAEAA R A

Jesli wektor 4 = [uy, uy, u,] tworzy z dodatnimi polosiami uktadu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kgtami kierunkowym:, zas wspotrzedne wersora

u, czyli liczby cosa = “—“"‘, cos B = %", cosy = %' nazywamy cosinusami kierunkowymsi

]

wektora .
z

Iloczyn skalarny

Oznaczamy przez A (u,v) kat miedzy wektorami u, v, Przyjmujemy, Ze nalezy on do
przedziatu [0, 7].
Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwoch niezerowych wektoréw o, v nazywamy liczbe

—»

@] - |U] - cos £(, V). Oznaczamy ja symbolem u o ¥. Gdy jeden z wektorow jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [uy, uy, u;|, U = [vg,vy,v,], to wowczas @ o U = u,v, +
Uy Uy + ULV

Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,—1,1] =1-2+44-(=1)+0-1=—-2<0
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty:.
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Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow u, v, W prawdziwe sg nastepujgce rownosci.

Dowaod. Wynika wprost z definicji. [

Uklad wspéirzednych
Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
AZ AZ

X“

<Y

- = =

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektordw (u, U, w) ma orientacje zgodng z orientacja

uktadu wspotrzednych, jesli
Up Uy Uy
Uy vy vy | >0.
Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u,v nazywamy wspotliniowym: lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w
ktorej zawate sa te wektory. Piszemy wowczas 4 || v.

Definicja 5.1.6. Iloczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektoréow
U, U nazywamy wektor w taki, ze:
i) W L u, W L7,

i) || = || - |7] - sin £L(@, V)

47



iii) orientacja trojki (ﬁ, U, lU) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.
Wektor w oznaczamy symbolem o X v.
Jesli @ =0 lub ¥ = 0, to przyjmujemy u x v = 0.

Przyklad 5. 1 7.1 X 1=

A xj =k
zxy—k: x k=1 X1 =7,

PT"% >

Twierdzenie 5.1.8. Jesli @ = [uy, uy, u.], U = [vg, vy, v,], to WwOWCzas

Uy Uy Uy Uy Uy Uy
)
vy U, Uy U,

kierunek, zwrot oraz dlugos¢ co wektor 1 x v.

Dowéd. Niech @ — [

} . Uzasadnimy, ze W ma ten sam

’ Uy Uy

Zauwazmy, ze W L @ oraz W/ L ¥. Istotnie W o U = wu, Uy Ul Uy At
vy U, Uy U,
Uy Uy Uy
Up Uy | A oL
U, =| u, uy, u, |=01podobnie wo v =0.
Vg Uy
Vg Uy Uy
Ponadto || = |@ x 9], bowiem |w]? = (u,v, — vyuz)Q—l—(umvz—vmuz) —i—(umvy Vet )? =
= (uf 4 up +u2) (v 4+ v +v2) — (uzvm—l—uyvy—l—uzvz) |d@|? - |72 — (T o ¥)? =
= Ja]? - |52 - (1 — cos? £(if, 7)) = (m\ |8 - sin £(#,5))
Jesli «, ¥ sa niewspolliniowe, to |u] - |¥] - sin £(u, ¥) # 0, skad wynika, ze |@| > 0.
Yo Ty e Uy Uy Uy Uy Uy Uy 5 9 9 9
Vo Uy Uz | =UWs Uy Uy Ty, v, s Uy Uy = e by s =

Wy Wy W,
Jak zaobserwowalismy |@]? > 0, wiec trojka (@, 7, @) ma orientacje zgodna z orientacja
uktadu wspoétrzednych. [

Przyktad 5.1.9. Niech @ = [1,2, 3], 7 = [3,4, 5]. Korzystamy z twierdzenia Laplace’a

ixv=|12 —-3|=1 i _g"—j‘ il)) _;"H% ; i':[22,—14,—2]
3 4 5
lub metody Sarrusa
uxv=1|1 2 =3 |=10t4+4k—95 — 6k + 12i — 55 = 221 — 145 — 2k.
3 4 5
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Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

i) @ x (F 4 @) = (@ x 7) + (& x @)
T=adx (\6) V) |@xd <l|d-|d
X

—|

ul - |]

Dowdd. Wtlasnoscei 1),ii),iii),iv) wynikaja z odpowiednich wlasnosci wyznacznikow.
( |
0 & sind(4,9) =0 & L(u,v)€{0,x}. O

)
v) i x v] = || - |0] - sin £ (u, V)
vi) Jesli @ # 0,7 # 0, to U x U

Reguta prawej dtoni:
AZ

<Y

Uwaga 5.1.11. Pole rownolegloboku rozpietego na wektorach @, ¥ rowne jest | x 9.

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy,uy, u,],
mieszanym uporzadkowanej trojki wektorow
ja symbolem (ﬁ, U, ’LB)

U = [Ug, Uy, 0,0 = [wy, wy, w,]. Iloczynem
i, U, W nazywamy liczbe (i x0)ow. Oznaczamy

Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [uy, Uy, u,], U = [vg, vy, V.],0 = [w,, w,, w,]. Wowczas
Uy Uy Uy
(ﬁ, U, 117) =| v v, v
Wy Wy, W,

Ua Uy e Uy U Uy U Uy U
Dowdd. | vy v, v, |=w,| Y Fl—w,| T Fl4w,| T V|=
vy U, Uy U, e Uy
Wy Wy W,
U, U Uy U Uy U
_ Y z T z T Y = — —
= [wy, wy, w,] o , , =do(uxv) O
vy U, Vg U, Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objetos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach «, v, w réwna jest
](ﬁ, U, u?)\

Dowdd. Niech av = £(t x ¥,w). Poniewaz V = P, -d = |4 x | - h oraz cosa = I%I’ zatem

—

V=|uxd|:|Wcosa=wo(dxv) O
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Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,—-1,2),D = (1,3,5)
leza w jednej pltaszczyznie?

Punkty leza w jednej ﬂ}aszczyzme wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$é¢ czworoscianu
rozpietego na wektorach AB, AC', AD jest r6wna zero.

— — —_—
AB =[4,1,3], AC = [2,~1,0], AD = [0,3, 3]
4 13
—_— —— ——
B.AC, A ): 2 1 0|=-124+18-6=0
0 3 3

Punkty sa wspolptaszcezyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtlasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w, @ prawdziwe sg nastepujace rownosci.

Dowdd. 1), ii), iii) Teza wynika z odpowiednich wtasnosci wyznacznika.
iv) Niech « to kat miedzy wektorami 4 x U oraz j. Wowczas
(.5, )| = i % 7] - ] | cosa] < | x 5] - || < [a]-|g] - |af]. OO

5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R?

Roé6wnanie ogdélne i normalne plaszczyzny

Niech Py = (%o,90,2%) € R® bedzie ustalonym punktem, zas @ = [A, B,C] # 0
ustalonym wektorem. Wowczas zbior

—
m={P=(z,y,2) €ER*: PP 1 i}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i prostopadla do wektora n. Wektor n
nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny .

Perm & ]ﬁOﬁ:O<:>A(a:—xo)+B(y—y0)+C(z—zo):O

Rownanie normalne: 7 : A(x —xo) + B(y — yo) + C(2 — 20) =0
Roéwnanie ogdlne: m: Ar+By+Cz+D =0, D=—Axqg— Byy — Cx
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Przyklad 5.2.1. Py =(1,2,5),n=[1,-1,3], hhenm, i Ln, m="
m:1-(x—1)+(-1) - (y —2)+3- (2 — 3) = 0 rownanie normalne
m: x—y+ 3z — 14 = 0 réwnanie ogblne

Réwnanie parametryczne plaszczyzny

Niech Py = (Z0,%0,20) € R? bedzie ustalonym punktem, za$§ @ = [a,,a,,a.] # 0,
b= [b,by,b.] # 0 ustalonymi wektorami niewspoliniowymi, tj. @ 0. Wowezas zbior

T={P=(v,y,2) ER®: Ft,scR ]?P:tc?—i-sg}

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i rownolegta do wektorow @, b. Mowimy, ze
wektory d, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

% 5 —
PyP =td+ sb & [v — x0,y — Yo, 2 — 20| = t|ag, ay, a;] + s[by, by, b.]
r=zo+t-a,+s-b,
Roéwnanie parametryczne: 7 : y=yo+t-a,+s-b, ,t,seR
z=zy+t-a,+s-b,
Przyklad 5.2.2. Napisz réwnanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

— A~ ~
AB=[14,0] |, j=[0,L0]||Oy=j|m Ae€m

r=14+1-t40-5s =141t
(e y=1+4-t+1-5s =14+4+s ,t,seR
z2=440-t4+0-5s =4

Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postaci m : 2 4+ 4 + 2 = 1, gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne

przechodzaca przez punkty (a,0,0),(0,b,0),(0,0,c¢). Jest to tzw. rdwnanie odcinkowe
plaszczyzny.

Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty
Py = (21,91, 21), Pa = (72,92, 22), P3 = (73, Y3, 23) ma postac

r—x1 Yy—lh =z2—=2
T | 2= 21 Ya—y1 22— 21 | =0.
T3 —T1 Ys—Y1 23— 21

. N
Istotnie, poniewaz Py Py = [xo — &1, Yy — Y1, 22 — 21), PiPs = [15 — 21,43 — 1,23 — 1] || 7
L
oraz n = PP, x PPy 1 m, zatem
—
7={P=(z,y,2): PP L 7n}={P=(x,y,2): [vx —x1,y — 91,2 — 21| o7l = 0}.

51



5.3 Prosta w przestrzeni R3

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

Niech Py = (xo,y0,20) € R* bedzie ustalonym punktem, zas d@ = [ay,ay,a.] # 0
ustalonym wektorem. Wowczas zbior

[ ={P=(z,y,2) eR*: BP|a)}

jest prosta przechodzaca przez punkt P, i réwnolegla do wektora a. Wektor @ nazywamy
wektorem kierunkowym prostej (.
—_—
Phbel & dteR : PBP=ta

T=x9+1t-a,
Rownanie postaci [ : y=1y+t-a, ,t € R nazywamy rownaniem parametrycznym

z2=2zy+1t-a,
prostej [.

Rugujac z kazdego z powyzszych rownan parametr ¢ otrzymujemy roéwnanie postaci [ :

Lo — P20 — 2220 ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej [.
ag ay az

Réwnanie krawedziowe prostej

Niech T o A1$ + Bly + Clz + D1 =0 , Mo ! A2$ -+ Bgy + CQZ + D2 = 0, gdzie
A2+ B? + C? #0, A2+ B2 + C? # 0 beda dwiema nieréwnoleglymi plaszczyznami. Ich
czescia wspolng jest prosta | = m N 7.

Pel & (Pem ANPem)

Alx—l—Bly—i—Clz—i—Dl:O

Roéwnanie krawedziowe: [ : { Ayz + Byy + Cyz+ Dy = 0 -

Przyktad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i
rownolegtej do ptaszezyzn m 162 —y+2—2=0,m:x+3y —22+1=0.

Oznaczmy 7, = [6,—1,1] L 7y, 7o =[1,3,-2] L myoraz d =1y x1iy || [

i j k r=2-—t
Wowezasd=|6 —1 1 |=[-1,13,19)orazl: { y=3+13t ,teR.
1 3 =2 z=14+19¢

5.4 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

Wzajemne potozenie plaszczyzn

Niech m : Ay + By + Ciz + Dy =0, iy = [Ay, By, C1] # 0,
Ty 1 Ast + Boy 4+ Coz + Dy = 0, 1 = [Ag, By, Cs] # 0.
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A1$+Bly+012+D1:O

Szukanie punktow wspolnych 7y oraz m, polega na rozwigzaniu uktadu réwnan { Apz + By + Coz + Dy = 0

A B o 1|*| [-D
Ay By G || Y| T | =Dy |

. . Al Bl Ol . A1 Bl 01 —D1
Niech A = [ Ay By Cy |’ U= Ay By Cy —Dy |
Plaszczyzny moga by¢ rownolegte. m||me & nillne & M x =0

Woweczas albo m = mp & ﬁ—; = g—; Q- g—;, gdy r(U) =r(A) =1

Ca

albomﬂm:@(:)ﬁ—;:g—;:g—;#g—;,gdyr(U):Zr(A)zl.

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny m }f w9 przecinaja sie wzdluz proste;j.
W szczegolnosci moga byé prostopadte.

mlm e ngLng @7’710772:0
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Wzajemne potozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P.

Proste moga by¢ rownolegte. |k < d|be daxb=0
Woéwezas albo [ =k, albo [Nk =0

Gdy I } k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste [ i k leza w jednej ptaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory
A

PP, d,b leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k majg jeden punkt wspoélny tj.
[Nk ={P},

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne
- o
stwierdzeniu, ze wektory P, P, d, b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [Nk = &

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy P1 Py a 5) # 0.

-

Katy

Definicja 5.4.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwrdéconymi wektorami kierunkowymi
tychze prostych.

ii) Kgtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny
sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami normalnymi tychze
plaszczyzn.
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Definicja 5.4.2. i) Rzutem prostokatnym punktu P na pltaszczyzne m nazywamy punkt
P’ € 7 taki, ze PP" 1L .

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP" 1 |.

Mozna zdefiniowaé¢ rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o Jf

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktorym zakltadamy, ze nalezy do
plaszczyzny zawierajacej P oraz [:
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Przyktad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

r=2+2t+s
e =1+3s ,t,s € R.
z=3+1t+s

Niech k bedzie prostg taka, ze k L 7, P € k.
u=12,01] || m, T=[1,3,1] || 7, A=(2,1,3)en

|
n=uxvLlw, =20 1|=[-3,-1,6], kln=Fk]|n
1 3 1
r=4-3t
E:Q y=5—t ,teR, 7w 3x—-2)—(y—1)+6(2—3)=0
z=—=3+6t

7:3r+y—62+11=0 {P}=kNnn="
3(4—3t)+5—t—6(-3+6t)=0=t=1, P =(1,4,3)

Definicja 5.4.4. Kqtem miedzy plaszczyzng a prostq nazywamy kat o mierze 3 — a,
gdzie a to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta i plaszczyzna sa réwnolegte)
miedzy odpowiednio zwréconym wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym
plaszczyzny.

r=2—-1
Przyktad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1 ,teR
z2=2+2

a plaszczyzna m: 3xr+y+z2+1=0.

Mamy @ = [-1,0,2] || [, 7n=[3,1,1] L . Oznaczmy § = £(7i,d), a = z-8.
; _ lmeal _ _ |-34042 1 _ 1
Obliczamy cos § = e = A i = vesr @ = 3 — AICeos g,

. o o . 1
albo sina = cos f = « = arcsin T
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Odlegtosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegtosciq punktu P od plaszczyzny 7, nazywamy dtugosé odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtoscig punktu P od prostej 1, nazywamy dtugos¢ odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzor na odlegto$é punktu od plaszczyzny

Niech Py = (x¢,yo,20) oraz m: Ar+ By+Cz+ D =0,7=[A,B,C] # 0. Wowczas

d(P(], 7T) = =
7]
T = Xg+ At
Istotnie, niech k£ bedzie prosta taka, ze Py € k, k L w. Wowczas k : y =1+ Bt
Z2=2zy+ Ct
{Pj}=knnmn=
A(zo + At) + B(yo + Bt) + C(z + Ct) + D =0, ¢ = —AtBuorCatD
Azo+B Czo+D
d(P,7) = [PyPy| = /(A1) + (Bt)? + (Ct)? = [t|V/A? + B? + (7 = [AmrfutCoutD

Wzér na odlegtosé¢ punktu od proste;j

Niech Py = (2o, o, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas
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Odlegtosé prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegltoscia prostej [ od ptaszczyzny
7 nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.

// -3
Ve

Definicja 5.4.7. Odlegtoscig dwdch ptaszczyzn (prostych) réwnoleglych nazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugiej.

Mozna wykazaé, ze dla ptaszczyzn rownolegtych m @ Ax + By + Cz + D, = 0,
Ty A+ By+Cz+ Dy =0, 1y = [A, B,C] # 0 zachodzi wzor d(my, m) = 22221,

7|

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwaoch prostych skosnych nazywamy odlegtos¢ dwoch plaszezyzn
rownolegtych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P;, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P,. Zalézmy ze proste te sa
skosne. Wowczas B

| (Pl P27 a, I;) |

k1) = @ x b

/

4
//

A
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Symetrie

Definicja 5.4.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalona prosta oraz 7 ustalona
plaszczyzna.

i) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS =
——
SP;.

ii) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €[ taki, ze PA = AP, oraz PA L [.

iii) Punkt P jest punktem ﬂmetﬁznym di> punktu P wzgledem plaszczyzny m, jezeli
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA 1 7.

—— —Pe ~Pe

e

®----
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przestrzenie lintowe

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

Niech K = (K, +,-) bedzie ciatlem, za§ V' # & zbiorem. Niech dane bedzie dzialanie
wewnetrzne @ 0 V x V 5 (u,v) — u@® v € V oraz dzialanie zewnetrzne ©® : K x V' 3
(,v) —»aGveV.

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V. @, K, ®) taki, ze
i) (V,®) jest grupa abelowa,

i) Vu,v eV Vae K a®(udv)=(ad®u)d(a®v)

)
)
iii) VoeV Vo, K (a+p)0v=(a0v)® (o)
v) VoeV Va,feK (a-f)ov=aG (o)

)

v)VveV 1G0v=w

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V nazywamy wektorami, za$ elementy ciata K skalarami.

Przyktad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R"=(R",®,R,0)
Dla u = [uq, ..., u,],v = [vq,...,0,] € R” oraz a € R definiujemy
uBbv = [U1+U1,...,Un—|—vn], aGu= [aul,...,aun].

i) (K", ®,K,®), gdzie K = (K, +, ) to dowolne cialo
Dla u = [uq,...,u,),v = [v1,...,0,] € K" oraz a € K definiujemy
UDV=[ug + U1, Uy U], QU= [ U, . Uy

iii) (R® +,R,), gdzie R® = {f| f: R — R}
Dla f; : R —- R, fy : R — R oraz a € R definiujemy
fs = J1® fa takie, ze Vo € R f3(z) = (/1 @ fo)(2) := fi(2) + fa(x)
oraz fy = a ® fi takie, ze Vo € R fy(z) = (o ® fi)(x) := a - fi(x)
Elementem neutralnym dzialania @ jest funkcja stale rowna zero.

V) Mpsn(R) = (Mpyxn(R), +,R, -), gdzie dziatania +, - to dzialania dodawania macierzy
1 mnozenia macierzy przez liczbe.
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x
o wspolczynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +, )
i dzialania w przestrzeni wektorowej V' = (C, +, K, -).

u+v suma wektorow

o+ [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a - iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, o, f € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dziatan w ciele
K. Woéwczas:

YoeV VaeK 0-v=a-0=0

i

i) VYveV VaeK a-v=0<« (a=0V v=0)

v)VweV —1-v=—v

)
)

i) Vo eV VaeK (—a)v=a-(—v)=—(a-v)
)

V) YeEV Va,f€K (a—B) v=_(a-v)— (3 v)
)

vi) Vu,o €V Vae K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)

Dowod. Niech u,v € V, a, 8 € K beda dowolne.
i) Poniewaz 0+0-v=0-v=(04+0)-v=(0-v)+ (0-v), zatem 0 =0 - v.
Ponadto0 +a-0=a-0=a-(0+0) = (a-0)+ (a-0), zatem 0 = « - 0.
ii) Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Zalézmy, ze a-v = 0 oraz a # 0. Poniewaz
a # 0, zatem istnieje ™! # 0. Mamyv=1-v= (a"'-a)-v=at (a-v)=at-0=0.
Zatem v = 0.
iii) Na mocy i) mamy (—«a)-v+a-v=(—a+a)-v=0-v=0. Stad (—a) -v = —(a-v).
iv) Na mocy iii) mamy —1-v=1-(—v) = —(1-v) = —v.

v) Na mocy iil) mamy (& — 8) - v = (a + (—B)) - v = (- v) — (B-v).
vi) Na mocy iii) mamy o - (u —v) =a - (u+ (—v)) = (¢ u) — (a-v). O

Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K = (K, +,-) i niech
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.1.5. Jesli zbiér U wraz z dziataniami

Bluxv : UxU 3 (u,v) — udv € U, Olgxv : KXxU 3 (a,v) — a®v € U jest przestrzenia,
liniowa nad cialem K, to U = (U, ®|uxv, K, ®|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq
lub podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.
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Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V/,
to wowczas U jest podprzestrzeniag wektorowa przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy

Yui,us €U Vae K uy@buecelUANaGu €U
lub réwnowaznie

Yuj,up €U Va,f € K (a@u)®(BOuy) €U.
Dowaod. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z
faktu, ze U jest podgrupa grupy V.. U

Uwaga 6.1.7. Niech V = (V,®, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =
{0} jest podprzestrzenia liniows. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie
U =V jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniams
niewtasciwymi.

Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowod. Jesli U jest podprzestrzenig liniowa, to Yuy,us € U Va € K uy Guy € U A
a®@u; € U. W szezegdlnosci —1 ©uy = —uy € U oraz ug & (—uy) =0€ U. O

Whiosek 6.1.9. Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia liniowa, za§ U C V' podzbiorem
V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyktad 6.1.10.
1) V= (R[O’l]y —|—,R, ')7 U= (C([()? 1]’R)’ +7R’ )

U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji ciagtych jest funkcja ciagla oraz
iloczyn funkcji ciaglej przez liczbe jest funkcja ciagta.

ii) V= R[z],+,R,:), U={f € Rlz]: deg f — parzysty}

U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = z* + 23 oraz g(x) = —z*. Wowczas
(f +9)(x) =23 Zatem f,ge U, ale f+qg ¢ U.
i) V=R, +R,),U={(z,y,2,t) eR*: 20+ 2 -3t =0Ay =0}

U jest podprzestrzenia liniowg V. Skoro z = 3t — 2x oraz y = 0, zatem dowolny element
u € U jest postaci u = (x,0,3t — 2x,t). Wezmy uy = (21,0,3t; — 2x1,t1) € U, ug =
(29,0, 3ty — 229, t) € U oraz o € R, wowczas
U1l + U = (Il + ZEQ,O,?)(tl + tQ) — 2(.%‘1 + l’g),tl + tg) € U
oraz auy = (ax1,0,a(3t; — 2x1), aty) = (axy, 0, 3at; — 2axy, aty) € U

iv) V= R[z], +R,-), U =R,[z] := {p € R[z] : degp < n}.
Przyjmujemy, ze deg 0 = —oco. Wowcezas U jest podprzestrzenig liniowag V.

Podprzestrzenie wektorowe R? i R?

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sa proste przechodzace przez
(0,0).

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0,0).
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6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektoréw, baza i wymiar przestrzeni
liniowej

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech a4, ..., € K,

v1,...,Uyn € V. Niech W # @ bedzie podzbiorem zbioru V.

Definicja 6.2.1. i) Wektor ayvy + ... + v, € V nazywamy kombinacjg liniowq
wektoréw vy, ..., v, € V o wspoétczynnikach aq, ..., € K.

i) Jesli aqvy + ... + apvy, = 0, méwimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ayvq + ... + @,v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i
tylko wtedy gdy oy =0,...,a,, = 0.

iv) Zbior {v:a1w1+...+akwk Cag,...op € K wy, .o w € W k:EN},
bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadow
wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokq lintowq zbioru W i oznaczamy symbolem

ling W lub krétko linW.

Gdy W jest zbiorem skoniczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}.
Czyli lin{wy, ..., wy} = {oqwy + ... + pwy, - o, ... ap € K}

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+,K,:) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linW
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)
podprzestrzen V zawierajaca zbior W.

Dowadd. Suma kombinacji liniowych elementéw W jest kombinacja liniowa elementow .
Podobnie iloczyn kombinacji liniowej elementéow W przez skalar jest kombinacja liniowsa
elementow W. [

Whniosek 6.2.3. Jesli u = \vi+. ..+ v, dla pewnych vy, ... v, € V, A, A\, € K

oraz A1 # 0, to wowcezas lin{vy,ve, ..., v} = lin{u, vo, ... vy}

Dowdd. Inkluzjalin{vy, ve, ..., vy} 2 lin{u, vs, ..., v, } wynika z faktu, ze u jest kombinacja
. -~ ) _ 1 A Am

liniowa vy,...,v,. Jesli Ay # 0, to wowczas v; = —5U — /\—?UQ — ... — 2Up, zatem

lin{vy,ve,..., 0} Clin{u,vo,...,0,}. O

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linWW, za$
podprzestrzen linlW nazywamy podprzestrzenia generowanq przez zbiér W.

Przyktad 6.2.5. Wersory ¢ = (1,0) oraz j = (0,1) generujg przestrzen R?, bowiem dla
dowolnego @ = (uy,u,) € R? mamy @ = u,(1,0) + u,(0,1) = uzt + uyj.

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.
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Definicja 6.2.6. Wektory vy,...,v,, € V nazywamy liniowo niezaleznymi lub méwimy,
ze tworza uktad liniowo niezalezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalaréw i, ..., 3, € K zachodzi

BIU1+---+BmUm:O = 61::Bm20

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy liniowo zaleznymi.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €
N,m > 2. Wektory vq,...,v,, € V sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z
nich jest kombinacja liniowa pozostatych.

Dowod. Zatézmy, ze wektory vy,...,v,, sa liniowo zalezne, czyli istnieja aq,...q,, € K
nie wszystkie rowne zeru, takie ze ajv1+. . .+ v, = 0. Bez straty dla ogélnosci mozemy
zatozy¢, ze ay # 0. Wowcezas v; = —Z—fvg — .= Z—Tvm.

Zatozmy teraz, ze vy jest kombinacja liniowa vy, . . ., v,,, czyli istnieja fo, . .. 5, € K takie,
ze v1 = Pavy + ... + Bnm. Wowcezas Sivg + Bove + ... + B = 0, gdzie 1 = —1 # 0.
O

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy, ..., v € R" generuja R" wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspotrzedne wektorow vy, ..., vy, jest réwny n.

Dowod. Wektory vy,...,v, € R™ generuja R", gdy dla dowolnego x € R" uktad x =
a1V + . . .+ g, w ktérym niewiadomymi sa aq, . .. o € R, ma jedyne rozwigzanie. [

Whniosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., v € R" generuja R”, to k > n.
Przyklad 6.2.10. Czy wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja,
przestrzen R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (z,y,2) € R? istnieja o, 3,7 € R takie, ze b =
au + v+ yw.

(x,y,2) = a(l,1,—-1) + 5(2,10) + v(5,2,2) = (a + 28 + 5y, + B+ 27, —a + 2)
[ 1 2 5 o x
11 2 Bl=1uy
| -1 0 2 0 z
Wektory generujg R3, jesli powyzszy uktad jest oznaczony.
1 2 5|« 1 2 5 T 1 25 x
11 2|y |20 -1 —3|y—a |22 101 3 T —y
10 2z "M Lo 2 Tla4a ] TV 00 1|~z

Uktad oznaczony, posiada rozwiazanie v = —z + 2y + 2, =2 —y — 3y = 4o — Ty — 3z,
a=1x—28—5y=—2x+ 4y + 2. Zatem uklad wektoréw u, v, w generuje R3.
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Przyklad 6.2.11. Czy uklad {A, B,C} jest ukltadem liniowo niezaleznym?

N B R R

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna.
Niech «, 3,7 € R beda dowolne takie, ze A + B + vC = 0gy9 = [ 8 8 } i
a=10
- B —« 0 0
Stad [ @ = = B=a=0
0 a+ B+ 0 0 = —a—B=0

Zatem macierze A, B, C' tworzg uktad liniowo niezalezny.

Przyklad 6.2.12. Czy wektory v = (1,2,3,4), v = (1,2,0,—1), w = (0,1,3,1) € R? sq
liniowo niezalezne?

Niech «, 3,7 € R beda dowolne takie, ze au + fv 4+ yw =0 = (0,0,0,0) .

Stad (o + B3,2a+ 28 +v,3a + 3v,4a — 5+ ) = (0,0,0,0).

Wektory w,v,w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uklad jednorodny ma jedyne
rozwiazanie a« = f = vy = 0.

1 10]o0 1 10]0 11 0]0
2 2 10| weo2wm |0 0 1|0| 2w |0 0 1]0
3 0 30| wsw |0 =3 3[0] Z1y, [0 1 =10
4 o] ™™ o =5 0/0 01 0]0

—1
= r(U)=r(A)=n=3
Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w
sg liniowo niezalezne.

Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektoréw w R™ polega na wyliczaniu rzedu
macierzy, ktorej kolumnami sg podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy réwny jest liczbie wektorow.

Whniosek 6.2.13. Niech vy,... v, € R®. Jesli & > n, to wektory vy,..., v, sa liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, to k < n.
Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenig liniowa.

i) Uklad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.

ii) Uktad wektorow zawierajacy poduktad liniowo zalezny jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo
niezalezny.

iv) Uklad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.
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Definicja 6.2.15. Niech f,..., f, € C"(R), n > 2. Macierz W (z) postaci

fi(z) fLlz) ... falx)
fiz) f@) o fu@)
Whes(@) = | 777 R
@) @) B (@)
nazywamy macierzq Wronskiego uktadu funkcji fi, ..., f,, a jej wyznacznik wrornskianem.

Twierdzenie 6.2.16. Niech f1,..., f, € C"Y(R), n > 2. Jesli wronskian ukladu funkcji

fi, ..., fn nie zeruje si¢ tozsamosciowo na R, tzn. Jzg € R : detWy, 1 (zo) # 0, to
funkcje f1,..., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).
Dowadd. Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatézmy, ze fi,..., f, sa liniowo zalezne.

Wowczas istnieja Ai,..., A, € R takie, ze dla dowolnego x € R mamy A\, fi(z) + ... +
Anfn(x) = 0. Rozniczkujac rownanie stronami n — 1 razy otrzymujemy uklad rownan

filz) ... falx) A1 0
! . ! A 0
fiz) fa(®) . _2 = | . |. Poniewaz f1,..., f, sa liniowo zalezne,
U@ BT @ ] [ 0
zatem wyznacznik gtéwny uktadu jest rowny zero. [J

Przyklad 6.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi(z) = 1, fo(z) = sinz, f3(z) = cosz tworza
uktad liniowo niezalezny w C(R).

1 sin @ coS T
detW(z)=|0 cosx —sinz |=—cos’r —sinz=—1#0
0 —sinz —cosz

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.
Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 6.2.18. Uklad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli
jest on liniowo niezalezny oraz V' = lin{by,...,b,}.

Uwaga 6.2.19. Baza przestrzeni wektorowej jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji)
uktadem liniowo niezaleznym w tej przestrzeni.
Przyklad 6.2.20. Baza przestrzeni R"

Uktad wektorow {ey, ..., e,} stanowi baze przestrzeni R™.
er =(1,0,0,...,0),eo = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)
Whniosek 6.2.21. Jesli wektory vy, ..., v € R™ tworza baze przestrzeni R", to wowczas

k=n.
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Dowad. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 6.2.9 oraz 6.2.13. [

Przyktad 6.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli
U =1n{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3) }.

Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uklad 5 wektorow w przestrzeni
R* jest liniowo zalezny.

11113
3 21 2 4
"2 1021|5475
11113
- - 1 3 21 1 3 21
;) ; 1 ; i 1 2 11 0 -1 -1 0 1 3 21
1”21021:7”1101:7°0—2—20:7”0—1—10:
11113 1 2 21 0O -1 00 0O -1 00
- - 34 1 3 0 -5 =5 0
3 = U =1lin{(1,3,2,1),(0,—1,—1,0),(0,—1,0,0)}
Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—-1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U
(poréwnaj wniosek 6.2.3).
Twierdzenie 6.2.23. i) Kazda przestrzeii wektorowa rézna od {0} posiada baze.

ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej skoriczenie wymiarowej sa rownoliczne.
Jesli baza danej przestrzeni liniowej jest nieskonczona, to kazda inna jej baza takze
jest nieskoniczona.

iii) Kazdy uktad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupetniony
do jej bazy.

Bez dowodu. Dow6d mozna znalezé w [4].
Definicja 6.2.24. Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, ) nazywamy

wymiarem przestrzeni wektorowej V' i oznaczamy dimg V' lub krétko dim V. Moéwimy
wowczas, ze przestrzen V' jest n-wymiarowa. Jesli zaden skoriczony uktad wektorow

nie tworzy bazy przestrzeni V., to przyjmujemy dimV = oo. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.
Whiosek 6.2.25. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow,

gdzie m > n jest liniowo zalezny.

ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych
stanowi baze tej przestrzeni.

iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowe]j kazde n wektorow generujacych te przestrzen
stanowi jej baze.
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Przyktad 6.2.10 - raz jeszcze
Wiemy, ze wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3.
Ponadto dim R? = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3.

Wnhniosek 6.2.26. Wektory vy = (v11, 012, - - -, V1p), V2 = (U21, V22, .., U25), + -+, U = (U1, Un2, - - -, U

tworza baze przestrzeni R”, wtedy i tylko wtedy gdy det[v;;] # 0.
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 6.2.8 oraz 6.2.25 iii). O

Whniosek 6.2.27. i) Na plaszczyZnie R? dwa dowolne wektory niewspotliniowe tworza
jej baze.

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspotplaszczyznowe tworza jej baze.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {by,...,b,} jej baza.

Definicja 6.2.28. Uporzadkowany ciag wektoréw bazowych (by, . .., b,) nazywamy reperem
bazowym lub bazq uporzadkowang.

Czesto moéwimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektorow
bazowych, np. poprzez ich ponumerowanie.

Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych
1) (R",+,R,")
By = (el,...,en), gdzie e1 = (1,0,...,0),e5= (0,1,...,0),....en = (0,...,0,1)
2) (Rlz],+, R, ")
By = (1,:10,.752,;1:3,...), dimR[z] =00, p(x)=ap-14+a-z+as-2*+...+a,-2°
3) (Ru[z], +,R,-),  Rylz] = {f € Rz]: deg f <n}

B} = (1,x,x2,...,x">, dimR[z] =n+1
dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) =ag-1+a; -z +as- 2>+ ...+ a, - 2"

4) (men(R)a+7R7)
BIZL = <E11, Elg, e ,E1n7 Egl, ce >Emn>; gdzie Ekl = [6%], zas 6?} = { L (Z’]> - (ké)l)
dim M,,sn(K) =m-n
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Przyklad 6.2.29. Baza M,(R) jest uklad (Eiq, Eia, Ea1, Fas), gdzie

10
EH:{O O}>E12:{

Dla dowolnej macierzy A = [ i 2 } mamy A = aFEy; + bF15 + cFEo + dEas.

[0 1]

Twierdzenie 6.2.30. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas W jej podprzestrzenia.
Wowezas

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (b, . . .
dla kazdego v € V istnieja skalary a,..
Mozna uzasadnié, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary aq, ..

1) W#£V = dimW <dimV,

ii) dmW =dimV <oo = W=V,

jednoznacznie.

Definicja 6.2.31. Skalary aq,..

wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, . ..

Przyklad 6.2.32. R* = (R3 +,R, ), B = BB} - baza kanoniczna,
B' = (b, by, b;) inna baza, gdzie b}

Oén]B.

(4,2,1),b, = (—5,2,3),b5 = (1, 3,0)

Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne 0] w bazie kanonicznej.
UMOWA: Piszemy b} = (4,2,1) zamiast by = [4,2, 1]p.
Ponadto 0] = [1,0,0]p.

Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'.
Niech v = [«, 8,7]p, tzn. v = ab| + BV, + yb,. Otrzymujemy
(=3,15,7) = «(4,2,1) + 8(—5,2,3) +v(1,3,0) = (4o — 58 + 7, 2a + 20 + 37, + 33).
Aby wyznaczy¢ wspotrzedne «, 3,7, nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan
-5

SO OO - = IN

4
2
1

W

S = W

| = [
= O W W b Ut

2

w

—_
_ = O

—_

O W= O W

0

|
—
[\

|
—_
—_

w
w Ot

o -3
6| = 15
0 7
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30
4 3| 1| i
17 1| -31

3 7
1 11 | 35
0 —188 | —564

= U= [1,2,3]3/

, b jej baza uporzadkowana. Wowczas
.a, € K takie, ze v = a1by + ... 4+ aub,.
. (v, S8 wyznaczone

.o, € K takie, ze v = ayby + ... + a,b, nazywamy

1 3
0 16
0 —17

1
~ 188 W3
—_—

0
—12
1

7
—4
-31



Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema
bazami. Woéwczas istnieja skalary oy; € K, 4,5 € {1,2,...,n} takie, ze

bll = Ozllbl + Ozglbg + ...+ O-/nlbn

b/2 = a1261 + O./ggbg + ...+ Ckngbn

b;,L = alnbl -+ Oégnbg + ..o+ annbn
Definicja 6.2.33. Macierz P € M,,(K) postaci

11 12 ... Oqp

o1 (oo ... (Qop
P =lay] =

Ap1 po ... Opp

nazywamy macierzq przejScia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem Pg_.p.

Macierz przejscia Pg_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’
sg liniowo niezalezne.

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by, ..., b,) oraz B’ = (b),..., b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_.5.

Twierdzenie 6.2.34. Niech v € V, v = [zy,...,2,]g = [2],...,2)]s. Wowczas X =

rrn

Ty x)

! . xz / IIQ
PX' gdzie X = ], X' = )
/

T x;,

Przyklad 6.2.32 - ciag dalszy
R3 = (R?, +,R,-), B = B3} - baza kanoniczna,
B' = (b}, by, b;) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (=5,2,3),b5 = (1,3,0)

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 -5 1
P=Pg p=|2 23], X' =P1X =2
1 30
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P! = ﬁ -3 1 10 [ i obliczamy
-4 17 —-18
9 -3 17 -3 1
X=+]1-3 1 10 15 | = 2
—4 17 —18 7 3
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Przyklad 6.2.35. Rozwazmy przestrzen Rq[z| oraz jej dwie bazy
B=(1+zz+2%1+2%), B =(1,1+z,1+x+ 2?). Wyznaczmy macierz Ps_p .

1 =[oq,f1,m)s = ar(1+2)+fi(z+2)+ 7 (1+2%) = (a1 +m)+ (a1 + Bz + (B +7)2”

ap+91 =1
Stad ¢ a1+ B =0 iostatecznie o = 3, f = —1, 4 = 1.
Pr+mn=0

Latwo zauwazy¢, ze 1 + = = [, 52,725 = [1,0, 0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ x + 2% = [as, B3, 73]5
1

N[00 | =0 | =

i otrzymujemy Pg_.p =

o O

N[00 | =0 | =

Twierdzenie 6.2.36. Niech V' bedzie przestrzenig liniowa skoriczenie wymiarows, zas
B,B',B" jej bazami. Woéwczas

-1
i) P = (PBHB’> :

ii) Ps_p - Ps_r = Ps_pn.
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech V = (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
tym samym cialem K.

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki
i) wlasnosé¢ addytywnosci Yu,v € V. o(u+v) = p(u) ® ¢(v)
ii) wlasnos¢ jednorodnosci Vo € V- Va e K ¢(a-v) =a © ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzent lintowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe
i) Vu,v eV Vo, e K gla-u+p-v)=a®pu)d B0 )

i) Yoy, ...,v, €V Vay,...,ap € K
olag v+ ...t ay-v) =a1©p(v) ... 0 a, ® p(vy,)

Dowdd. 1)= ii) Jesli ¢ jest liniowe, to wowczas p(a-u+ - v) = p(a-u) & p(f-v) =
a®e(u)®p e p) dla dowolnych u,v € V, o, f € K.

ii) = i) Przyjmujac @« = § = 1 otrzymujemy wlasnos¢ addytywnosci, za$ przyjmujac
a =0, # 0 otrzymujemy wlasnosé jednorodnosci.

ii)< iil) Wystarczy przeprowadzi¢ dowod indukeyjny. [

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V- w W oznaczamy L (V, W)
lub Homg (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+,K,-) oraz W = (W, +, K, -), to znaczy
uzywamy tych samych symboli dla dziatann w przestrzeniach V i W, mimo ze sa to rézne
dziatania.
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Przyktad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe?
1) ¢ : R =R, p(z) = ax, gdzie a € R ustalone

Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych o € R, 1, x5 € R mamy
olar) = alazr) = alar) = ap(z) oraz
P(x1 + 32) = a(z1 + 22) = az1 + azz = p(21) + @(22).

2) o : R — R, p(xr) =axr+0b, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
e(1+1)=9(2) =2a+b# p(1)+ (1) = (a+b) + (a +b) = 2a + 2b.

3) ¢ : R? — R? symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz ¢(x,y) = (z, —y), zatem dla dowolnych o € R, (z,9), (x1,91), (v2,y2) € R?
¥ (Oé(l’,y)) = (10(051'7 Cky) = (Oéx> —Oéy) = CK(LE, _y) = 0590(1)7?» oraz
‘p((xhyl) + (37273/2)) = p(x1+ 29,1 +y2) = (21 + 22, — (Y1 +y2) = (1 + 22, —y1 —Y2) =

(1, =y1) + (22, —y2) = w(T1, Y1) + ©(T2, Y2).
Odwzorowanie jest liniowe.

4) ¢ : R =R p(x,y,2) = (x —y+ 2,2y + 2+ 1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L=o(a(z,y,2)) = plaz, ay,az) = (azr — ay + az,2ay + az + 1)
P=ap(x,y,z) =alr —2+4+2,2y+ 2+ 1) = (ax — ay + az,2ay + az + a)
Na ogot L # P. Mozemy podaé¢ kontrprzyktad

¢(5-(1,0,0)) = ¢(5,0,0) = (5,1) #5-¢(1,0,0) =5 (1,1) = (5,5)

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, ¢, d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R® — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, ¢, d, e, f,g,h,j €
R takie, ze p(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, 9z + hy + jz).
Przyktad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ry[z] — R;[z], dane wzorem
e(p)(x) = (3 —x)p"(x) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?

Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy

e(p+q)(z) = B3—2)(p+q)"(x) +4(p+q¢)'(z) = 3—z ( x)+q" (2 )>+4<p’(96)+(/(w)) =
(=2 (@) + (@) + (3= 2)"(@) +4¢(1)) = ¢(p)(@) + p(a) @),

dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + ¢(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], @ € R mamy
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p(ap)(r) = (3—z)(ap)’(z)+4(ap)(z) = 3—z)a-p"(r) +da-p'(z) = a- <(3 —x)p"(z) +

4p’(x)> =« - ¢(p)(z). dla dowolnego x € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).

Niech V = (V,+, K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to woéwczas
i) ¢(0v) = Ow,
i) Yo e Vo(—v) = —p(v).

Dowdd. 1) Poniewaz Oy + ¢(z) = ¢(z) = p(x +0y) = ¢(x) + ¢(0y ), zatem ¢(0y) = Oy .
ii) Na mocy i) dla dowolnego v € V mamy Oy = ¢(0y) = (v —v) = p(v) + p(—v). Stad
p(—v) = —p(v). O

Whniosek 7.1.8. Niech ¢ : V' — W. Jesli ¢(0y) # O, to ¢ nie jest liniowe.

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 7.1.7 1) na mocy prawa kontrapozycji. [

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem
f(0)=5#£0.

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli p jest injekcja,
ii) epimorfizmem, jesli o jest surjekcja,

iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,

A%

)
)
iv) endomorfizmem, jesli V.= W,
) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,
)

vi) formg liniowq, jesli W = K.

Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie baza przestrzeni V oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektoréow. Wowcezas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe
p € L(V,W) takie, ze ¢(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.

Dowadd. Dla dowolnego v € V istnieja aq,...,a, € K takie, ze v = a1b; + ... + apb,.
Poniewaz ¢ jest liniowe, zatem ¢(v) = p(ai1by + ...+ anb,) = a1p(by) + ... + anp(b,) =
oWy + . ..+ aw,. Zatem ¢ jest okreslone na calej przestrzeni V' w sposéb jednoznaczny.
OJ

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w petni okresli¢ odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréow bazowych przestrzeni

V.
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Przyklad 7.1.13. Podaj wzor odwzorowania liniowego ¢, jesli
¢ Ro[z] — Ryfz], @(a*+2)=6x+10, ¢(x—1)=4, ¢(22)=S8.

W przestrzeni wektorowej Ry[z] bazg standardows jest B = (1, z, z%). Mamy
o(x? 4+ z) = p(2?) + o(z) = 62 + 10
p(r—1) =p(x) —p(1) =4
©(2z) = 2p(x) =8

Stad o(z) =4, ¢(1)=¢(x)—4=0, ¢(z*) =6x+ 10— p(x) = 6z + 6.

Dowolny p € Ry[xz] jest postaci p(z) = az? + bx + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
o(az? 4+ bx + ¢) = ap(x?®) + bp(x) + cp(l) =a- (6 +6) +b-4 + c-0 = 6ax + 6a + 4b.

7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, ).

Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : p(v) = Oy } C V nazywamy jedrem odwzorowania
liniowego ¢ i oznaczamy Kerp.

i) Zbior {fw € W : Jv € V) = w} = {p) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Ime lub ¢(V).

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imyp
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerp oraz Oy € Imgp. O

Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Keryp jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbiér Imy jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni W.

Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)

i) ¢ jest injekcja < Kerg = {0y},

ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Definicja 7.2.5. Jesli dimImy < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania
liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy r(p) lub rank(ep).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).
Wowczas

r(¢) + dim Kerp = dim V.

Bez dowodu. Dowdd mozna znalezé w [4].

Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dim Imp < dim V.
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Przyklad 7.2.8.

p:R' =R’ o(r,y,zt)=(@+y+z+2tx—y+z+6t0+y—z—4t)

Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci ¢.

THy+24+2t=0

o(x,y,2,t) =(0,0,0) & ¢ x—y+2+6t=0
r+y—z—4t=0
1 1 1 210 1 1 1 210 ) 11 1 210
1 -1 1 6/0] 210 -2 0 4025|010 —2/0 |2
11 -1 —4/0] ™™ o 0 -2 —6/0] =2 |00 1 3]0
(110 —10] 100 —1]0 .
010_20—“_1@010_20$i:t3t
001 3|0 ] 001 3|0 L ER
Kerp = {(—t,2t,-3t,t), t € R} =lin{(-1,2,-3,1)}
Uktad {(—1,2,—-3,1)} jest baza Kery oraz dim Kerp = 1.
Zatem ¢ nie jest monomorfizmem. Ponadto
r(p) = dimR?* — dim Kerp = 4 — 1 = 3 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Stad Imy = R3. Mozna to réwniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
o(x,y, z,t) = z(1, ,1) + y(l —1,1)+2(1,1,-1) + (2,6, —4)
Imy = lin{(1,1,1), (1,—1,1),(1,1,-1),(2,6,—4)}
1 1 1 1 1 1
r } _1 _} = 8 _3 _(2) =3 = Imyp = lin{(1,1,1),(0,-2,0), (0,0, -2)}
2 6 —4 0O 4 6
Uktad {(1,1,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep.

Imp C R? A dim Imep :3:dlmR3 = Imp = R3.

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami

+: L(V.W) x L(V,WV) — L(V.W),

okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(x) + g(z), («
jest przestrzenia liniowa nad cialem K.

LK x L(V,W) — L(V, W)

(@) = a- f(z),

Twierdzenie 7.3.2.
LU, W).

i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas go [ €

ii) Jesli f € L£(V, W) jest bijekcja, to f~1 € L(W,U).
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Oznaczmy przez Autg (V) ={f € Lx(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich automorfizmow
przestrzeni liniowej V.

Whniosek 7.3.3. Zbior Auty (V) wraz z dziataniem skladania odwzorowan jest grupa
nieprzemienng.

Grupa Autg (V') bywa tez oznaczana symbolem G L(V') i nazywana petng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyktad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R — R? dane wzorem
o(x1, 29, 23) = (1 + To + T3, T3 + T3, 11 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoriczenie wymiarowymi nad ciatem K.
Niech By = (bl, e ,bn) oraz By = (01, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W.

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowania liniowego o w
bazach By, By nazywamy macierz A € M,,x,,(K), ktorej kolejne kolumny to wspotrzedne
wektorow ¢(by), ..., ¢(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

Przyktad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R?* — R?,  o(x,y,2) =
(3x,2y + z), gdy rozwazamy

a) w R? i R? bazy kanoniczne

£(1,0,0) = (3,0, 0(0,1,0) = (0,2), ¢(0,0,1) = (0,1), M, (B?, B2) = {3 0 0}

0 2 1
3007 [ 3
021 z T2+
b) bazy B = (by = (1,2,0),b, = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0, 1))

Qo(bl) = 90(17 2, O) = (3’ 4) = [ala 51}& (37 4) = e + fiey = (ala 2001 + 51)7
= o = 37B1 = _27 SO(bl) - [37
@(b2) = ¢(1,1,1) = (3,3) = [, B2]c, (3,3) = ey + Pacy = (a2, 200 + 3o
= Qg = 3,62 = —3, <,0(b2) = [3,
Qﬁ(b3) = QO(O, 0, 1) = (0, 1) = [043, 63}6, (3,4) = (3C1 + ﬁgCQ = (()[3, 20[3 + B3)
= (3 = 0,ﬂ3 =1, (,D(bg) = [07 1](;

_Q]C
_3](3

M@(B’C):[ 3 3 0]

-2 =31

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od
wyboru baz.
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Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R” — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,»,(R) taka, ze

T
X2

V(zy,...,z,) €ER" p(z1,...,2,) = A
Tn
Wowcezas A = M, (B, BYY).
Przyktad 7.4.4. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — My(C), f(az +

B) = aA+B1,, gdzic A — [ 2? 4£

(Cylz], +,C, ) oraz (My(C),+,C, ).

; } , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni

Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + f.
Rozwazamy baze B = (1, z) przestrzeni C, [z] oraz baze C = (EH, Eis, Eoy, Egg) przestrzeni
M5 (C).

10

J=0- A+t n=n=| g | =100
f(2)=1-A40-L=A=[2+i,1,3,4— i

dime Cy[2] = 2, dime Mo(C) =4, = M;(B,C) € Myyx2(C), M¢(B,C) =

_ o O
—

Twierdzenie 7.4.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech
By = (bl, . ,bn) oraz By = (01, . ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.
Niech ¢ € L(V,W) oraz A = M,(By, Bw). Oznaczmy

I Y1
x=| 7 v=| 7.
Tn Ym
gdzie v = [z1, ..., TulB,, W = [Y1, .., YmlBy - WOWCZaS

plv)=w < AX =Y.

Uwaga 7.4.6. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w
petni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem bada¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whiosek 7.4.7. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By. Ponadto rank(y) = rankA.
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Whniosek 7.4.8. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 7.4.5. Woéwczas
i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m,
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n.

Dowdd. i) ¢ jest epimorfizmem < Imp =W < dimImp = dim W = m.
ii) ¢ jest monomorfizmem < Kerp = {0y} < dimKery = 0. Na mocy twierdzenia o
rzedzie dim Kerp = n — dim Imgp, zatem Kerp = {0y} < r(A)=n. O

Przyklad 7.4.2 - ciag dalszy
Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B;, Bi) oraz za pomoca
M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?

300 3 30
3 132 r_ _
Oznaczmy A = M, (B;, B;) = [O 9 1}, A= My(B,C) = [ 9 _3 1}

1 1
3 00 3

Al 2| = 2 | =

2 =hea] |2 ]=]7)
Sprawdzenie ¢(1,2,3) = (3-1,2-2+2) =(3,7)
(1,2,3) = 1(1,2,0) 4+ 3(0,0,1) = 1 - by +2- by = [1, 0, 3]

1 1

3 30 3

A1 0| = 0| =

3 { -2 =31 } 3 ] [ 1 ]
Stad ©(1,2,3) = [3,1]¢c = 3¢1 + 2 = 3(1, )—i—( 1) =(3,7) .

=r(A’) =2 = dimR? zatem ¢ jest epimorfizmem.

Dodatkowo zauwazmy, ze r(A)
Ponadto dimKerp =3 —2 =1, wiec ¢ n Jest monomorﬁzmem.

E

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech a € K, f,g € L(V,W) oraz A = M¢(By, Bw),
B = My(Bv, Bw).

Twierdzenie 7.4.9. Przy powyzszych zatozeniach
A+ B = Mf+g(Bv, Bw> oraz oA = Maf(Bv, Bw>

Twierdzenie 7.4.10. Jesli dim V' = dim W, to wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.
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Whiosek 7.4.11. Niech f € L(V, W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = My (By, By ).
Wowezas A~ = My-1(Bw, By).

Dowdd. Jesli f jest izomorfizmem, to Kerf = {0y}, skad dimV = dimW. Na mocy
twierdzenia 7.4.10 mamy detA # 0. Zatem istnieje A™!, skad AX =Y & X = A7Y.
Il

Twierdzenie 7.4.12. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skoiiczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V),
g€ L(V,W) oraz A= M¢(By,By), B= M,(By,Bw). Wowczas

B A= M (By,By).

Przykltad 7.4.13. Dane sa odwzorowania liniowe

R > R? f(r,y,2) = (v —y+ 2,2y + 2),

g:R>—=R? g(x,y,2) = (x — 32,2 +y),

h:R? —R2% h(z,y) = 2z +y,x—y).

Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania
p=2h"toh ™ o(f+g)ioblicz p(1,2,3).

1 -1 1
fr R3 - R2 = Mf = Mf(Bi,B;%) € M2X3(R)7 Mf = 0 2 1
9: R = R? = M, := M(B},B}) € Max3(R), M, = [ i (1) _g ]

2 -1 =2

Czy h jest odwracalne?

hiR2 R = M; = M;(B2 B2 € My(R), M, = [ ? . }
detMy = —3 # 0 = h jest odwracalne )
My = My (B2, B2) € My(R), My = (M) =1 { bl
p:R*—>R?* = M, := M, B,z’, B?) € Myy3(R) ]
e 1 B

p(x,y,2) =7

3x — by — oz
2{ ] p(x,y,2) = 3z — Ry — Pz, 22+ 2y — 2)

3z + 16y — 72

)=

1 1

3 -5 —5 —22
_2 _> _ (a1
_9[3 16 7} 2 9{ 56};““1’2’3) (=5.%)

BS)

—~

—_

1 pOT
W o 8
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7.5 Zmiana baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy

vs By oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W. Niech P = Pg, .5, Q = Pp,, .p;, oraz
A= M,(By,Bw), A" = M,(By,, By,). Wowczas

A'=Q AP

Dowdd. Poniewaz X = PX',Y =QY', AX =Y, AX' =Y’ zatem QY =Y = AX =
APX' = Y' = (Q'AP)X'. O

Przykltad 7.4.2 raz jeszcze

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz,
wyznaczymy macierz ¢ @ R® — R?  o(x,y,2) = (32,2y + z) w bazach B = (b1 =
(1,2,0),b0 = (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0,1)).

A=MEE) = | oy | A =m0 =

1 1 0]
P=Py s=]210 ,Q—PBM—[; ?] 1={ ; (1)]

01 1|

- 1 10
1 0 3 0 0 3 3 0

! __ —1 _ _
A=0 AP_{—2 1_[0 2 1] g } (1) —[—2 -3 1]

Uwaga 7.5.2. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowa, zas B3 oraz
B’ jej dwiema bazami. Wowczas macierz przejScia Pg_.p jest reprezentacja macierzows

odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z baza B’ w przestrzen V z
baza B.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B = (by,...,b,). Wowczas
ld(bll) = bll = a11b1 + ...+ anlbl
o , skad Pg_p = My(B',B). O
id(b),) = b = aniby + ...+ apby

81



Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu

Niech V' = (V,+,R,-) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy
End(V) = L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy réwniez operatorami liniowymi.

Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+, R, -) wraz z dzialaniami dodawania

odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowa

wymiaru n?.

ii) Zbior End(V) = (End(V), +, o) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzorowari
ma strukture pierscienia nieprzemiennego.

iii) Va e R Vf,g€ End(V) a-(fog)=(a-flog=fo(a-g)

Dowdd. 1), ii) Wynikaja z twierdzen 7.3.1 oraz 7.3.2.  iii) Wynika z odpowiednich zwiazkow
dla macierzy odwzorowan f,g, fog,af, ag. U

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko p-niezmienniczq, jezeli

e(U)C U, tzn. YueUepu)el.

Przyklad 8.1.3. 1) Niech V =R? U = {(0,0,t) e R®: t € R}, p(x,y,2) = (—y,z, 2)

Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7 wokoét osi Oz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,t) € U i U jest p-niezmiennicza.

2) Niech V, ¢ € End(V) dowolne, U = Kerp

Niech u € U, wowczas ¢(u) = Oy. Oczywiscie Oy € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest p-niezmiennicza.
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Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V i dla dowolnej podprzestrzeni U C V, mamy
e(U) C V.

Gdy U jest @-niezmienncza mamy ¢(U) C U, zatem restrykcja ¢|ly : U — U, czyli
oly € End(U).

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa. Niech ¢ € End(V).

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € R nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli
istnieje niezerowy wektor v € V' taki, ze p(v) = Av. Kazdy taki wektor nazywamy
wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym warto$ci wtasnej .

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wlasnych
i odpowiadajacych im wektoréw wtasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(yp) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

Przyklad 8.1.5. Niech V = C>*(R,R) oraz ¢ = %, tzn. dla dowolnego f € V mamy
o(f) = % = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wlasng
operatora %. Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

g R =R, gy(z) = a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R,R).

Ponadto ¢(g\)(x) = a - (e**) = ale?® = Aa - ) = A\gx(x). Zatem gy jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Stad Spec(p) = R.

Uwaga 8.1.6. Kazdy wektor wlasny odpowiada doktadnie jednej warto$ci wtasnej.

Dowdd. Przypusémy, ze dla danego endomorfizmu ¢ € End(V) istnieja A, A2 € R oraz
v €V, v # 0y takie, ze p(v) = \v = Agv. Wowcezas Oy = p(v) — p(v) = Mv — Agv =
(A1 — Ag)v. Poniewaz v # Oy, zatem A\ — Ao = 0, czyli Ay = Ay, O

Przyklad 8.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o§ Oz. Rozwaz
zagadnienie wlasne dla operatora .

Zauwazmy, ze p(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie
sytuacje:

1) A =1, ¢(v) =v, gdy v || Ox, czyli v = (v,,0)

2) A2 =0, p(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,)

A Y 2 Y

x ¥
x Y
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Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V,
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V) w tejze bazie bedzie diagonalna.

Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektorow wtasnych .

Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dziatania mnozenia i potegowania, co
odpowiada sktadaniu i iterowaniu endomorfizmow.

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Niech ¢ € End(V) oraz A\ € Spec(p).
Oznaczmy przez F) zbior wszystkich wektoréow wlasnych odpowiadajacych wartosci wlasnej
A, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem

Ey={veV: ) =}

Twierdzenie 8.1.8. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

ii) Zbior E) jest podprzestrzenia p-niezmiennicza.

iii) E) = Kert, gdzie v = ¢ — A - idy.
Dowdd. 1) Dla dowolnych v,w € E), o, € R mamy ¢(av + fw) = ap(v) + fo(w) =
alv + frw = A av + pw), czyli aw + fw € Ej.
ii) Na mocy i) jesli v € Ej, to ¢(v) = A € E).
iii) p(v) = Av < ) —Av =0y < ) —A-idy(v) =0y < (¢ —A-idy)(v) = Oy
O

Definicja 8.1.9. Przestrzen wektorowa F\ nazywamy podprzestrzenig wtasng endomorfizmu
v, odpowiadajaca warto$ci wtasnej .

Uwaga 8.1.10. Na mocy uwagi 8.1.6 otrzymujemy \; # Ay = FE), NE,, = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V'), mozemy badacé jego restrykcje ¢ By, € End(Ey,)
na podprzestrzenie niezmiennicze E),, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.11. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa oraz niech ¢ €
End(V), A € R. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w dowolnej ustalonej bazie
przestrzeni V. Wéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A € Spec(yp)

ii) Ker(¢ — A -idy) # {0y}

iii) det(A — AT) =0
Dowdd. 1) < ii) Jesli X € Spec(p), to istnieje v € V, v # Oy taki, ze p(v) = v,
czyli Oy = ¢(v) — Av = (p — A -idy)(v). Stad v € Ker(p — A -idy). I odwrotnie, jesli
Ker(p — A -idy) # {0y}, to istnieje v € V, v # 0y taki, ze (¢ — A -idy)(v) = Oy, czyli
o(v) = M.
ii) < iii) Niech v € V oraz niech X oznacza kolumne wspotrzednych wektora v w ustalonej
bazie przestrzeni V. Niech A bedzie macierza ¢ w tejze bazie. Wowcezas p(v) = v <
AX = \X & AX—-)X = 0. Uklad jednorodny (A—AI)X = 0 ma niezerowe rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy gdy det(A — A[)=0. O
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Whiosek 8.1.12. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie bazg przestrzeni V
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,22,...,%,]p jest wektorem
wlasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej \ wtedy i tylko wtedy, gdy

T
)

(A=—A)X =0, gdzie X =

Tn

Twierdzenie 8.1.13. Wartosci wtasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru
bazy przestrzeni V.

Dowdd. Niech B, B’ beda dwiema réznymi bazami przestrzeni V. Niech A = M, (B, B),
A = M,(B.B') oraz P = Pg_p. Na mocy twierdzenia 7.5.1 mamy A" = P~'AP.
Ponadto det(A’ — M) = det(P~'AP — \I) = det(P~'AP — AP7'IP) = det(P*(A —
A)P) = det(P~')det(A — A)det(P) = det(A — X ), bowiem det(P~!) = O

" detP-

Definicja 8.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy
wielomian x, € R[t] postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanie x,(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu x,, nazywamy pierwiastkamsi
charakterystycznymi odwzorowania .

Uwaga 8.1.15. i) Rzeczywiste pierwiastki charakterystyczne wielomianu y,, to doktadnie
warto$ci wlasne endomorfizmu .

ii) Na mocy twierdzenia 8.1.13 wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

iii) Jesli dim V' = n, to wowczas deg x, = n.

Niech A € M, (R).

Definicja 8.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian
Xa € RJt] postaci x4(t) = det(A — tI). Rownanie x 4(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy rzeczywisty pierwiastek wielomianu x 4 nazywamy wartoscig wtasng macierzy
A. Zbior wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy symbolem Spec(A)
i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor x = (1,2, ..., x,) € R" speliajacy rownanie
L1
T2
AX = )X, gdzie X = o,

Ln

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wtasnej \.
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Uwaga 8.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) sa identyczne z
wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R), bedacej reprezentacja macierzowa
odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R”.

Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz
A € Spec(p).

Definicja 8.1.18. i) Krotnos¢ ky liczby A\ jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim E podprzestrzeni wlasnej F) nazywamy krotnosciq geometryczng wartosci
wlasnej A.

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace
sie z n roznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem prostym.

Twierdzenie 8.1.19. Niech ¢ € End(V') , A € Spec(yp) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

1) 1 S dlIIlE)\ S ]{J)\,
ii) dim £y = dim V — rank(A — \I).

Szkic dowodu. 1) Jesli A € Spec(p), to istnieje v € V', v # Oy taki, ze v € E), zatem
1 < dim FE). Rozumowanie uzasadniajace, ze dim E\ < kj, mozna znalez¢ w [4].

ii) Poniewaz E) = Ker(¢ — A -idy ), zatem

dim Fy =dimV —dimIm(¢ — A -idy) = dim V —rank(A — A\I). O

Przyktad 8.1.20. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu
pe End(R3)> QD(Z’,y,Z) = ($+2y72y,—21’—2y—2)

Okresl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie
wlasne i wymiary tychze podprzestrzeni.

1 2 0
A=MB.BY=1] 0 2 0
-2 -2 -1
1—t 2 0
xa(t) = xo(t) =det(A—th)=| 0 2—t 0 |=0-1t)2-1t)(-1-1)

—2 -2 —-1-t
Spec(p) = {1 =1, 2 =2, A3 = —1}, ky = ky = k3 = 1 widmo proste

E,,=FE_ ="
x 0 2 20 T 0
(A=) X =0 & (A+) |y |=]|0]| & 0 30 y|l=10
z 0 -2 =20 z 0
20+2y =0
& 3y =0 =zrz=y=0,2€R
—2r—2y =0
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Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sa postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}.
E_1 ={(0,0,2): z€ R} =1in{(0,0,1)} orazdimFE_; =1
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.19 ii), mozemy obliczy¢

2 20

dmFE_; =dimR* —r(A+1)=3—r 0 3 0]|=3-2=1

-2 =20

Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia 8.1.19 i) mamy
1 <dim E), < k3 = 1, zatem dim E), = 1.

Analogicznie wyznaczamy E), oraz F),. Z gory wiemy, ze dim E, = dim F,, = 1

8.2

Diagonalizacja

Twierdzenie 8.2.1. Wektory wtasne operatora liniowego ¢ € End(V) odpowiadajace
roznym warto$ciom wilasnym sa liniowo niezalezne.

Bez dowodu. Dowdd mozna znalezé w [4].

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa n-wymiarowa oraz
niech ¢ € End(V).

i)

ii)

iii)

Jesli ¢ ma widmo proste Spec(p) = {A1,..., A}, to wektory wlasne vy, ..., vy,
gdzie v; odpowiada \;, dla i € {1,2,...,n}, tworza baz¢ przestrzeni V.

Jesli wektory wlasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace
roznym wartoSciom wlasnym) tworza baze przestrzeni V oraz ¢(v;) = \wv;, dla
i€ {1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna

A 0 0 ..o 0

0 X 0 ... 0

0 0 e A

Jesli wielomian charakterystyczny x, rozklada si¢ na czynniki liniowe
Xo = (= M)"(t—X)" (= N\,

(tzn. \; # Nj, gdy @ # j oraz ky + ks + ... + k, = n) i ponadto k; = dim E),, dla
i€ {1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wlasnych
endomorfizmu .

Dowdd. 1) Wynika z twierdzenia 8.2.1.

ii) Jesli B = (vq,...,v,) jest baza oraz p(v;) = A\wv;, to wowczas ¢(vq)
[A1,0,0...,0]5, p(va) = Avy = [0,X2,0...,0]5,...,0(v,) = A\, = [0,0..

= )\1’01
< Oa An]B?
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skad D = M, (B, B).

iii) Rownosé k; = dim F), oznacza, ze jesli \; jest k;-krotnym pierwiastkiem wielomianu
Xy, to istnieje k; liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych odpowiadajgcych A;. Z kolei
fakt, ze x,, rozklada si¢ na iloczyn czynnikow liniowych, implikuje rownosé¢ dim Ey, +. ..+
dimE),, =n=dimV. 0O

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy
istnieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza
diagonalna.

Whiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wlasnych .

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.5. Macierz A € M,,(R) nazywamy macierza diagonalizowalng, gdy istnieje
macierz nieosobliwa P € M,(R) taka, ze macierz P~'AP jest diagonalna. Mowimy
wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Whniosek 8.2.6. Macierz A € M,(R) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje baza przestrzeni R” zlozona z wektoréw wlasnych A.

Dowdd. Niech B bedzie pewna baza przestrzeni V oraz niech A = M, (B, B) , dla pewnego
¢ € End(V). Zalozmy, ze istnieje baza B’ przestrzeni V| zlozona z wektorow wtasnych
¢. Oznaczmy A" = M,(B',B'). Wowczas A’ = D = P7'AP, gdzie P = Pg_p. 0O

Z uwagi na zwiazek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sg prawdziwe dla macierzy.

2 -3

Przyktad 8.2.7. Czy A = [ .1

} € M5(R) jest diagonalizowalna?

2t -3
XA(t):‘ : 1_t‘:(2—t)(1—t)+3:t2—3t+57£0.

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

Przyklad 8.2.8. Czy ¢ € End(R3) taki, ze ¢(1,1,1) = (=1,—1,-1), ¢(0,1,1) =
(0,1,1), ©(0,0,1) = (0,0,2) jest diagonalizowalny?

Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wlasne
)\1 = —1,1}1 = (1, 1, 1), )\2 = 1,2}1 = (O, 1, 1), )\3 = 2,’01 = (0,0, 1)
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 i), operator ¢ jest diagonalizowalny.

Przyklad 8.2.9. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem
o(x,y,2) = (3x +82,3x — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?
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A=M,BLB)=| 3 -1 6
-2 0 =5
3—1 0 8
A= 3 —“1-t 6 |=(-1-(-1)* 3__; —58—75’:
—2 0 -5 —t
=—(1+t)(1+2t+t*)=—(1+1¢)?
Spec(p) = {1 = —1}, ky =3
x 0
Exy=E :1={v=(z,y,2): (A+D) |y | =101}
z 0
4 0 8
dmE  =3—r(A+I)=3—7| 3 0 6|=3-2=1#£k =3
-2 0 -4

Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R3 zlozona z wektoréw
wlasnych .

Whiosek 8.2.10. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz
niech ¢ € End(V'). Niech B bedzie ustalong baza przestrzeni V. Jesli wektory wlasne

v ..., v, odpowiadajace wartosciom wlasnym Ay, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworza
baze C = (v1 . ,vn) przestrzeni V| to woéwczas dla dowolnego r € N
A0 0 ... 0

0 A O ... 0
M, (B,B) = PD"P~', gdsie P=Ps.c, D=| .

0 0 AU

Dowdd. Niech A = M,(B,B), D = M,(C,C) oraz P = Pg_.c. Wowczas A" = M, (B, B
oraz D" = M, (C,C). Ponadto D = P~'AP, skad A = PDP~! oraz A" = (PDP~')" =
(PDP~Y(PDPY)...(PDP~Y) = PD(P-'P)D...(PP)DP ' = PD'P~'. [

.

Vv
r—razy

Przyktad 8.2.11. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie wtasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow

wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
Oblicz ¢'1(1,2,3).

0:R* =R  o(r,y,2) = (4o — 2y + 22,22+ 22,y + 2 — )

4 -2 2
A=M (B BHY=1] 2 0 2
1 11
4—t -2 2 4—t -2 2 4—t -2 0
xal)=| 2 —t 2 |"E"| 0 2-¢ 4—2¢|BE) 0 2-t -3t |
~1 1 1-—t ~1 11—t ~1 12—t
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4—t 2—1t 0
0 2—t 6-3t|=A—-t)2-1t)?-32-t)?=(2-1)*1—1)
—1 0 2—t
Sp€C(p = {)\1 = 1)\2 = 2}, ]{71 = 1, k’Q = 2, d1mE1 = 1, 1 S lelEQ S 2
© bedzie diagonalizowalny, jesli dim Fy = 2 = ks.

2 =2 2
dmFy=3—-r(A—-2[)=3—r 2 =2 2| =3-1=2,
—1 11

zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Wyznaczymy baze ztozona z wektoréow wtasnych. Rozwazmy A\; = 1.

T 0 3 —2 2 T 0
A-D|y|=]0| < 2 -1 2 y|l=10
z _0 —1 1 0 z 0
3 =2 210 ] 1 -1 0]0 1 -1 010
2 -1 20| =1]3 —22/0|®22 10 120
-1 1 0[0 2 —1 20 ™™ o 1 2|0
r—y =0

Y42z =0 = r=y=-2z,2€R

By ={(—-22,—-22,2): z € R} =lin{(-2,-2,1)}

Rozwazmy Ay = 2.

T 0 2 =2 2 T 0
A=2)|y |=1]0] < 2 =2 2 y | =10
z 0 -1 1 -1 z 0

—x+y—2=0=z=y—z,z,y€R
Ey ={(z,y,y —x): z,y € R} =1in{(1,0,-1),(0,1,1)}
Baza wektorow wlasnych C = (vl =(—2,-2,1),v9 = (1,0,—1),v3 = (0, 1, 1))

100 -2 10
D =My(C,C)=| 0 2 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgs_c= | =2 0 1
0 0 2 1 -1 1

Obliczymy ¢'%1(1,2, 3) na dwa rézne sposoby.
METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a, b, c|c.

1 a a 1
Wowezas | 2 | =P | b |,skad | b | =P 1| 2
3 c c 3
1 -1 1
Obliczamy P™' = | 3 =2 2 | oraz v = [2,5,6]c.
2 -1 2
2 1 0 0 2 2
DlOl 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101
6 0 0 2t 6 6 - 2101

P (v) = [2,5- 2191 6. 210, = 20y + 5 - 2100y + 6 - 2100y =
= (—4+5-2100 4. 2100 24 l0n)
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METODA II: Obliczamy

1 1 -2 10 1 0 0 1 -1 1 1
AL 2 | =ppiOitp=l 1 21 = -2 01 0 201 0 3 =2 2 2| =
3 3 1 -1 1 0 0 2t 2 -1 2 3
3.2101_2 2_2102 2102_2 1 _4_’_5.2101
2102 -9 2 _ 2101 2102 -9 2 — —4—-6- 2101
1— 2101 —1 + 2101 1 3 2 + 2101

Przyktlad 8.2.12. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu f i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprzestrzeni.
Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wlasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

f e Bnd(My(R)), f(A)=A+ AT

10 0 1 00 00
B=<E11:[O O],Em:[o O}’Eﬂ:[l O}7E22={0 1])bazaM2(R)
1 0] [1 0] [2 0]
JED=10 1] o 1|01
o 1] [oo] [o 1]
ﬂEm”‘_o o] 10710
o 0] [o 1] [0 1]
f<E21)__1 o] Tloo] |10
0o 0] [oo0o] [0 0]
ﬂE””‘_o 1] o170 2]
2000
0110
A=MB.B) =1, 1 1
00 0 2
1—¢ 1 0 L1
xpt) =det(A—¢tl) = 2-t)| 1 1—t 0 |=(2—1)? ‘:(2—
0 0 2-¢ L 1=t

21—t —1) =202 —2t) = —t(2—t)
Spec(f) = {)\1 = O, )\2 = 2}, k’l = 1,l€2 = 3, dlmE() = 1, 1 S dlmEg S 3

E)\l = EO = Ker(f) = {B € MQ(R) . B + BT = O}

NiechB:[‘CZ Z},gdziea,b,c,dER.
2a =0
B+BT'=0 & [Z 2}4—[2 2}:[8 8} = ¢ b+c =0
2d =0

0 b 0 b . 0 1
ZatemB:[_b 0:|01”aZE0:{|:_b 0}.b€R}zhn{{_1 0]}

Ey, = By = Ker(f —2-idypm) = {B € My(R) : B+ BT = 2B}
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B = |: CCL Z :| = [a’7b7cad]87 02><2 = [0707070]8

a 0 0 0 0 a 0
b 0 -1 10 b 0

(A—2I) . =0 & 0 1 -1 0 1= 1o =b=c abdeR
d 0O 0 00 d 0

e[ 8 onen) {121 2512 2)

10 01 00 . . . :
[0 0},{1 0},[0 1}sqhmowomezalezneéd1mE2—3

) B 0 1 10 0 1 0 0
BazawektorowwlasnychC—([_1 O}’lO O]’[l O}’{O 1])

000 0 0100
020 0 1010
D=1\g o920 Bc=|_101 0
000 2 000 1
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktlad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Formy kwadratowe

9.1 Definicja formy kwadratowej

Przypomnienie: Kazda macierz kwadratowa D mozna przedstawi¢ w postaci sumy
macierzy symetrycznej i antysymetrycznej D = B + C, gdzie B = %(D + DT, C =
%(D - DT, B=BT, C=-CT.

Obserwacja: X"DX = XT"BX

Istotnie XT"DX = XT(B+ C)X = X"BX + XTCX oraz

XTCX = XT2=PLX = L (XTDX — XTDTX) = L (XTDX — (XTDTX)T) =
@)

(X"DX - X"DX) =

D=

Niech A € M, (R) bedzie macierza symetryczna, tzn. A = AT,
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy przyjac to zalozenie bez straty dla ogblnosci.

T
x
Definicja 9.1.1. Funkcje v : R® — R dang wzorem (z) = XTAX, gdzie X = ?
T
dla dowolnego x = (x1, z9, . .., x,) € R™, nazywamy formg kwadratowq. Macierz symetryczna
A nazywamy macierzq formy kwadratowej .
Uwaga 9.1.2. i) Jesli A = [a;], to wowezas y(z) = D7, aijziv;.
ii) v jest wielomianem n zmiennych jednorodnym stopnia 2.
iii) Ve e R" VA e R y(\z) = A\2y(x)
aix ... Qip I axy + ...+ apx,
Dowdd. 1) [xy...x,) | + . : = [21...24) =
Ap1 .- Qpp Tn Ap1T1 + ..o+ ApnTp

a11$% + apox122 + ...+ annl%

ii) Na mocy i) kazdy jednomian 7 jest stopnia 2.

iii) Niech = (z1,...,2,), A € R. Wowczas na mocy i) mamy v(Az) = y(Azy, ..., z,) =
Do aif(Az)(Ay) = N30 a0
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Przyktad 9.1.3. Ponizsze odwzorowania to formy kwadratowe.

1) v R3 - R) V(xlnya 1'3) - Q‘T% + 31‘11’2 + 4.1‘11'3 + l’% T :L‘%

2 % 2 T
(w1, x0,3) = [ @1 @ w3 || 2 1 0 To
20 1| | 24

ii) Niech 2 C R" bedzie obszarem, za$ f : 2 — R dowolna funkcja taka, ze f € C*(2).
Niech Py € Q2. Rozniczka rzedu drugiego funkcji f w punkcie B

dp, [ R" =R, dp f(hi,... hy) = Zjl &f;ij (Po)hih,
ij=
jest forma kwadratowa. Jej macierz ma postaé
%(Po) azzng(Po) aﬁz—af%(Po)
iRy = | TP SR o (R
LR Ry . SR

Jest to tak zwana macierz Hessego. Jej wyznacznik nazywamy hesjanem.

9.2 Okreslonos$é formy kwadratowej

Dla dowolnej formy kwadratowej v mamy ~(0) = 0.

Definicja 9.2.1. Forme kwadratowa v : R® — R, y(z) = X7 AX nazywamy
i) dodatnio okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) > 0,
ii) ujemnie okreslong, gdy Vo € R™\ {0} ~(x) <0,

1v

)
)

iii) dodatnio potokreslong, gdy Vo € R® ~(z) >0,
) ujemnie potokreslong, gdy Vo € R™  ~(z) <0,
)

v) nieokreslong, jesli przyjmuje wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Terminologia ta przenosi sie na macierze. Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona,
gdy forma kwadratowa y(z) = XTAX jest dodatnio okreslona itd.

Przykiad 9.2.2. i) 7:R® > R, y(x1, 29, 73) = 22?2 + 23 + 73
jest dodatnio okreslona

ii) v:R* = R, v(z1, Te, ¥3) = —2F — 423 — 23 jest ujemnie okreslona
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iii) 7:R* = R, v(z1, 29, 23) = 2% — 23+ 23 jest nieokreslona, bowiem v(1,0,1) =2 > 0,
za$ v(0,1,0) = —1 < 0.

iv) 7:R® = R, y(xy, 22, 23) = 223+23 jest dodatnio potokreslona. Vo € R (0, 29,0) =
0

Badanie okres$lonosci formy kwadratowej

Definicja 9.2.3. Niech A = [a;5] € M, (R).

i) Minorem gtdwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej macierzy
powstatej przez skreslenie n — k wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

ii) Minorem wiodgcym gtéwnym stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy
powsttej przez skreslenie n— k ostatnich wierszy i kolumn. Oznaczamy go symbolem

Ay.
Symbolem D;, _;, oznaczamy minor gtéwny stopnia k, powstaly przez skreslenie wierszy
i kolumn poza tymi o indeksach i1 < ... < 4.
1 2 3 4
5 6 7 8
Przyktad 9.2.4. A = 1 _9 _3 _4
-5 —6 -7 =8
. . ) 1 2
minory wiodace gtowne: Ay = D1 =1, Ay = Dy = 56l —4,
1 2 3
Ag = D123 = 5 6 7= O, A4 = D1234 =detA = 0
-1 -2 -3
. ) 1 4 6 8
minory gtéwne: Dqy = ‘ 5 _3 ‘ =12, Doy = ' 6 -8 ‘ =0

Twierdzenie 9.2.5 (Kryterium Sylvestera). Niech A = [a;;] € M, (R) bedzie macierza
symetrycznag.

i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtowne sa
dodatnie, tzn. Yk € {1,2,...,n} A > 0.

ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory wiodace gtowne
parzystego stopnia sg dodatnie, a nieparzystego ujemne,

tzn. Vk € {1,2,...,n} (=1)FA; > 0.

Bez dowodu.
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Przyktad 9.2.6. i) A= 1 —1 0 | jest ujemnie okreslona.

2 1
1

Al =-2<0, Ag_’ - .

|_1>0, Az =detA =-3<0.

ii) B = [ 8 _(1) } jest poltokreslona ujemnie, gdyz v(x1, z2) = —22 < 0.

Uwaga 9.2.7. Z warunku Vk € {1,2,...,n} Ay > 0 nie wynika dodatnia potokreslonosé
A.

Twierdzenie 9.2.8. Niech v: R" — R, y(z) = XTAX, gdzie A = AT.

i) Forma kwadratowa ~ jest dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gltéwne macierzy A sg nieujemne,
tzn. V1<k<n V1I<y<...<iy<n D; ,; >0.

ii) Forma kwadratowa 7 jest ujemnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy minory
glowne macierzy A przyjmuja nastepujgce znaki
Vi<k<n VI<ii<...<@<n (=1)*D; ,; >0.

Bez dowodu.

Przyktad 9.2.9. Forma kwadratowa 7 : R? — R,
(1, T9, w3) = 23 + 23 + 22173 jest dodatnio polokreslona.

1 01
A=10 0 0 |, A1=1 Ay =A3=0,
1 01

11 0 0
DZ_O)D3_1)D13_‘1 1’0>D23‘0 1‘_0
Oczywiste bowiem v(z1, To, 13) = (z1 + 23)% > 0.

Uwaga 9.2.10. i) Jesli Ay = D1y < 0, to macierz jest nieokreslona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna A = [a;;] € M, (R) ma n rzeczywistych wartosci
wtlasnych (liczac z krotnosgciami).

Dowdd. i) Ay = Djp to minor stopnia 2. Jesli Dis = (=1)?D1, < 0, to na mocy
kryterium Sylvestera, macierz nie jest dodatnio okreslona ani ujemnie okreslona. Na
mocy twierdzenia 9.2.8 nie jest potokreslona dodatnio ani pétokreslona ujemnie.

ii) Dowod mozna znalezé w [4]. O

96



Twierdzenie 9.2.11 (Kryterium warto$ci wlasnych). Niech v : R" — R, v(z) = XTAX,
gdzie A = AT oraz niech Spec(A) = {1, ..., \,}. Wowcezas forma kwadratowa ~y jest

i) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X; >0,

ii) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} \; <0,
iii) dodatnio potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\ >0,
iv) ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Vi € {1,2,...n} X\ <0,
iv) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy 34,7 € {1,2,...n} X\, >0 A \; <O0.

Dowdd. Niech A € Spec(A) oraz niech v bedzie wektorem wlasnym odpowiadajacym .
Oczywiscie v # Oy, wige |[v] # 0. Obliczamy vT Av = y(v) = v Ao = AwTv = Av|®. Zatem
Av) >0 < X >0, co dowodzi podpunktu i). Analogicznie w pozostatych przypadkach.
U

1 01
Przyktad 9.2.12. A= | 0 0 0 | jest dodatnio potokreslona.
1 01
1—t 0 1
xat)=| 0 —t 0 |=—=t(1—-t)+t=t(1-(1—1)%) =t2t—1*)=t*2—1)
1 0 1-—t

Sp€C(A) = {/\1 = )\2 = O, )\3 = 2}
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Elzbieta Adamus Algebra wyzsza
Wydzial Matematyki Stosowane;j Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..o

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

10.1 TIloczyn skalarny i norma

Niech V = (V,+, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniows.

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V x V' — R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli spetnia
ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w €V Vo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v, w),
i) Vu,v eV s(u,v) = s(v,u),
i) VvoeV s(v,v) >0 A s(v,v) =04 v=0y.
Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq. Bywa ona oznaczana symbolem

E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u,v).

Przyktad 10.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R” — R taka, ze
Vu= (21,...,2,),0=(Y1,...,Yn) ER" wov=>3" xyi=x1y1 + ...+ Tpln
Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E".

2)V=C([a,lLR), (,):VxV—oR VigeV (fg)=] f(x)g(x)d

L, 1. L . b .
Calka oznaczona ma wlasnosc liniowosci. Ponadto [ f?(x)dz > 0, bowiem f?(z) >0
i catka oznaczona zachowuje nieré6wnos¢ staba.

)V =R,z], (,.):R,[z] xR,[z] >R,
Vp,q eV (p,q) = 1 p(xi)q(x;), gdzie zg < z1 < ... < x, liczby ustalone

Rozwazmy Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)g(—1) 4+ p(0)q(0) + p(1)q(1).
Wawezas (p,p) = [p(—1)]? + [pO)? + [p(1)? = 0.
Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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Niech p(z) = ag + a1z + ... + a,2™. Zalézmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zg) = p(z1

1 x 22 ... af aop 0
) 1z 22 ... 2} ay 0

= p(z,) = 0, skad otrzymujemy _ | =
1 =z, 22 ... 2" an 0

Wyznacznik gtowny W tego uktadu, to wyznacznik Vandermonde’a.

W = Tlocicjen(®j — @) # 0, bowiem z; # x; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ap = a; = ... = a,, = 0, co oznacza, ze p jest
wielomianem zerowym.

1)V = Myyn(R), (.,.):Mm o(R) X Myn(R) = R,
VA, B € Myxn(R) (A, B) = tr(ABT)

Na mocy twierdzenia 3.1.13, méwiacego o wlasnosciach $ladu macierzy, mozna wywnioskowac,
ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 10.1.3. Niech (V, s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Vu,v,w €V Va,f €R  s(u,av+ fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
i) Vo e V. s(v,0y) =0,

2
i) Yu,v eV (s(u, v)) < s(u,u) - s(v,v)  nierdwno$é Schwarza

Dowdd. 1) s(u, v + pw) = s(av + fw,u) = as(v,u) + Bs(w,u) = as(u,v) + Bs(u, w)

ii) Dla dowolnego o € R mamy s(v,0y) = s(v, a0y ) = as(v, 0y ). Stad s(v,0y) = 0.

iii) Zalozmy, ze v # Oy. Dla dowolnego av € R mamy s(u— av, u—awv) > 0. Réwnowaznie
s(u,v)
s(v,v)

[S(Z”))] > 0. Stad s(u,u) + s(v,v) > [s(u,v)]?2. O

s(u,u) — 2as(u,v) + a?s(v,v) > 0. Biorac a = , otrzymujemy s(u, u) — 2[s§( ))] i
Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 10.1.4. Funkcje ||.|| : V' — R nazywamy normg, jezeli spetnia ona nastepujace
warunki:

) VoeV |ul|>0 A |v||=0<v=0y,
i) Vvve V. VaeR |lav||=|a|-]|v]],
i) Vu,v e V. ||u+v|| < ||ul| + []v]|. tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v]] > 0 nazywamy normgq (lub dtugoscig) wektora v. Pare (V,||.||) nazywamy
przestrzeniq unormowang.
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Twierdzenie 10.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenig euklidesows, to odwzorowanie ||.||s
V — R dane wzorem

VoeV  ||v]ls = v/s(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Mowimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Dowdd. Poniewaz dla dowolnego v € V mamy s(v,v) > 0 oraz s(v,v) =0 < v = Oy,
zatem ||v||s = /s(v,v) > 0 oraz |jv|]|ls = 0 < v = Op. Dla dowolnego a € R
mamy |lav|ls = /s(aw,av) = /a2s(v,v) = |a|y/s(v,0) = |a| - [[v||s. Ponadto na
mocy nierownosci Schwarza ||u + v||s = s(u + v,u + v) = s(u,u) + 2s(u,v) + s(v,v) =
2+ 251, 0) + [0l < |[ull2+2+/5( @) /500, 0) + [Jol12 = Il 2+ 2l o[l + o] 2 =
(JJulls + [|v]]s)?, skad otrzymujemy nieréwnosé trojkata. [

Przyktad 10.1.6. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dlax = (21,7, ...,2,) mamy |[z|| = \/2? + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa
w R"™.

Whiosek 10.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.

10.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V,{(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V| ktérego dlugosé jest
rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna
unormowac, tj. znalez¢é wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co 0.

| =[] - tlolt = g -ttt = 1.
Miara kata miedzy wektorami
W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzic¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami.
Na mocy nieréwnosci Schwarza dla dowolnych u,v € V mamy

(u,v)| < /{u,uy/{v,v) = [Ju]| - o] = Huﬁﬁvn 1 & 1< i <L

Jesh v # Oy, u # 0y, mozemy widzieé W jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

[foll ||v||

Istotnie 0 := i jest wersorem, bowiem l|o|| = )

a € [0, 7. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako . Utozsamiamy tutaj kat z jego
miarg. Zatem

(u, v)

[l - [Jo]]

{u, v)

£(u,v) = arccos :
’ [lul| - [[ol]

cos £ (u,v) =

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym 0y a innym wektorem jest nieokreslony.
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Przyktlad 10.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (R, [z], (., .)), gdzie (p, q) = p(0)q(0)+
p(1)q(1). Wyznaczymy miare kata pomi¢dzy wektorami u(z) = 2,v(z) =5 — x.

)()_2 5+2-4=18
0] (D =v22+22=2V2
OF + oD = V& + £ = VT

0) +u(1
V/ [u(0)
\/

£ (u, v) = arccos 2\/@\/@ = arccos \/%2
Definicja 10.2.2. i) Dwa wektory w,v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn

skalarny jest rowny zero. Piszemy wowczas u 1 v.
ii) Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy ukladem ortogonalnym, jezeli

Vi,j€{1,2,...,n} 275] :><’Ui,?}j>:0.

ii) Uktad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym
i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,je{1,2,...,n} <vi,vj>:{(1) f zi; :

Uwaga 10.2.3. Wektor zerowy 0y jest ortogonalny do kazdego wektora.

Przyklad 10.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R), (.,.)), gdzie (f,g) =
f f(x)g(x)dx. Sprawdzimy, czy wektory f(x) = sinx, g(z) = cos z sa ortogonalne /ortonormalne.

(f.9) = [ sinzcoswdr = 1 [T sin2zdx = [—fcos2z]” =1(—-1-(-1))=0
) = 1P = 7 sin? wde = [T 1=p22dn = [fo — fsin2e]T =

Wektory sa ortogonalne, ale nie ortonormalne.

Twierdzenie 10.2.5 (Pitagorasa). Niech V bedzie przestrzenia euklidesows. Wowczas

Vu,o €V u Lo & |lu+to]> =]+ |v]]>.

Dowdd. ||u+v|[? = (u+v,u+v) = (u,u) + 20w, v) + (v,0) "L [Jul |2+ [Jo]2 O

Twierdzenie 10.2.6. Uklad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo
niezalezny.

Dowdd. Zatozmy, ze {v1,..., v} jest ukladem ortogonalnym oraz ajvy + ...+ apup =
Oy, dla pewnych a, ..., € R. Dla dowolnego j € {1,...,k} mamy 0 = (Oy,v;) =
<Zf:1 Qv;, V) = Zle (v, v;) = a;{v;,v;) = ajl|v;|[*. Poniewaz v; # Oy, zatem
||v;]| # 0istad a; = 0. Jest to prawda dla dowolnego j, zatem a; = ... = o = 0 i uklad
jest liniowo niezalezny. [
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Whniosek 10.2.7. i) Uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub uktad ortogonalny
nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 10.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonormalnym),
nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyktad 10.2.9. W przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),es = (0,1,...,0),...,¢e, = (0,0,...,1).

Wspéirzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E?

baza ortogonalna B; = (5 =(1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0 0,1))

Dla dowolnego wektora v = (v, vy, v,) mamy v, = v o 7, vy =0 0j, v, =vo k.

7, doktadnoscig do znaku skalary v,, vy, v, to dlugosm rzutow ortogonalnych wektora v na

osie Oz, Oy, Oz odpowiednio, za§ wektory v, - 1 LUy - 7, U, - k, to rzuty ortogonalne wektora
v na osie Ox, Oy, Oz odpowiednio.

Twierdzenie 10.2.10. Niech B = (bl,bQ, U bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni

euklidesowej (V,(.,.)). Niech v € V, v = [a, ag, . .., ay] . Wowcezas
bi
Vie{l,2,...,n} a; = (v, 2>
[10:]]
Ponadto
<1L7b1><107b1> <QL7b2><lU7b2> <1L,bn><10,bn>
Vu,we 'V (u,w) = L e
142 102 |2 [10n][?

Dowdd. Poniewaz v = aybi+anbo+. . .4ay,by,, zatem (v, by) = (a1bi+anbe+. . .+a,b,, by) =
a1(by, b1) + ag(ba, by) + ...y (bp, b1) = ay]|b1]]?. Stad a; = {v,b) . Analogiczne rachunki
przeprowadzamy dla 9y .y Q.

Jesliv = Z? ) Hb szz, w = Z?_l > HQ by, to wowezas { = (>, IIb I\Qb“bzﬂ - IIb IIQ bj) =
S e (s b (w, b (b by) = S0y i (v, b>< i>||biu2 = Yo, el O

Whniosek 10.2.11. Jesli B = (bl, ba, ..., bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklidesowe]
(V. (.,.)) oraz V > v = [, qa,...,a,]5, to wowczas

Vie{1,2,...,n} o = (v,b)

oraz

Vu,w eV (u,w) = (u,by)(w, by) + (u, ba){w, ba) + ...+ (u,by)(w,by).

Dowdd. Wystarczy w twierdzeniu 10.2.10 przyjac ||b]| =1. O
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Whiosek 10.2.12. Niech B = (by, by, . .., b,) bedzie bazg przestrzeni euklidesowej (V (., .))
oraz niech v,w € V, v = [ag,qg,...,au]p, w = [B1, B2, ..., Bnls. WoOwczas baza B jest
ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = a161 + a2fs ... + @, f,-

Dowdd. Zauwazmy, ze (v,w) = (3 7, aibi, > Bibs) = 3505 «i8i(bi, bj) rowna sig

S 3; wedy i tylko wtedy, gdy (b;, b;) :{ ‘1) f zii . O

10.3 Metody ortogonalizacji

Twierdzenie 10.3.1. Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {b,...b,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowczas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cn} C V taki, ze lin{by, ... by} = lin{cy, ... e}

Bez dowodu. Metoda dowodowa jest analogiczna do tej przedstawionej w przyktadzie
10.3.3 ponizej.

Wnhniosek 10.3.2. i) Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rozna od
{0} ma baze ortogonalna i ortonormalna.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoniczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.

Dowdd. 1) Na mocy twierdzenia 6.2.23 i) skonczenie wymiarowa przestrzenn wektorowa
rozna od {0} ma baze. Na mocy twierdzenia 10.3.1, baze te¢ mozna zortogonalizowac.
Ponadto mozemy unormowa¢ wektory otrzymanej bazy ortogonalne;j.

ii) Na mocy wniosku 10.2.7 uktad ortonormalny jest liniowo niezalezny. Na mocy twierdzenia
6.2.23 iii) uktad liniowo niezalezny moze by¢ uzupelniony do bazy. [

Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyklad 10.3.3. Rozwazmy przestrzen 2, tj. R? ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dana jest baza B = (b1 =(1,-2,0),by = (5,5,1),b5 = (5,4, 4)) przestrzeni R3. Dokonamy
ortogonalizacji bazy B.

Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem by oby =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
Niech C = (¢1, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; := by = (1,—2,0). Wowczas oczywiscie lin{c; } = lin{b; }.

II KROK: Aby zagwarantowac, ze lin{cy,co} = lin{by, bo}, poszukujemy co w postaci
¢y = by + acy, dla pewnego a € R. Dobierzemy o w taki sposéb, by ¢y 0 ¢y = 0.
Obliczamy ¢ 0 ¢; = (by + ) o =byocy + - (ca0¢q).

Aby ¢ 0 ¢y = 0, wystarczy przyja¢ o = —2%2.

W naszym przyktadzie 0 = byocy + a - (ca0¢1) = (5,5,1) o (1,—-2,0) + o - (1,—2,0) o
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(1,-2,0) = =5+ 5a, skad a = 1. Zatem c3 = by + ¢; = (6,3, 1).

IIT KROK: Aby zagwarantowa¢, ze lin{cy, co,c3} = lin{by, by, b3}, poszukujemy c3 w
postaci cg = bg + [1¢1 + Baco, dla pewnych £y, By € R. Dobierzemy [y, f2 w taki sposob,
by c30c¢; = 0 oraz c3 0 cy = 0.

Mamy 0 = cgoc; = (bg+fic1+Paca)ocs = bsoci+fi(cioc))+Ba(caoer) = bsocy+fi|er]?,
skad 81 = —&°  Analogicznie 0 = ¢35 0 ¢y = (bs + prc1 + Paca) o g = by o ey + [i(cq 0

lleal?

¢a) + Bacz 0 ¢2) = by 0 o + Bl ea| 2, skad By = — (3.

. 0=bsocy + 51Hcl||2 — (5,4,4) o (17 —270) -|-61(1 44 0) = —3+58
W naszym przykladme{ 0=bsocy+ Bollea||2 = (5,4,4) 0 (6,3,1) + B2(36 + 9+ 1) = 46 + 465,
Skad 8 = 2, B, = —1.
Zatem ¢y = b+ Je1 — ¢ = (5,4,4) + 3(1,-2,0) — (6,3, 1) = (-3, -4, 3).

C= (01 =(1,-2,0),¢c0 = (6,3,1),c3 = (—%, —%73)) jest baza ortogonalna.

Poniewaz ||c1|| = v/5, ||ca|| = V46, [|c3|| = /%, zatem bazg ortonormalng jest

¢ = (Cll = e = w5 (L=2,0) b = g2y = 75 - (6,3,1), ¢ = 2y = /55 - (—%,—é,?ﬂ)-

Whniosek 10.3.4. Jedli B = (bl, ba, ..., bn> jest dowolng baza przestrzeni euklidesowe;j

(V,(.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Co, ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalna tej przestrzeni.

1

<bg,61> <bg,61> <bg,02> o . S

— C1— C
a0 el

<bn, CZ'>

il

C1 C3 ‘= bg C;

o
3
I
o
S
|

=1

Przyktad 10.3.5. Rozwazmy przestrzen Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)q(—1)+
p(0)g(0) 4+ p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1,z,2?).

Niech by = 1,by = x,b5 = 2%. Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
biobg=1-(—-1241-02+1-12=2+#0.
Niech C = (¢1, ¢2, ¢3) oznacza poszukiwang baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; := b; = 1.

IT KROK: Poszukujemy ¢y = by + acy, @ € R. Dobierzmy « tak, by ¢ o ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cyocy = (by+acy)ocy = byocy+a-(cp0cq) = (—1-140-14+1-1)+a(14+1+1) =
3a.

Skad o = 0. Zatem ¢y = by = x. (Moglismy to zauwazy¢ wczesniej.)

ITI KROK: Poszukujemy c3 w postaci cg = bs + 51¢1 + [aco, 51, B2 € R. Dobierzmy [y, (3o
tak, by cg3 0y =0 oraz cg o co = 0.
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Mamy 0 = czoc; = (bs+ 11+ Paca)oct = byoci+F1(croc))+B2(caoct) = byoci+ i |er||* =
(1-140-141-1)+ -3, skad g = —32.

Analogicznie 0 = ¢3 0 ¢y = (by + S1¢1 + Pace) 0 cg = bz 0 ¢a + [1(c1 0 ¢y) + Pa(cg 0 ¢y) =
byocy+ BollcalP = (1-(=1)4+0-0+1-1)+ By ((—1)* + 0> + 1?) = 2035, skad B, =0
Zatem cg = bg — %cl =% — %

C= (cl =1,c0 =x,c3 = 2% — %) jest baza ortogonalna.

lal = VIFTI+1=V3, [lea]| = VI+0+1=vV2, ||cs]| = /3 + 241 =0

Baza ortonormalna jest uktad wektorow

I ez V67,2 2y _ 6,2 6
e = '“ﬂx—)——x—?)

C/: ¢ o= - __36/202 :ﬁ
1 27 leall 2

Macierzowa metoda ortogonalizacji

Twierdzenie 10.3.6. Niech uy, . .., u,, beda wektorami liniowo niezaleznymi w przestrzeni
E". Niech A € M,,«»(R) bedzie macierza, ktorej kolejnymi wierszami sa wspohrzedne
wektoréw wuq,...,u,, w bazie kanonicznej przestrzeni R". Wowczas stosujac operacje

elementarne na wierszach (bez zmiany kolejnosci!) macierzy blokowej [AAT|A], mozna
doprowadzi¢ ja do postaci [G|A'], gdzie G € M,,(R) jest macierza trojkatna gorna.
Wektory wierszowe tak otrzymanej macierzy A' € M,,«,(R) sa ortogonalne w E".

Bez dowodu. Dow6d mozna znalezé w [4].

Przyklad 10.3.7. Stosujac metode macierzowsa, zortogonalizujemy uktad wektorow b; =
(1,-2,0),bo = (5,5,1),b3 = (5,4,4) w przestrzeni 3.

-1 2 0
Uktad ten jest liniowo niezalezny, bowiem 5 5 1]|=46#0.
5 4 4
Uktad ten nie jest ortogonalny, bowiem by o by =5 — 10+ 0 = —5 # 0.
1 5 5
_g ? i 5 —5 -3
. T: —
NN e
5 5 1]-=5 51 49
5 4 4]-3 49 57
5 =5 =3|-1 2 0 5 =5 =3|—-1 2 0
[A-AT|A]= | =5 51 49| 5 5 1 | =510 46 46| 6 3 1 | =%
—3 49 57| 5 4 4| wFEw [0 46 20| 2 2 4
5 =5 =3|-1 20
0 46 46| 6 3 1
0 0 -1 -ty

Uklad ortogonalny ¢; = (1,—2,0),¢; = (6,3,1),¢3 = (=2, —3,3).
Jesli nie uzywalismy operacji a-w;, to na przekatnej macierzy G otrzymujemy ||c1||?, ||| 2, ||c3||*.

Zatem [ea] = V5. ||eal| = VB, [les]| = /2.
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10.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V' dowolnym podzbiorem.

Definicja 10.4.1. Zbiér S* := {v € V : Vo € S (v,z) = 0} nazywamy dopetnieniem
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy
tj. S = {x}, to zbiér St nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V.

Twierdzenie 10.4.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa.

i) Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest
podprzestrznia liniows.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniows przestrzeni
V.

Dowdd. i) Niech z,y € Ut, a,3 € R. Woéwczas dla dowolnego w € U mamy (ax +
By, w) = alr,w) + By, w) = 0. Zatem ax + By € UL,

ii) Niech z,y € {u}t, a, 3 € R. Wowczas (ax + By, u) = alx,u) + B(y,u) = 0. Zatem
ar + By € {u}t. O

Przyktad 10.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
u=(1,0,1,0).

Niech v = (2,7, 2,t) € Rt Wowezasu L v & uov=0 & x+ 2z = 0. Zatem
v=(x,y,—xz,t)oraz {u}* = {(z,y, —x,t) : z,y,t € R} =1in{(1,0,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 10.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenia liniows przestrzeni V. Jedli w € U+,
to mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzent U i piszemy w L U.

Uwaga 10.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {b, ..., b}
baza tej podprzestrzeni. Wowczas dla dowolnego wektora w € V

wlU < Vie{l,2,....k} w Ly

Dowadd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego 7 €
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U,u = [y, .. ., a,]|s mamy
(wyu) = ar{w,by) + ... + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Przyklad 10.4.6. Rozwazmy V = Ry[z| z iloczynem skalarnym (p, q) = folp(ar)q(:r)dzx,
podprzestrzen U = R[] oraz w = 62* — 62 + 1. Czy w L U?

wlU=Rz]=lin{l,z} S wllAwlzx
(w,1) = f01(6x2 — 6z + 1)dz = 223 — 322 +x‘(l) :10
(w,z) = f01(6x3 — 62% + z)dr = 32 — 22° 4+ 32%| =0  Zatem w L U.

Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego

106



Twierdzenie 10.4.7. Niech V bedzie przestrzenig euklidesowa, zas U, Uy, Us jej podprzestrzeniami
liniowymi. Woéwczas:

i) Uy CcUy = Ut C U,
ii) U+ = (linU)*,
i) U c (U4H)*.
Dowdd. i) x € Ut & Vye Uz Ly nig VyeUyz Ly & xe Ut
ii) Wynika z uwagi 10.4.5.

iii) Niech v € U. Wowczas (u,z) = 0 dla dowolnego z € U+. Stad u L z dla dowolnego
reUt czylize. O

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.

Definicja 10.4.8. Operator liniowy 7 € End(V) dany wzorem
YVoeV r(v)=u, gdzie v—ulU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjq ortogonalng na podprzestrzen U.
Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U.

A

Twierdzenie 10.4.9 (Jednoznaczno$é rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowczas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, bo, ... ,bk) jest dowolng baza podprzestrzeni U, wowcezas u = w(v) =

[041, Qg, ... 70%]37 gdZie
<b1, b1> <bl, bg) Ce <b1, bk> an <’U, b1>
(b, 1) (boba) ... (bayby) | | Q@2 | _ | (vib2) 0
<bk, b1> <bk, bg) ce <bk, bk> oy <’U, bk>
i) Jesli B = (bl,bg, e ,bk) jest baza ortogonalna, wowczas rzut ten okreslony jest
wzorem (0.b) (0.b) (o.be)
v, 01 v, 02 v, Ok
u=mv)=7—5b + by + ...+ by
16127 lba 2 102
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iii) Jesli baza B jest baza ortonormalna, wowczas
u=m(v) = (v,b1)by + (v, ba)by + ... + (v, by)by.

Dowdd. Jesli u = 7(v), to v—u L U, co na mocy uwagi 10.4.5 jest rownowazne v —u L b;
dlai € {1,2,...,k}. Zatem (v —u,b;) = 0 lub réwnowaznie (v,b;) = (u,b;). Poniewaz
u € U, zatem istnieja o, ..., q, € R takie, ze u = [aq, ..., a5

i) Otrzymujemy uklad rownan (v,b;) = (u,b;) = (a1by + ... + agbi, b)) = oy (by) + ... +
ag (b, b;), gdzie i € {1,2,...,k}, ktory jest rownowazny uktadowi (1).

ii) Na mocy twierdzenia 10 2 10 mamy «; = <| |>

bill?
iii) Na mocy wniosku 10.2.11 mamy «; = (v, > O

(b1,b1) (b1,ba) ... (by,bg)

Macierz (b2, b1) (b2ybo) oo (b, by wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
(bg,b1) (bk,ba) ... (bg,bk)

macierzq Grama uktadu wektorow (bl, by, ... ,bk).

Przyklad 10.4.10. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy rzut ortogonalny wektora
v = (1,1,1,0) na podprzestrzen U = lin{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.

. . . . 21 1 2
Zauwazmy, ze B := (b, by) jest baza U, bowiem r 11 -3 07 2.
METODA 1
u:=my(v)=?, w=v—ulU & wlb :=(2,1,1,2) AN w Lb:=(1,1,-3,0)

u € U, zatem istnieja o, 5 € R takie, ze u = ab; + Bby. Wowczas
w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — f(1,1,-3,0) = (1 —2a— B,1 —a — 5,1 —a + 38, —2a)

Otrzymujemy uktad dwoch rownan
0=(w,b;)=(1-2a—F,1—a—p,1—a+38,—2a)o (2,
0 = (w, by) :(1—204—,6 l—a—p,1—a+38,—2a)o (1,
Stad a = %,ﬁ = —ﬁ oraz

w0 Bla = (2, ~1h)a = 2 — b = (

1,1,2) =4 — 10a,
1,-3,0) = —1 — 118.

SN
U‘ll\?

53) (o 0) = (55 55 3)

’ 117 117 557 557 557 5

METODA 1II
Zauwazmy, ze baza B := (b1, by) jest ortogonalna.
Istotnie by o by = (2,1,1,2) 0 (1,1, —-3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 10.2.10 mamy

u— [<u b)) (u,ba) ] Ale (v, b;) = (u,b;), zatem u = [<U i) {viba) ] Obliczamy

[161]]2 [|b2]|2 [1b1]]%” Hb2H2
(,b1) = (1,1,1,0)0(2,1,1,2) = 4, (v, by) = (1, 1,1,0)0(1, 1, —3,0) = —1 oraz ||bu||2 = 10,
||b2||* = 11. Stad u = [«, 5.

UWAGA: Gdyby baza B := (b1, bs) nie byla ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzystac¢ znaleziona baze ortogonalna

C = (c1,¢2).
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Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzen E? i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (cy, 9, c3) bedzie szukang
baza ortogonalng.

KROK I:
=0
KROK II: by 1)
2, C1
Cy 1= b2 — ——=C = bQ — Tlin c1 (bl)
TerlP? o

.b2

KROK III:

<b37 01> <b3> CQ) 1y
c3 = bz — C1 — Cy = by — Miinge (53) — Tlin{c (ba) = b3 — (e .«-_»}([/:;)
a2 e o o -
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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowane;
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

Przykladowy egzamin z przedmiotu Algebra wyzsza

Facznie mozna otrzymaé¢ 100 punktéw. Aby otrzymaé z egzaminu ocene pozytywna,
nalezy uzyskaé¢ nie mniej niz 50 punktow.

Zadanie 1. (20 pkt)

a) Czy zbior Z(i) = {a+bi € C: a,b € Z} wraz z dziataniami dodawania i mnozenia
liczb tworzy pierscien (przemienny, z jedynkq)? Czy jest to ciato? OdpowiedZ
uzasadnij.

b) Rozwiqz w zbiorze liczb zespolonych podane réwnanie.
2= (V12 = 20)? (i — 1)1
Zadanie 2. (20 pkt)
a) Podaj wszystkie mozliwe wartosci wyznacznika macierzy A € Mg(R) takiej, ze
34— (A7) = 0.
b) Dana jest plaszczyzna m : 4x + 2y — z + 2 = 0. Napisz rdwnanie ogdlne i

parametryczne ptaszczyzny w przechodzqcej przez punkty A, B, C, jezeli A = (2,4,6),
zas B i C to konce odcinka symetrycznego do odcinka

r=2+Tt
DE: ¢ y=-3+6t ,t €]0,1] wzgledem ptaszczyzny 7.
z=4-2t

Zadanie 3. (20 pkt)
a) Podaj definicje endomorfizmu diagonalizowalnego.
b) Niech p € End(R?) dany bedzie wzorem
o(r,y,2) = 2x+y+z,x2+2y+ z,x +y + 22).

Uzasadnij, ze @ jest diagonalizowalny i oblicz ©1%3(2,1,0).
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Zadanie 4. (20 pkt) Dane jest odwzorowanie liniowe
fR* =R f(r,y,2,t) =20 +3y+2+t,—3x+y+4z— Ttz + 2+ 2).
a) Wyznacz Kerf, jego baze i wymiar. Czy f jest monomorfizmem / epimorfizmem?

b) W R* rozwazmy standardowy iloczyn skalarny. Wyznacz rzut ortogonalny wektora
(1,1,-2,—1) na Kerf.

¢) Podaj macier: My (B,BY), gdy B = ((1,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(1,1,1,0)) i
korzystajgc z macierzy A oblicz f(1,1,—2, —1).

Zadanie 5. (20 pkt) Dana jest przestrzen wektorowa (Rylx], 4+, R,-). W przestrzeni tej
definiujemy iloczyn skalarny

(p(:zc), q(x)) =ad + bV +cd, dla p(x)=ar*+bx+c qlx)=dz*+br+c

a) Udowodnij, ze B = (p,q,r) jest bazq Ry|z], gdy p(x) = 2*+x,q(x) = 2, r(x) = x—1.

b) Metodg Grama-Schmidta przeprowad? ortogonalizacje bazy B.
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