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TEMAT: Metody dowodzenia twierdzen. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja

Parg uporzqdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a}, {a,b}} podzbioréw zbioru {a,b}. Dwie
pary (a,b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ A b = d. Iloczynem kartezjariskim
zbioréw A i B nazywamy zbior

Ax B :={(a,b): a€ ANDbe B}.
Przyklad 1.1.1. Wyznacz A x B, B x A, B2

i) A={3,4,5}, B={5,7T}
Ax B={(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5),(5,7)}
B xA={(5,3),(5,4),(5,5),(7,3),(7.4),(7,5)} ~AxB#BxA

ii) przedzialy A= (0,1) CR, B=(1,2) CR
AxB={(z,y):0<z <1l ANl<y<2}
BxA={(r,y): 1<z <2AN0<y<l1}

i) A= B=R
Ax B=Bx A= A?= B?
Oznaczamy R? =R x R = {(x,y) : x,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Ny =NuU {0}

/ zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegdltowy (maly) istnieje
4! istnieje doktadnie jeden



Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay, as, ..., am, @pmi1,-- ., a, to dowolny ciag liczb.

Sume a; + as + . .. + a, oznaczamy symbolem ) | a;. Symbol i to wskaznik sumowania
lub indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, za$ n to gérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
agtay+...+a,=(ag+ay+ ...+ ay)+ (@pni1 + aGmio + ... + a,) oraz
clay +ag + ...+ a,) = cay + cag + . .. + cay,, czyli

n m n n n
E a; = E a; + E a;, c E a; = E ca;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m+1

Przyklad 1.1.2. 330 i=1+2+3+4+5+6=21

9 i _ 5,6, 7, 8 , 9
Zi:5i-i-_2_7+8+9+10+11

noo(1\ 1,1 e _ 15"
Xio(z) =l+s+i++GE)'=—4
HNoczyn ay - ag-. . .- ap_1 - a, oznaczamy symbolem [ [, a;,. Symbol i to wskaznik iloczynu,

m to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gorny wskaznik iloczynu.

Przyktad 1.1.3. [[_,(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[Ml,i=1-2-3.-...-(-1)-n=n!

z-r-..cx=[[
—_—

n razy

1.2 Metody dowodzenia twierdzen

Twierdzenie | zalozenia = teza
p = q, gdzie p, q sa zdaniami

Dowod to wykazanie prawdziwosé implikacji p = q.

Dowo6d wprost
Przeprowadzajac dowod wprost, dowodzimy prawdziwosci tezy bezposrednio poprzez dedukcje
z zatozen twierdzenia.

Przyktad 1.2.1. Udowodnimy, ze dla dowolnego n € N liczba n® —5n3+4n jest podzielna
przez 5. Przeksztalcamy wyrazenie.

n® —5n® +4n = n(n* —5n* +4) = n(n* — 1)(n* —4) = (n — 2)(n — )n(n + 1)(n +2)

Otrzymalismy iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych. Zatem jedna z ich jest podzielna
przez 5. Stad iloczyn jest podzielny przez 5.



Dowéd nie wprost (tac. reductio ad absurdum — sprowadzenie do sprzecznosci, lac.
contradictio in contrarium — zaprzeczenie przeciwienistwa)

Przeprowadzajac dowod nie wprost, z zalozenia o nieprawdziwosci tezy wyprowadzamy
sprzecznosé z przyjetymi zatozeniami.

Przyklad 1.2.2. Niech a € Z. Jedli a? jest liczba parzysta, to wowcezas a réwniez jest
liczba parzysta.

Przypusémy, ze a jest liczba nieparzysta. Wowczas istnieje k € Z takie, ze a = 2k + 1.
Stad a® = (2k + 1)* = 4k + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1. Zatem a? jest liczba nieparzysta,
co przeczy zatozeniu twierdzenia. To oznacza, ze nasze poczatkowe przypuszczenie jest
falszywe i a jest liczba parzysta.

Przyktad 1.2.3. Udowodnimy, ze v/2 jest liczba niewymierna.

Przypusémy, ze /2 jest liczba wymierna.

Wowczas istniejg a,b € Z, b # 0 wzglednie pierwsze i takie, ze v/2 = 7
Stad wynika, ze 2 = ‘;—; lub réwnowaznie 2b® = a?.

Zatem a? jest liczbg parzysta. Stad wynika, ze réwniez a jest liczbg parzysta, czyli istnieje
k € Z takie, ze a = 2k.

Stad 2b? = 4k? oraz b* = 2k*. Zatem b? jest liczba parzysta, a wiec réwniez b jest liczba
parzysta.

Ulamek 7 nie jest nieskracalny.

Otrzymalismy sprzecznosé. Zatem /2 jest liczba niewymierna.

Dowé6d indukcyjny
Dowdd indukeyjny jest to dowod w ktorym wykorzystujemy zasade indukcji matematycznej.

Twierdzenie 1.2.4 (Zasada indukcji matematycznej). Niech ®(n) bedzie zdaniem logicznym
dla n € Ny oraz niech ng € Ny. Jesli zachodza warunki

i) ®(ng), (®(ng) jest prawdziwe)
ii) Vn e No,n >ny ®(n) = ®(n+1), (prawdziwa jest implikacja)
to wowczas Vn € No,n > ng  ®(n). (Vn € Ny zdanie ®(n) jest prawdziwe)

Jesli jakie$ twierdzenie, w ktorym mowa o liczbach naturalnych,
jest prawdziwe dla okreslonej liczby naturalnej ng oraz
jezeli dla kazdej liczby naturalnej n z zatozenia, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n wynika,
ze jest ono prawdziwe dla liczby nastepnej n + 1,
to twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej nie mniejszej niz ng.



Kostki domina

Czy wszystkie kostki sie przewrdca?

Jesli przewrocono pierwsza kostke oraz

kostki sa ustawione tak,

ze upadek ktorejkolwiek z nich przewraca nastepna,
to wszystkie kostki sie przewroca.

Przyklad 1.2.5. SprawdZzmy ponizsze réwnosci.

13 21'12'22
13+23 :i_22_32
13 423 4 3% ::—111-32-42
13+23+33+43 :i.42_52

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n € N prawdziwa jest
réwnose
- 1
d =142 434 0= Zn?(n+1)2.
i=1

I. Warunek poczatkowy
Sprawdzilismy juz, ze dla ng = 1 wzor jest prawdziwy.

II. Krok indukcyjny (prawo przekazywania)

Niech n oznacza liczbe naturalng. Chcemy uzasadnié¢, ze jesli wzor jest prawdziwy dla
n, to jest on prawdziwy dla n + 1. Innymi stowy chcemy uzasadnié¢, ze z zalozenia (tzw.
zalozenie indukcyjne)

- 1
Zi3:13+22+33+...+n3:ZnQ(n+1)2
=1

wynika teza

n+1

1
D =42+ a4 1)’ = J(n+ 1) (n+2)",
i=1

Dowod przedstawiamy ponizej.

n+1 n
L= =@+’ +3 " (0 1)’ + n¥(n+ 1) =
i=1 i=1

1 1 1
=(n+1)° (n +1+ ZnQ) = Z(n +1)*(4n+4+n?) = Z(n +1)>%n+2°="P
Zatem L = P, implikacja jest prawdziwa.

ITI. Wniosek
Na mocy zasady indukcji matematycznej wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej,
tj. Vne N 3" @ =In?(n+1)%



Przyklad 1.2.6. Udowodnimy, ze n réznych prostych na plaszczyznie, przechodzacych
przez ustalony punkt P, dzieli ptaszczyzne na 2n czesci.

[. Warunek poczatkowy, dla ng =1
Jedna prosta dzieli ptaszczyzne na 2ny = 2 czesci.

I1. Krok indukcyjny

Niech n € N. Zatézmy, ze n prostych przechodzacych przez ustalony punkt P, dzieli
ptaszczyzne na 2n czesci. Cheemy uzasadnié, ze wowcezas n+ 1 prostych dzieli ptaszezyzne
na 2(n + 1) = 2n + 2 czesci.

Poprowadzmy dodatkowsa prosta. W miejsce dwoch obszaréw powstaja cztery. A zatem
mamy 2n + 2 obszary.

III. Wniosek: Na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnej liczby prostych.

Przyktad btednego rozumowania indukcyjnego mozna znalezé tutaj.

1.3 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci
Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.3.1. Dowolna funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartos¢ funkeji h(a, b) € A nazywamy wynikiem dziatania dla pary argumentow
a,b e A.

Przyktad 1.3.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N.

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.

Wilasnosci dziatlain wewnetrznych

Definicja 1.3.3. Niech x: A x A — A bedzie dziataniem wewnetrznym.
i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b€ A axb="bxa.

ii) Dzialanie % nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax (bx*c).

5



iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania x*, jesli
Vae A axe=exa=a.

Przyklad 1.3.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.3.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja e1, eo € A bedace elementami neutralnymi w A. Wéowcezas
ey = €1k ey = e1. U

Przyklad 1.3.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbior pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X), U).
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P (X), ﬂ).

Definicja 1.3.7. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element ¢’ € A taki, ze a x a’ =
a’ x a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x.

Przyktad 1.3.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest + (tzw. element odwrotny).

iii) W (R, 0), gdzie x oy = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do z jest —2 — x.

Twierdzenie 1.3.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

1.4 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G X G — G dzialaniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.4.1. i) Pare (G, %) nazywamy pdlgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest taczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element GG posiada element symetryczny wzgledem * w G.

Jesli dodatkowo dziatanie x jest przemienne, to méwimy o pdtgrupie przemiennes,
grupie przemiennej (abelowej).



Przyktad 1.4.2. Oznaczmy R* =R\ {0}.

(N7 +) (Z7 ) (Qv +) (Qv ) (R*> +) (R*7 )
wewnetrznosé v v v v nie v
—1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N leZ 0eZ leZ 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2-b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
bz%%Z a=—-a€Q a’z% a’:é
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa potrupa grupa potrupa grupa
przemienna  przemienna abelowa przemienna abelowa
bez el. neutr. z el. neutr. z el. neutr.

Przyktad 1.4.3. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a,b,c € X, to istniejg k,m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2.
wewnetrzne aqob=2".2" =2""" c A
przemienne qob=2".2M = TN — gmtn — 9m . 9N — |0 q
taczne  (aob)oc = 2ntm .ok = gntmtk — on . om+k — 40 (boc)
el. neutralny e=2%seN; aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
brak el. odwrotnego aob=1 & 2" =20 m=-n = m=-n¢N;

Whniosek: pélgrupa przemienna z elementem neutralnym



Definicja 1.4.4. Zespol (A, o,*) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dziatan wewnetrznych o: Ax A — A, % : Ax A — A nazywamy pierscieniem, jesli (4, o)
jest grupa abelowa, za$ dzialanie x jest laczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,ce A (aob)sxc=(a*xc)o(bxc) N cx(aob)= (cxa)o(cxb).

Pierécienn, w ktorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkqg lub z jednosciq. Pierdcien, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 =zero e=1 jedynka
a' = —a element przeciwny a' =a"' element odwrotny
nao=a4+...+a, n €N at=a-...-a
—_——— ~—
0-a=0 a=e=c=1
meZ,m<0 ma=(—a)+...+(—a) a"=a ' . - a!
2 —_———
m n

Definicja 1.4.5. Zespol (K, o, *) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatan wewnetrznych o : K x K — K, x: K x K — K
nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,),
o (K \ {eo},*) jest grupa abelows,
e dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania o.
Zatem cialo to pier§cien przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, =

0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowa¢ operacje dzielenia w sposdb nastepujacy:

%;za*b—l, abe K, b+#0.



Przyklad 1.4.6. i) (R,+,-) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciata
(R*,-) grupa multiplikatywna ciala
ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych
iii) (Z,+,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ Z)
iv) (Z/pZ,+p,-p), gdziep € N, p > 2
+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie cialem.

+5]0 1 2 3 4 5101 2 3 4

00 1 23 4 0/0 0000

. 112340 1[0 1 2 3 4
ZfsZtocalo o oy 5y g g 200 241 3
3134012 310 314 2

41401 2 3 410 4 3 21

+4[(0 1 2 3 4|01 2 3

00 1 2 3 0/0 00 0

Z,/AZ nie jest ciatem 1112 30 1101 2 3
21230 1 210 2 0 2

31301 2 310 3 21

Przyklad 1.4.7. Zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnoZenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala.

V(z1,01), (2,92) € R® (21, 1)+ (72, y2) := (1429, yi+y2), (21,91) (22, Y2) := (2122~ Y12, T1Y2+Tay1).

Definicja 1.4.8. Zdefiniowane powyzej ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi.



