Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 1
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Metody dowodzenia twierdzen. Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja

Parqg uporzqdkowang (a,b) nazywamy zbior {{a}, {a,b}} podzbioréw zbioru {a,b}. Dwie
pary (a,b), (¢, d) sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy @ = ¢ A b = d. Iloczynem kartezjariskim
zbioréw A i B nazywamy zbior

Ax B :={(a,b): a€ ANDbe B}.
Przyklad 1.1.1. Wyznacz A x B, B x A, B2
i) A=1{3,4,5}, B={5,7}

Ax B={(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,5),(5,7)} /
B x A=1{(5,3),(5,4),(5,5),(7,3),(7,4),(7,5)} AxB#BxA
BxBh  B2={(55),(57).(7,5),(77)} -
ii) przedzialy A= (0,1) CR, B=(1,2) CR 2
AxB={(z,y):0<z <1l ANl<y<2} AM
BxA={(r,y): 1<z <2AN0<y<l1}

i) A= B=R
Ax B=BxA=A?= B?
Oznaczamy R? =R x R = {(x,y) : x,y € R} - plaszczyzna rzeczywista

Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Ny =NuU {0}

/ zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

/\ vV kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegdltowy (maly) istnieje
4! istnieje doktadnie jeden



Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay, as, ..., am, @pmi1,- - ., a, to dowolny ciag liczb.

Sume @Moznaczamy symbolem( Yor !Symbol ¢ to wskaznik sumowania

lub indeks sumowania, m to dolna granica sum rr;za$ n to goérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
a1t as+...+a,= (a1 +as+ ...+ an) + (@mi1 + Gpao + ... + ay) oraz
clar +as+ ... +a,) = cay + cay + ... + can, czyli

n m n
E aizg a; + E a;, cg ai:E ca;.
i=1 i=1

i=m+1 i=1 i=1

Przyklad 1.1.2. 330 i=1+2+3+4+5+6=21
9 i __ 5 6 7 8 9
Yismz=rtsTet T

n 1\% 1 1 \n 1_(%)n+1
Zizo(i) :1+§+Z+"'+(§) =2

1-3

lNloczyn(ay -ay-. . .- a,_1 - a, oznaczamy symbolem{ IT:-, a;., Symbol i to wskaznik iloczynu,

m to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gorny wskaznik iloczynu.

Przyktad 1.1.3. [[_,(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[Ml,i=1-2-3.-...-(-1)-n=n!

z-r-..cx=[[
—_—

n razy

1.2 Metody dowodzenia twierdzen

Twierdzenie | zalozenia = teza
p = q, gdzie p, q sa zdaniami

Dowod to wykazanie prawdziwosé implikacji p = q.

Dowo6d wprost
Przeprowadzajac dowod wprost, dowodzimy prawdziwosci tezy bezposrednio poprzez dedukcje
z zatozen twierdzenia.

Przyktad 1.2.1. Udowodnimy, ze dla dowolnego n € N liczba n® —5n3+4n jest podzielna
przez 5. Przeksztalcamy wyrazenie.

n® —5n® +4n = n(n* —5n* +4) = n(n* — 1)(n* —4) = (n — 2)(n — )n(n + 1)(n +2)

Otrzymalismy iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych. Zatem jedna z ich jest podzielna
przez 5. Stad iloczyn jest podzielny przez 5.



?\\)

Dowo6d nie wprost (tac. reductio ad absurdum — sprowadzenie do sprzecznosci, lac.
contradictio in contrarium — zaprzeczenie przeciwienistwa)

Przeprowadzajac dowod nie wprost, z zalozenia o nieprawdziwosci tezy wyprowadzamy
sprzeczno$¢ z przyjetymi zalozeniami. (i’ = “D <=> ( ~g = "'/’j

7=
Przyklad 1.2.2. Niech a € Z. Jedli a? jest liczba parzysta, to wowczas a réwniez jest
. \__\/____/
liczba parzysta. S , N

Przypusémy, ze a jest liczba nieparzysta. Wowczas istnieje k € Z takie, ze a = 2k + 1.
Stad a® = (2k + 1)* = 4k + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1. Zatem a? jest liczba nieparzysta,
co przeczy zatozeniu twierdzenia. To oznacza, ze nasze poczatkowe przypuszczenie jest
falszywe i a jest liczba parzysta.

Przyklad 1.2.3. Udowodnimy, ze v/2 jest liczba niewymierna.

Przypusémy, ze /2 jest liczba wymierna.

Wowczas istniejg a,b € Z, b # 0 wzglednie pierwsze i takie, ze v/2 = 7
Stad wynika, ze 2 = ‘;—; lub réwnowaznie 2b® = a?.

Zatem a? jest liczbg parzysta. Stad wynika, ze réwniez a jest liczbg parzysta, czyli istnieje
k € Z takie, ze a = 2k.

Stad 2b? = 4k? oraz b* = 2k*. Zatem b? jest liczba parzysta, a wiec réwniez b jest liczba
parzysta.

Ulamek 7 nie jest nieskracalny.

Otrzymalismy sprzecznosé. Zatem /2 jest liczba niewymierna.

Dowé6d indukcyjny
Dowdd indukeyjny jest to dowod w ktorym wykorzystujemy zasade indukcji matematycznej.

Twierdzenie 1.2.4 (Zasada indukcji matematycznej). Niech ®(n) bedzie zdaniem logicznym
dla n € Ny oraz niech ng € Ny. Jesli zachodza warunki ,

(AN
it }
i) ®(no), (®(ng) jest prawdziwe) ho joF payc

2 -
ii) Vn e Ng,n >ny ®(n) = ®(n+1), (prawdziwa jest implikacja) L Mo =5 1 7

to wowczas Vn € No,n > ng  ®(n). (Vn € Ny zdanie ®(n) jest prawdziwe)

Jesli jakie$ twierdzenie, w ktorym mowa o liczbach naturalnych,
jest prawdziwe dla okreslonej liczby naturalnej ng oraz
jezeli dla kazdej liczby naturalnej n z zatozenia, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n wynika,
ze jest ono prawdziwe dla liczby nastepnej n + 1,
to twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej nie mniejszej niz ng.



Kostki domina

Czy wszystkie kostki sie przewrdca?

Jesli przewrocono pierwsza kostke oraz

kostki sa ustawione tak,

ze upadek ktorejkolwiek z nich przewraca nastepna,
to wszystkie kostki sie przewroca.

Przyklad 1.2.5. SprawdZzmy ponizsze réwnosci.

13 21'12'22
13+23 :i_22_32
13 423 4 3% ::—111-32-42
13+23+33+43 :i_42_52

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n € N prawdziwa jest
réwnose

" 1
Y =142 43+ 40 =n’(n+1)%
i=1

S?r_ 2c 20 - 3 f‘;”'bn( 4

I. Warunek poczatkowy

Sprawdzilismy juz, ze dla ny = 1 wzor jest prawdziwy.

II. Krok indukcyjny (prawo przekazywania)

Niech n oznacza liczbe naturalng. Chcemy uzasadnié¢, ze jesli wzor jest prawdziwy dla
n, to jest on prawdziwy dla n + 1. Innymi stowy chcemy uzasadnié¢, ze z zalozenia (tzw.
zalozenie indukcyjne)

- 1
P Zi3:13+22+33+...+n3:ZnQ(n+1)2
=1

P

wynika teza

n+1 /
1
o =T et (1) = 1)+ 2)%
i=1 ‘ —

Dowod przedstawiamy ponizej.

n+1 n
L=3 = n+1°+3 @ "2 (n4 1)+ nP(n+1)° =
i=1 i=1

1 1 1
=(n+1)° <n+1+1n2) = Z(n+1)2(4n+4+n2) = Z(n-l— 1)*(n+2?2=P

Zatem L = P, implikacja jest prawdziwa.
Mo + CZ‘:L' .

_M_’niosek

Na mocy zasady indukcji matematycznej wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej,
t@ NS = it 1)



Przyklad 1.2.6. Udowodnimy, ze n réznych prostych na plaszczyznie, przechodzqcych
przez ustalony punkt P, dzieli ptaszczyzne na 2n czesci.

o Z

[. Warunek poczatkowy, dla ng =1 <
Jedna prosta dzieli ptaszczyzne na 2ny = 2 czesci. é

/

I1. Krok indukcyjny
Niech n € N. Zatézmy, ze n prostych przechodzacych przez ustalony punkt P, dzieli
ptaszczyzne na 2n czesci. Cheemy uzasadnié, ze wowcezas n+ 1 prostych dzieli ptaszezyzne

na 2(n + 1) = 2n + 2 czesci.

2 o6 2a {j :> % D‘é/@y

Poprowadzmy dodatkowsa prosta. W miejsce dwoch obszaréow powstaja cztery. A zatem
mamy 2n + 2 obszary.

III. Wniosek: Na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnej liczby prostych.

Przyktad blednego rozumowania indukcyjnego mozna znalezé tutaj.

1.3 Dzialania wewnetrzne i ich wtasnosci
Niech A bedzie zbiorem niepustym.
Definicja 1.3.1. Dowolng funkcje h : A%azywamy dziataniem wewnetrznym w

zbiorze A. Wartos¢ funkeji h(a, b) € A nazywamy wynikiem dziatania dla pary argumentow

a,b e A.
Przyktad 1.3.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w N. /I -2 = -/ % //y

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.
! 12 4+ f-[7 - 4

Wtasnosci dziatan wewnetrznych mie wy anierag A

K

Definicja 1.3.3. Niech x: A x A — A bedzie dziataniem wewnetrznym.
i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b€ A axb="bxa.
ii) Dzialanie * nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax (bxc).
e

5 axbwpo AT

/046 wuvac’

NN TRD



iii) Elementazywamy elementem neutralnym dzialania x, jesli

YVace A TF¥e=¢exa=a.
h—_/\.

Przyklad 1.3.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.3.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja e1, eo € A bedace elementami neutralnymi w A. Wéowcezas
ey = €1k ey = e1. U

%"@’f fof*{q\ﬂgg w,-oM X

Przyktad 1.3.6. Niech X to dowolny zbior. - 26,
/)O’/r s ;c7 st4,
i) Zbioér pusty & jest elementem neutralnym w (P (X), U). %/‘e,,,o %
2%,
ii) Zbiér X jest elementem neutralnym w (P(X),N). Il

Definicja 1.3.7. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element ¢’ € A taki, ze a xa’ =
a’ x a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x.

Przyktad 1.3.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

i~

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest % (tzw. element odwrotny). S L
iii) W (R, o), gdzie x oy = & + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do x jest —2 — x. )
?)'u,‘rvm enn €

Xoxhoxix'tfze=-] Xoe=x

Twierdzenie 1.3.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

1.4 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas * : G X G — G dzialaniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.4.1. i) Pare (G, %) nazywamy pdlgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dziatanie jest taczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem * w G.

Jesli dodatkowo dziatanie x jest przemienne, to méwimy o pdtgrupie przemiennes,
grupie przemiennej (abelowej).



Przyklad 1.4.2. Oznaczmy R* = R\ {0}.

(Nv +) (Z7 ) (Qv +) (Qv ) (R*> +) (R*7 )
wewnetrznosé v v v v nie v
—1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N leZ 0eZ leZ 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2:b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
b=5¢Z d=-a€Q a = a' =1
nie dla a = 0 Va € R*
potgrupa potrupa grupa polrupa grupa
przemienna  przemienna abelowa przemienna abelowa
bez el. neutr. =z el. neutr. z el. neutr.
Przyktad 1.4.3. Niech X = {1,2,4,...,2" ...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?
Jedli a,b,c € X, to istniejg k,m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2.
wewnetrzne aob=2".2" =2""" c A
przemienne @ob=2".2M = 2ntM — gMIN — 9N . 9N — hoq
<o
2”e X
laczne  (aob)oc=2mtm. 2k = gntmik — gn  om+k — 40 (hoc) /i
el. neutralny e=2°s€Ny aoce=a & 2" =2" ne g

brak el. odwrotnego

Wniosek: pétgrupa przemienna z elementem neutralnym

ght m ¢ gt

aob=1&2""m=20 o m=-—n=m=-n¢N,




Definicja 1.4.4. Zespol (A, o, %) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dziatan wewnetrznych o: Ax A — A, % : Ax A — A nazywamy pierscieniem, jesli (4, o) RIN
jest grupa abelowa, za$ dzialanie x jest tgczne oraz Tozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Va,b,ce A (aob)xc=(axc)o(bxc) A cx(aob) m

+ e ¢ 4+ o
Pierécienn, w ktorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkq lub z jednosciq. Pierdcienn, w ktorym dzialanie x jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 =zero e=1 jedynka
a' = —a element przeciwny a’ =a"! element odwrotny
nao=a4+...+a, n €N at=a-...-a
—_——— ~—
0-a=0 a=e=c=1
meZ,m<0 ma=(—a)+...+(—a) at=a ' .. a7t
< ’, —_———
m n

Definicja 1.4.5. Zespél (K, o, *) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatan wewnetrznych o : K x K — K, x: K x K — K P
nazywamy ciatem, jesli i LD

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,),
o (K \{e.},*) jest grupa abelowa,
e dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dzialania o.
Zatem cialo to pierScien przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e. # e, =

0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwra’g@’e._J lrmi, A ,Sjméfv )

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé¢ operacje dzielenia w sposdb nastepujacy:

%::a*b_l, abe K, b+#0.



Przyklad 1.4.6. i) (R,+,-) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciata
(R*,-) grupa multiplikatywna ciala
ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych
(

iii) (Z,+,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ Z)

iv) (Z/pZ,+p,-p), gdziep € N, p > 2
+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p

Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie cialem.

+5|0 1 2 3(4) 5101 2 3 4

0002 3 4 0/0 00 0O

. 1112 3 40 1/0(L 2 3 4

L[5 to ciato 2%/3401 200 2 4 L 3
B3 4 01 310 3 (4 2

414 0(1 23 410 4 3 2 L

+4[(0 1 2 3 4|01 2 3

001 2 3 0/0 0 00

Z,/AZ nie jest ciatem 1112 30 110(1)2 3
212 301 210 2 0 2

31301 2 310 3 271

Przyklad 1.4.7. Zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala.

V(z1,01), (2,92) € R® (21, 1)+ (72, y2) := (1429, yi+y2), (21,91) (22, Y2) := (2122~ Y12, T1Y2+Tay1).

Definicja 1.4.8. Zdefiniowane powyzej ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciala nazywamy liczbami zespolonymi.



Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja
N «— Z — Q — R % C
n—n n»—»% z—(x,0

X? — 2 = 0 réwnanie o wspotezynnikach z Q, jego rozwiazania £v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v/2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, ze Q C Q(v/2) C R

X2 + 1 = 0 réwnanie o wspolczynnikach z R, jego rozwigzania +i nie naleza do R
())=4{a+0bi:a,beR}=C

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania rownan algebraicznych o wspotezynnikach

z C nalezag do C

Zanurzenie R w C
Niech Q =R x {0} = {(x,0) : z € R} C R% Wowezas (Q,+,-) jest cialem.

wewnetrznosé: (1,0) 4 (22,0) = (21 + 22,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x122,0) € Q

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (21,0)
(21,0) - (22,0) = (z122,0) = (z221,0) = (22,0) - (x1,0)

lacznosé: [(z1,0) + (22,0)] + (x3,0) = (21 + 22 + 23,0) = (21,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 73,0 = (212273, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (z1,0): (—z1,0) wzgledem +, (x—ll, 0) wzgledem -

rozdzielnosé: [(71,0) + (22,0)] - (23,0) = (21 + x2,0) - (23,0) = ((x1 + 22)23,0) =
= (x12 + 3 + x913,0) = [(x1,0) - (23,0)] + [(x2,0) - (z3,0)]

Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze
h(z1 + x2) = h(x1) + h(xy) oraz h(zy - x9) = h(xy) - h(xy). < 2g9oedac ¢

Utozsamiamy zbiory R oraz () i piszemy z zamiast hS:L')
|

(x,0 )

ol er %\é”/M

10



Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas —4L +0 ..
B =ivi=(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —1
[

X ~  J
Coz=(x,y) = (2,0)+ (0,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = = + 1y

Postac¢ z = x+1y, gdzie x,y, € R to tzw. postac kanommczna, Gaussa) liczby
zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czeScig rzeczywistq liczby z i oznaczamy| Rez .| Liczbe
y € R nazywamy czescig urojonq liczby z i oznaczamyt{rizj Liczby postaci 1y, y € R
nazywamy czysto urojonyms.

2= 29 & (R621 = Rezy A Imz = ImZQ)

Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianow

zmiennej i, przy warunku i2 = —1.
(z1,91) + (T2, 92) = (¥1 + T2, Y1 + ¥2) (z1 +iy1) + (22 +iye) = ($1 + ) + Z'(?Jl + Y2)
(z1,91) - (T2, 92) = (2102 — Y1y, L1y + 22y1) (21 +iyn) - (w2 +1y2) = (2122 — Y1y2) + i(@132 + T211)
X, - x Fx
Prayklad 2.1.1. (24 7i) — (4 — 2i) = —2 + 9 r 5 2 L ‘ng .
. 3—1)-(24+3))=64+9—2—32=9+Ti
2+;3i _ (ZH30(245) _ 4410i46i4151 _ —11416i _ _ 11 | 16
2-5i  (2=50)(2+51) 4-25i2 = T 29 ~ T29 T 729

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami zaczepionymi

w (0,0).
Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

A Im z A Imz

\j

\j

Re z Re z

11



