Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Liczby zespolone

2.1 Cialo liczb zespolonych

Motywacja
N «— Z —s Q — R % C
n—n n»—»% z—(x,0

X? — 2 = 0 réwnanie o wspotezynnikach z Q, jego rozwiazania +v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, 7e Q — Q(v/2) — R

X2+ 1 = 0 réwnanie o wspolczynnikach z R, jego rozwigzania +i nie naleza do R
R()={a+bi: a,beR}=C

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwigzania rownarn algebraicznych (wielomianowych)
o wspotczynnikach z C naleza do C

Zanurzenie R w C
Niech Q =R x {0} = {(x,0) : z € R} C R% Wowezas (Q, +,-) jest cialem.

wewnetrznosé: (1,0) 4 (22,0) = (21 + 22,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x122,0) € Q

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (21,0)
(21,0) - (22,0) = (z122,0) = (z221,0) = (22,0) - (x1,0)

lacznosé: [(z1,0) + (22,0)] + (23,0) = (21 + 22 + 23,0) = (21, 0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 73,0 = (212273, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
el. symetryczne do (z1,0): (—z1,0) wzgledem +, (x—ll, 0) wzgledem -

rozdzielnosé: [(71,0) + (x2,0)] - (23,0) = (21 + x2,0) - (23,0) = ((x1 + 22)23,0) =
= (x12 + 3 + x913,0) = [(x1,0) - (23,0)] + [(x2,0) - (z3,0)]

Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(z1 + x2) = h(x1) + h(z2) oraz h(zy - xe) = h(xy) - h(zs).
Utozsamiamy zbiory R oraz ) i piszemy z zamiast h(x).
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Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. jednostka urojona. Wowczas
i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

Csz=(z,9) = (2,0)+ (0,y) = (,0) + (0, 1)(y,0) = = + 1y
Postaé¢ z = x +iy, gdzie x,y, € R to tzw. postaé¢ kanoniczna (algebraiczna, Gaussa) liczby
zespolonej. Liczbe x € R nazywamy czescig rzeczywistq liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe
y € R nazywamy czescig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci 1y, y € R
nazywamy czysto urojonymi.
=20 & (Rez1 = Rez; A Imz = Ing)
Posta¢ algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomianow

zmiennej i, przy warunku i2 = —1.

(z1,91) + (22,2) = (21 + 22, Y1 + 1) (21 +iy1) + (22 + i) = (21 + 22) +i(y1 +¥2)
(z1,91) - (@2, 92) = (X122 — Y1y, T1yo + ay1) (21 + i) - (w2 + iy2) = (122 — Yr1y2) + (@12 + T241)

Przyklad 2.1.1. (2 +7i) — (4 — 2) = =2+ 9

(3—i)-(24+3) =6+9i — 2 —3i2 =9+ 7T

243i _ (2439)(2+459) _ 4410i4+6i+15i> _ —114+16i __ _ 11 4+ 16,
2—5i — (2-51)(2+51) 4—2572 20 T 29

ﬁl

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
l=i-i=(—i)- (=) 1=1-1=(=1)-(=1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na ptaszczyznie lub wektorami zaczepionymi
w (0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz

Iy=0+iy @------------- pZ=X+Hiy
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Definicja 2.1.3. Niech z =2 +iy € C, z,y € R.
i) Liczbe zespolong w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja

z.
i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.

Almz

Almz
_ Z=x+iy N PZ=X+iy
[ [promrmmensnnacnnencesengy . o /i
oy
A%
.\-
X o ¢
g Re z = :
S EE—— » _ R |
Z=xHy=x-ly X Re z

Twierdzenie 2.1.4 (Wlasnosci liczb zespolonych). Niech z, z1, 2o € C. Wowezas prawdziwe
sa nastepujace réwnosci.

i) Re(z1 + 22) = Rez; + Rezg, Im(z1 4 22) = Imz; 4 Imzy

ii) Rez = 3(2+2), Imz=.(z—2)

2129 = 21 22

21— 2y = Z1 — Zo,

< |Zl — 22

X) |z1 + 22| < |z1] + |22] (nieréwnosé trojkata) ‘|zl| — | 22|
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2.2 Postaé trygonometryczna i wykladnicza liczby zespolonej

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

2 2
Niech z = o + iy # 0. Wowczas z = |z| (Iﬁ_l +i|g—|). Poniewaz, (ﬁ) + (ﬁ’;') =1, wiec

istnieje kat ¢ taki, ze
z = |z|(cos p +isinp).

AImz

N ; Z=X+y  cos@= |XT|
Y
: sing= %
o,
X

Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy argumentem gtdwnym liczby z i oznaczamy
argz. Zatem dowolny argument liczby z ma posta¢ argz + 2kn, k € Z. Przyjmujemy,
ze argument liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolna liczbe z € C,z # 0 mozemy
zatem przedstawi¢ w postaci z = |z|(cos ¢ + ising), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow.
Powyzsze przedstawienie nazywamy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy 21 # 0,20 # 0, 21 = |z1]|(cosa + isina), zo = |z|(cos 5 + isin ), to wowczas
21 = z9 wtedy 1 tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz 5 = a + 2kx dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

z2="7 z=—1 z:—\/2_7—3i
z="T(1+ 07) |z| = /02 + (-1)2=1 |z2| =v27+9=6

2=1(0+(~1)-1) 2=6 (-4 - 1)
cpsgpz() cosgp:—%g
sinp = —1 sincp:—%
=04 2km p=—5+2km @z%ﬂ+2lm, keZ
argz = 0 argz = %ﬂ' arge = %ﬂ'
z = T(cos0+isin0) —i = 1(cos 3w +isin$m) —/27 — 3i = 6(cos {m + isin L)

13



Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin ),

21 = |z1|(cosa +isina), zo = |z2|(cos f + isin ). Wowczas:
i) 21+ 20 = |21] - [22] - (cos (a4 B) +isin(a + 3)),
ii) j—; = % (cos (v — B) +isin (« —ﬁ)),

iif) 2" = [z[" - (cosny + isinny) tzw. wzor de Moivre’a

. 20
Przykiad 2.2.3. Oblicz (1247)

VB =2 (3 ) = 2(cos Frising)  1-i =2 (%~ i) =2 (cos (~F) +isin (- )
1+iV3 _

1—2

S

(Cos(§+§)+isin(§+§)) = V2 (cos (5m) + isin (—5))

. 20
(“1”\2/5) = 210 (cos (£27) + isin (£27)) = 20 (cos (37) + isin (7)) =
— 210 (cos (127 — §) + i sin (127 — 7)) = 21 (cos § —isin 7) = 21 (} — i) =
29(1 — V/3i)

Twierdzenie 2.2.4 (Wtasnosci argumentu). Niech z, 21, 2o € C.
Wowczas prawdziwe sg nastepujace réwnosci.

i) arg(z120) = argz; + argzy + 2km, k € Z (k=01Iub k=-1)
ii

1)
i)
iii)
) a

Q

rg(2) = argz; — argey + 2km, k € Z (k=01lub k= -1)

Q

rg(2") =n-argz + 2km, k € Z
iv) argz = 2m — argz, gdy argz # 0

Przyktad 2.2.5. argi = 7 arg(—1) = arg(—i) = 37

i=(—1)-(—i) = argi=m+ 37+ 2km = r + 2kn dla pewnego k € Z, tj. k= —
Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

Dla ¢ € R definiujemy e = cos ¢ + isin . Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0
mozna zapisa¢ w postaci z = |z]e’?, gdzie ¢ to pewien argument liczby z.
Przyklad 2.2.6. a) 2’ =cos§ +isiny =0+1-i =i

b) ™ = cosm +isint =—-1+0-7i = e +1=0
najpiekniejszy wzor w matematyce
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Twierdzenie 2.2.7. Niech «, f € R. Wowczas:

i z(a—‘rﬁ) _ eza . eiﬂ) ei(a—ﬁ) —

1)

ii) (e)F = ek dla k € Z,

i) el@+2km) = ¢ia dla k € Z,
)

v) e #£0, | =1.

Whiosek 2.2.8. Niech z = re¥, z; = re®, 2, = rye?”’ beda liczbami zespolonymi w

postaci wyktadniczej. Wowczas:

2 — I1i(a— 5)
z2 T2

ii) 2¥ = rket*e dla k € Z,

i) 2129 = ryrpe’(@+H)

iii) z=re .

Wzory Eulera

e’ = cosp +ising

e~ = cos (—p) +isin (—) = cosp — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

e + e
2 Y

el — i

, €R.
2 14

Cos p = sin Y=
Obrét o kat ¢

2 = re®

z . ei@ = /r'ei(a“"‘»a)

2.3 Pierwiastkowanie, r6wnania wielomianowe

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

Definicja 2.3.1. Kazda liczbe z € C spelniajaca rownanie 2" =

w, nagywamy pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby w.
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Przyklad 2.3.2. Rozwigz réwnanie 22 = 8 + 6i.

I sposob: IT sposob: IIT sposob:
posta¢ wyktadnicza postaé algebraiczna postaé algebraiczna
z = |z[e"¥, w =8+ 6i z=x+1iy, w=_8+6i 8+6i=9+60—1=
|2]%e*? = w 2 =w =3242-3-i+*=
(x +iy)? =8+ 6i = (3+1)?

lw| =10 ? + 2zyi — y* = 8 4 6i

. 4 3 2 —y? =8 . .
w =8+ 6i=10(3 +13) {Qxyzﬁ z2=3+1V z2=-3—1
<p:arcsin§—i—2k:7r y#O(gdyy—O to z = x, 1% # 8 + 6i)

=2 2y =8

2| = /10 y+8y —9=0,A=100
wk:%arcsing—kkm y?=1y==%1

z=+10e¥* ke {0,1} 2=3+iV z=-3—i

Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\{0}, w = r(cos p+ising), to wowczas rownanie
2™ = w posiada n réznych rozwiagzan. Rozwiazania te maja postac

2k 2k
2 = W(cosu—kisinu), k=0,1,...,n— 1
n n

Dowdd. Niech z = p(cos a + isin «r), wowezas

n n . . . pt=r
2" = w & p'(cosna + isinna) = r(cosy +ising) < { no =g+ 2%n, kez
Otrzymujemy z, = {/r(cos oy + isinay) , gdzie oy = ‘p”k“ k=0,1,....n—1. 0O

Symbolem {/w oznaczamy zbiér wszystkich rozw1adzan rOwnania. Zatem

Vw={2€C:2"=w}={20,21,- ., 201}

Przyktad 2.3.4. Rozwigz rownanie z° = = /8 —iv/24.
Niech z = p(cos o + isin ) oraz w = /8 — iv/24.
Obliczamy |w| = v/32 = 4v/2, skad w = 4v2(3 — ) Zatem

PP =4v2 = (V2)
Ba= —T +2km, k€ {0,1,2,3,4} -
Stad p = V2, ay = -+ %kw oraz z, = v/2(cos ay +isinay) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.

P =w & p°(cosbatisinba) = 4v2(cos (—Z)+isin(—%)) < {
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Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej Aimz

Liczby zo, 21, ..., 2,1 bedace rozwigzaniami réwnania 2" = w
stanowia wierzcholtki n-kata foremnego, wpisanego w koto o srodku
z =0 i promieniu /7.

Przyklad 2.3.5. Rozwigz réwnanie z* = (\/3 — )12 \‘::t\:ff_j\: /,f./.:"‘

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2z, 21, 22, 23. Beda one wierzchotkami
kwadratu.

)

Niech 2z = (v/3 —4)® = 3v3 — 9i —3v3 +i = —8i.
Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrot o kat 7, co odpowiada mnozeniu
przez i = €'z

271 =20-1=8, 2p=2z-1=8l, X3=2-1=-—8
Imz
8.i.~
: ' -
-8° ‘8
/7 Rez
N4

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie rownaii w R i w C

w R w C
V9 =3 V9 ={-33}
v/—1 nie istnieje V=1 ={—i,i}
Vi=1 V1={-1,1,—1,i}
Va? = |z V2 ={-22}

Rownania wielomianowe

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
Wz)=cpz" + 12" P+ ...tz +c, ..oy cn€C, oy #0

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) =

0.
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Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba zy € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (z — 2z9) P(2).

Definicja 2.3.9. Niech £ € N. Liczbe zp € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym
wielomianu W, jezeli istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (2 — 2)*P(2) oraz P(zy) # 0.

Przyktad 2.3.10. Niech W(z) = 2® — 22 — 2 + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) =
P2-1)—-z-1)=E-1DG*-1)=(z-1)2*(z+1).
Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

Whniosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkéw w
C, liczac z krotnosciami.

Trojmian kwadratowy az?+bz+c=0, abceC, a#0

Obliczamy A = b*> — 4ac € C oraz VA = {6, 6}.

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa rozne pierwiastki zespolone z; = %, Zy = ’ga*‘s.
Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 2o = 5—;

Przyklad 2.3.13. Rozwiaz réwnanie 2% + 2iz + 3 = 0.
Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 16i%, VA = {—4i, 4i}.
Niech § = 4i, wowczas z; = —3i oraz zo = i.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspélczynnikach rzeczywistych

Twierdzenie 2.3.14. Niech k£ € N. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej
o wspoélezynnikach rzeczywistych. Wowcezas liczba 2y € C jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy liczba z, € C jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu W.

Whiosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, ma
przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Przyklad 2.3.16. Rozwiaz rownanie 23 — 322 4+ 62 — 4 = 0.
0=(2—1)(22=224+4)=(z-D[(z= 1> +3]=(z - D[(z —1)? = (vV/3i)?] =
= (z—1)(z—1—=3i)(z — 1 + V/3i)

rozwigzania z; = 1, 2z =1++/3i, 23 =1— /3, Zy = 23
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Przyklad 2.3.17. Rozwiaz réwnanie 2% + (2 + i)2% + (7 + 2i)22 + (12 + i)z + 6 = 0,
wiedzac, ze z; = 2 jest jednym z jego rozwiazan.

(z — 2i) (z3 (24 30)22 + (14 60)z + 3¢> —0

(z = 20)(z + 1) (22 +(1+3i)2+ 3@) = (2= 2i)(z+1)2(z + 3i) = 0

rozwigzania z; = 21, 29 = 23 = —1, 24 = —31

2.4 Interpretacja geometryczna

Niech z = x + 1y, 21 = x1 + 1y1, 22 = x2 + 1y beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Niech r € R, r > 0.

1) |z1 — 29| odlegtos¢ z; od z

(21 + 1) = (w2 +iy2)| = /(21 — 22)% + (Y1 — 2)?

2) |z —z|=r rownanie okregu o §rodku z; i promieniu r

r=lz—z)+y-—n)il=E-n)?+y—n)? = r=C-—x)+y—-un’

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r kolo |z — 21| > r zewnetrze kola

*Imz A A

> > >
Re z Re z Rez
3) |z — 21| = |z — 29 réwnanie symetralnej odcinka o koricach z; 1 2y

Aimz Aimz

punkty
réwno odlegte 243
g ’
Zy )’/ =y ., ,-"'
Z \"«,’“

- — >
Re z 1= Re z

4
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4) Zbior {z € C: argz = p}, gdzie ¢ € R ustalony, to potprosta.

Przyktad 2.4.1.

_
argz = 4

arg(z —1—1i) =7 T <argz < 3r

AImz AImz

_T > 1+
Rez
— N ==C zHiy @
arg(z —2) = 5 arg(zﬂ.) =2
# Im z Almz
».
: A -
—O . ?/ Re z
2 Re z

5) Zbior {z € C: arg(¥£) = I} to tuk na okregu.

zZ—1

= z+i  x+y+1)i a4+ @+ o—(y—1)i 2 —ayitritayi+aoi+y’—1

z—i x4+ (y—1)i 2?4 (y — 1) B 224 (y — 1)2
2?4+ y? -1 2 Rew =0 & 22 +¢y* =1
Rew=—"7"—"—, Inw=——7+——
22 4 (y — 1)?2 22+ (y — 1)2 Imw >0 x>0
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