Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy.

3.1 Macierze i ich wlasnosci (rga Wakow) (Ga)m €
Niech K =R lub K = C. { N = R f(m):mné/kz

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i, j) = a;; nazywamy A d; Q. -
. . T . A ( 61
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach. t

Wartosci a;; nazywamy wyrazams lub elementami macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy

symbolem [a;;]mxn- —3 v
- ,
m ai; a2 ... QAp (1 7(,
az1 Q22 ... Q2p (\/\/\ &
A= [aij]mxn = . . . .
Aml Om2 -+ Gmp
Ciag a;1, Gio, . . . , @y, NazZywamy i-tym wierszem macierzy A, zas ciag ay;, agj, - . . , Gpj DAZyWaIy

j-tg kolumng macierzy A.

Oznaczmy symbolem M,, .., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach
i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M, (K). Macierz A € M, (K) nazywamy

macierzq kwadratowq stopnia n. R\

Dla A, B e Man(K), A= [CLM], B= [bZ]] mamy
A=B & Vie {1,2,...,m} VJ S {1,2,...,?’1} azj:bw

1 -1 2 -2
Przyktad 3.1.2. A€ M;3(R), A=|3 -3 4 4
5 =5 6 —6
1IN 3
B e MyR), B=| D5\6 ?acw&vv\%
: 0
78 A0 ’3°ML
, 00 ... 0 . | M (\&)
mxn = : macierz zerowa wymiaru m X n 2
s I ¥
00 ...0] A €
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Typy macierzy

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:

cmLM F o Lw\wn/‘jd

a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j e

b) trojkatng gorng, gdy a;; =0 dla i > j
c) trojkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:
D,,(K) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gérnych stopnia n TE(K) N TP(K) = D,(K)

TP(K) zbiér macierzy tréjkatnych dolnych stopnia n

n

Przyklad 3.1.4. [, - macierz jednostkowa stopnia n
M

o [N] e ] o-FR] emee

A=

e TP (K

0

o

R

1

W/ o O

eTE(K

K)

O,

\onor

s

Dzialania na macierzach

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M,,«,,(K), A = [a;;], B = [bj].

C=A+ B, C= [Cij] € ManZK), Cij = Qjj + bij “\3,(&1 14 U\J/ﬂl(/”’\

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € My, (K), A = [a;;].
C = - A, O = [C”] c Man(K>, w”
Oznaczamy —A = (—1)- Aoraz A= B=A+ (-B). = x+ (-1)h
\W

uwv\/"“

e Mnozenie macierzy: Niech A € J\@’ = [ai), B € M¥aiiK), B = [by;].
C=A B, C=lgl e Cu Zk 1 Qirbrj
Dla T\?‘N oznaczamy A" =A - T
r—razy
e Transponowanie: Niech A € M,y (K), A = [a;] on s

= AT, C = [¢;5] € Mypm(K), G5 = aji PRT
OOl € doenlB) T | i Gy

/\ u\ef)l/) /\\AM\V"'”‘ A
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c v = 55

Przyktlad 3.1.5.

Ird
-1 0
3 4} A el
Ll
) oy
Jakie mnozenia sa wykonalne? / Wyznacz C' — 2D, %-AT, AB, BA, D*. &A <M yen
X
(2 1 -170 2 1 2 0 4 1
C-2D=1, 5}_2{ 3 4}_{2 5]+ 6 -8 _[—4 —3]
/1) 4 12
]+ I R PR e
2 ,
34T 0\ 1
2| 2
D = AB € My(R) schemat Falka - 1 1=1-04+2-243-(-1)
A”l 2 3|1 8
| 4 5 6|4 20
/1) 2 3
|4/ 4 6 A
G = BA € M;(R) 0 I)h4)5 6 AB # BA
\b 2 210 14 18 —
-1 113 3 3 3
D*=D-De¢ MQ(R),EA € Myy3(R), zas AC iest niewykonalne A/ %
=00
CD e My(R), DC € My®R), cD=| » 4| pc=| 2 7“1 ecprop
20 20 13 20 14 23 C;ﬁ«é” (#)
275

Wlasnosci dzialain na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sa
nastepujace réwnosci.
N oM
enn0dl Do (AL ™ “U/mc
¥ W

iy A+ B=B+ A ?&C‘m\

i)

i) (A+B)+C=A+(B+C) geanodl

i) Ato=0+4 Q- nowk (Rhng 7 > (mmmﬂ
)
) @
i)

" MJ\@WG‘A\
B =a-A A DO
o n WAz A ) \J word2i e ~
Y v)a-(A+B)=a-A+a-B | Q}q%c(uvj
vi) (a-f)-A=a-(B-A)  papaan® Vg lnos( \
W NURKGY o pnv Rl 20
Whiosek 3.1.7. (men(K>7 +) jest grupa abelowa.
(W\o\'» : N\Jbrww'@/
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Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech a € K.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sg nastepujace réwnosci.

) l Jal«/ Suadgm\c
1) (AB)C = A(BC) tﬁ C'lf\ﬂ)\a V\(CTQ, o ANl .
i) (A+ B)C = AC + BC .
. ) B voz A danos d av
iii) A(B+C)=AB+ AC ¢
_ AT
iv) a(AB) = (aA)B = A(aB) v, O v “‘X
1= "
v) Al = A o WY ; 1 o
& A" ) N ) L 5° )
Whiosek 3.1.9. (]\%K), -) jest polgrupa nieprzemienng z jedynka. be ‘:2. / ; O/l
Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B bedg macierzami o elementach z K oraz niech o € K, /7: %‘ ,Ab %I

r € N. Jedli dziatania sa wykonalne, to woéwczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

AL AT ()

— — b
c\’W (P( be ¢ ‘I\ LhL (w) 29 971
x

kwadiaroua
Definicja 3.1.11. Niech A = [a;] € M,,(K). Sume elementoéw na przekatnej ay; + aso +
...+ apy, nazywamy Sladem macierzy A1 oznaczamy symbolem tr(A).

—

0
Przyktad 3.1.12. tr | 2 ] =1-74+3=-3 k (acl/
0 1

Wtasnosci §ladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), a € K. Wéwczas prawdziwe sa nastepujace
roéwnosci.

i) tr—(fl)’:t_r(AT), ii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B)
ili) tr(ad) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M4, (K), to wowczas tr(AT B) = tr(ABT) = tr(BTA) =

e \v (631 Xv(((\) \(\(T\b> = Jov ( (N \5)/1) -
o (P Wl
. //// S@( k%/\ ' f\>
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Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza: 3
_ AT Al _ .. o via . O ,
a) symetryczng, gdy A=A Az L@y.& Y (\wuw,@ ” A

gt R
b) antysymetryczng, gdy A = —AT @i 7@ ™)
(MJ - JU =) =0
Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawic w postaci sumy

macierzy symetrycznej i antysymetryczne;j.

Dowdd. A = B+ C, gdzie (A—AT), B= BT C = —C". Ponadto

1
2

T -
BT = [%(A n AT)} — 1[(@FAT) JT) = 1(AT + A) = B. Analogicznie
sprawdzamy, ze CT = —C. [
[1 2 3
Przyklad 3.1.17. A= | 2 1 0 | macierz symetryczna
307

By | Bag | ... | Ban

Bml Bm2 s an
nazywamy macterzq blokowq. Macierze B;y, Bio, . . ., By, stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, za$ macierze B}, Byj, .. ., By,; stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.

. . (Ain | € oM -
3.2 Wyznacznik macierzy & 4 d“':‘wk 7 N K =& v k=C
o
Definicja indukcyjna wyznacznika %a oM L Y akg ) M

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;j] € M, (K) nazywamy
liczbe detA € K okreslona nastepujaco:

— W T
e gdy n =1, to detA = ay; /X /L53

o gdy n>2, todetA =37"  (=1)"ay;detA,; = A < 7
= (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 + ... (—1)1+"a1ndetA1n,
—

P, P

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n—1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
e ————

wiersza i j-tej kolumny.
SR
G An N \—

- 1\
_ b
A L 3 25 (,A)l. @, " A, (1), - oA

A 1 AL

der po= kg Ak L- L8 — 1.3 71



M A

" ¢ bcka

Oznaczenia: L
air Q12 ... Gy a1 Q2 ... Gy ( W"\ Inalln /LI/
g1 Q22 ... A2y G217 Q22 ... Q2pn

detA = det | . , o , |A] =

— . . e oy . . EE.
N ap1 Ap2 ... Qpp an1 An2 ... Gpp
( \ N ‘\'
d/@A( Cr o\ Nan

Przyktad 3.2.2. A= %

detA = ( )1+1a11detA11 + ( 1)1+2a12detA12 =1-1-2-5- (—3) =17
D 1w

B = 2 ( 1 -6 detB = (—1)1+1a11detBu+(—1)1+2a12det312+(—1)1+3a13detB13 =
-3 \—6 8
1 -6 2 —6 2 1
_1.‘—6 8‘—(—2)-‘_3 8‘—1—3-‘_3 _6‘——59
Metoda Sarrusa ~—
1. -2 3
2 76 | = 11-842-(=6) -3+ (=3) - (=2) - (—6)
3 ><6><8

C;zf —[3-1.(—3)+(—6)-(—6)-1+8-(—2)-2]2—59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n— 1 otrzymane;
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go

symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"™-M;; € K.

L, == 6

Przyklad 3.24. B =

1 3

M32 = dethg = 11 16

16

‘:16—33:—17

Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:

i) Vie{l,2,...,n} detA=>,_, auDi,
b~ &~

(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)
T

i) Vje{l,2,...,n} detA=>"_ 1 Q]W
(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

eEEeee——
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Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.

——

;“+<—1)-<—1)5- | ;‘:—4

1
1

Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,

a potem wzgledem ostatniego wiersza.

) = —4(3D41 + 2D42> = ) ‘(n o 5 yv,/u)a)

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € TY(K) lub A = [a;] € TP (K). Wéwezas

detA=ay;-as ... Gy

O O N O
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Wtasnosci wyznacznikow

Niech A = [a;;] € M,(K). Oznaczmy przez Ay k-ta kolumne macierzy A, czyli

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M,,(K). Woéwczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia. 3
" o 1) detA = det(4”) 4 @
5

(}Q}A\’ W C ii) Jesli pewna kolumna sktada sie z samych zer, to wowczas detA = 0.
A iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez g 9
A C\ liczbe A # 0, to wowczas detB = ) - det A.
2 :

3 iv) Jesli Ay = Byp+Cy, to wowezas det A = det[Aq, . . @ co Apltdet[Ay, [ C) AL At D=1y -

_f

> =9
v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch 3

- A ) _ |
V2 \j@ kolumn, to wéwczas detB detA. ‘kA <— 165 ( 2o tni e, o3t )

) Jesli istnieja k, 1 € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay = M\A,, dla pewnego A € K,
¢ \%

to wowczas detA = 0. | —

lﬁo\u«hnd yo7oe| ’owdw(«
vii) Jesli jedna z kolumn Jesth pozostatych, tzn. I\, ..., Ap_1, Agg1, -5 A €
K Ak; Z] 1]7£k)\ Ajyto WOWCZ&S detA—O 1{5 - 2 ‘i{/\ » (5 'l(z +1 Qb-f‘l

viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn

macierzy A, to wyznacznik nie zmieni si¢.
W\/W/M'

ix) Jesli B € M,,(K), to wowczas det(AB) = detA - detB. %.N , CMC\’WL\(“(A
x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci
By 0|...]0
?7 | By|...| 0
T B
gdzie By, By, .. ., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogot roznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, a 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas detA =
det31 . det32 L detBn

Whiosek 3.2.10. i) Analogiczne wlasnosci zachodza dla wierszy. dMA/ A - O\’QA/ A
/ M]
ii) det(AA) ="A")- detA dla dowolnego 0 # A € K
) det(3) %) g0 0 # poev.l (
jii) det(A”) = (detA)" dla dowolnego r € N.

/

( 28 \ ¢ doorod
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Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika
e A e s et

( ml C\Al*/\ soba, )
Operacje elementarne: / w; < w; zamilana wierszy miejscami k
: em’a\'% LA, Ae KLA#0 pomnozenie wiersza przez 1/10'sz ’ mm‘ el
o N w; + A-w;, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w; & ) ¢t
WY ' un
A

Przyktlad 3.2.11.

L

21 3 4 L < |
- (o [2 | :
[ 7\ o A |1 100 ' et g
ke “ 132103 ek M
b 110 1 1155 G A
@1 10 1 1 1 10 1 1 1 10 1 N et
O bl
detA w1;W2 B 2 1 3 4 wz—:2w1 . 0 |(—1 —17 2 W3;W2 0 -1 —].7 2 _
O[3 210 3 wwm |01 =20 0 0 0 9
11 5 57" 0 —5 4 0 0 5 4 N
11 10 1 1 1 10 1 _20-( - )
i 3( 0 o iz F 3.0 o 4 % —3.1(=1)-1-2=-22
0 0 54 0o 0 0 =

3.3 Macierz odwrotna o ko adaton &

Definicja 3.3.1. Macierz B € nazywamy macierzg odwrotng do macierzy A €
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A~

_See—
101 a_|a b _,
A=foa] =[]

AA T =T & | € d]:{l 0] = c¢=0A c=1 sprzecznosc

Przyklad 3.3.2.

c d 01
Zatem nie istnieje A7

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M,,(K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy

jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest woéwczas okreslona jednoznacznie. K Voo k- 1 . \)
’ Ko AW e

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej dopelnien

. algebraicznych. Woéwczas ({M
Vot .
@ \,\ N — bt‘)
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