Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Uktady rownan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych
e~

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
Z1,...,T, 0 wspotczynnikach z K.

a11$1+a12$2+...+a1n$n‘ = b1

WLy, = b ) )
%L+ anTz + ...+ G > abeKie{l,2,...,m},je{1,2,...,n}
A1 Z1 + QGmaZo + ...+ Gy, = by,

Liczby a;; € K nazywamy wspdtczynnikami uktadu, zas liczby b; wyrazami wolnymi Jesli
by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€{1,2,...,m}, to uklad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (v1,7s,...,7) € K™ spelniajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy
doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, za$ uktad posiadajacy nieskornczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.

Przyklad 4.1.1. [R 0 IRX N IR
r—y = 3 Tty = 95 r+y = 0 ' ‘ =
{ 2e+y = 0 { 2r+2y = 10 { 2r+2y = 10 A% WV?)OY(Z{BND
y y Tj%
Y
%
| g | g
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny

Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z réwnaniem macierzowym AX =
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a1 @12 ... Qip Z1 by

a921 929 o Qop To b2
A= . . L X=1. B =

Am1 Am2 ... Omn Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspolczynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyktad 4.1.2. /,\ ’ >< = B

T+ 29+ 224 =1 1 1 0 2
T1+a0—2x4=0 = 1 1 0 -1 = 0
Ty — X9 +x3—24 =9 1 -1 1 -1

Y o nlvtd"adﬂ rVV\Jo(./L,
Syn an
oW

4.2 Uklady Cramera xﬂ\”wwo o~ GO CT yuadiatond

Definicja 4.2.1. Jeéli@oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad réwnan
AX = B nazywamy uktadem Cramera. - A ] % :/ﬁ

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest ukladem oznaczonym.

(kA FO =2 X A"

Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A7, mamy X = A~'B. 0O L
A / Av=

Whiosek 4.2.3. Rozwiazanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je réwniez

znalez¢ za pomoca wzoréw Cramera Y )
! ! —dthk K A A X A B
. detAZ N - —

' o S W1 L
vie{l,2,....n} m=F, WE ™Y : S
ﬁ% hn PV 2 X "()“ Ry
gdzie A; jest macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna

wyrazow wolnych B.

X1
L2 1 1 T 1
Dowdd. X = | . =A"'B= D'B = ——
: detA
T,
11 Q1n
asy Q2p,
_ 1 n .. — 1
Stad z; = detA zz‘:1 biDi; = detA U
ap1 Apn
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m = oM\ =1L
Przyklad 4.2.4.

3xr—2y=95 . ) . ) . 3 -2 x| |
Uktad { 2+ Ay = 1 jest rownowazny réwnaniu [ 9 4 ] [ Y ] = [ 1 ]
W = det [ ; _i =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera
A
Metoda eliminacji:
y=3x—3 zatem 2z +4(3x - 2) =1, skad z = & oraz y = — L
Rozwiazanie réwnania macierzowego: A9
1 1 % [w@‘ 423 »
X A B A :? O@(P' P( |
B 4 =27 %) 42 [ 42705 AN
A SR 0 B I [
22 \ = 200
_ 1 _ 1,1 Z |
X _E{—7}’ T=%Y="1 At 0 A -
\\__
Wrzory Cramera:
5122 3 5
W = detA = 16 # 0, W, = detA; = 1] 4 =22 W, = detd, = 51 = -7,
[
=P =Bo=%=-4 4 -
= —
Whniosek 4.2.5. i) Jedynym rozwiagzaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie—.
zerowe 1 = ... =, = 0. — —
b= | €
ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny. K— "
\,\/_//'L/ D
Przyktlad 4.2.6.
0z +0y=0
- Uktad jest ukladem sprzecznym. Ponadto W = W, = W, = 0.
Oz +0y =5
beoc \cdm
Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykaza¢, ze jesli detA = 0 oraz detAk # 0 dla pewnego
ke {1,2,...,n}, to uklad jest sprzeczny. -
N A~
i) Jesli detA = O.oraz detA; = 0 dlakazdegoi € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony
lub sprzeczny. \‘\—"-/_/\'(w S e
RSN 2 WA
m,=onmn N “wuadrboun
? Aok g
4.3 Twierdzenie Kroneckera-Capellego
¥ N e
: w
Rzad macierzy mie X bugdrd poo 8016 ?

v (p)
Definicja 4.3.1. Niech A = [a;;] € Mxn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z

macierzy A poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.
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Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € Mp,wn(K), A # 0 nazywamy%wﬂ stopient
jej niezerowego winora. Liczbe t¢ oznaczamy r(A) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest réwny zero.

r(A) < min{m,n
(4) < min{m, n} anle
Przyktad 4.3.3. g/
5 1 3 5 1 3
A=1] 0 1003 =1 |,7(A)<3, | 03 —1|=-502£0,r(A4) =3
| 10 3 9 10 3 9
1 3
I I IR NN
% ’ ;L 12 ‘ = ‘ 3 2 ‘ =0,7(B)=1, Mozna zauwazy¢, ze ko = 3k;.
1 2 =
C=1011,rA<2 ‘8 i‘zo,ale (1) ? ‘7&0 r(C)=2
D= 2 2 2 ,T(A)§3,w2:2w1,w3:3w1, (D):l
|3 3 3 —
Twierdzenie 4.3.4 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A € M, (K). Wowczas
—
i) 7(4) = r(AT),
Q‘ ) 'ii) peracje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu.
—~———r——

Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,x,(K) nazywamy macierzq schodkowaq, gdy pierwsze
__niezerowe elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja
sie w kolumnach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym

niezerowym wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

1 2 31
012 2 1
B= ¢= 00 1
00 00 0
4 schodki 3 schodki to nie postaé¢ schodkowa

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy

(tj schodkow).

Dowdd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna gérna nieosobliwg. [
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Przyklad 4.3.8.
P
v - \/>
C(\/B #x\/A
-
\ 3 4 5
’11)2 2w1 _1 _1 3+2w;
Euf ;43);1 -7 —17 w (\

Rozwazmy uktad m rownari liniowych z n niewiadomymi x4, . . ., z, o wspoétczynnikach
z K postaci AX = B.

«@Béq

MO‘“V“

WV

(#)

C/; M Lq‘\(\j/

O Of—= 00 O] &~

a1 a12 ... QA bl
. 921 929 ... Qgp b2 .

Macierz U = [A|B] = € My (nt1)(K) nazywamy macierzq

Am1 Am2 ... AOmn bm Qw e MJ( 5 n,cm—nj
uzupetniong uktadu AX = B. o oun to N1 Ty n

e (A4
Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uktad réwnar liniowych AX = B ma rozwiazanie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy r(A) = r(U). / —
N—

Whniosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny. ( Won

m\owvd 0\% )

ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

iii) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od
n — r parametrow.
Przyktlad 4.3.11.
r—y+3z = 5
de+y+T72z = 8
dx+2y+8z = 4

—1\3|5
=[AB]=14 1/7|8 |,r(A)<3,rU)<3
V-\/\N\/\/\/
5 814
\
Os/f:cilv:\goraz le _1 ‘ # 0, zatem 7;&//1)\/:\/2\/
(0D -1 (; 1 -1 3] 5
wz 4w1 5 W2

0 5—5—12 2200 1 1|22
w35w1 1

0\ 7 =7 —21 L0 1 -1 =3

Algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

1. Jesli r(A) < r(U), uklad jest sprzeczny. C(@A) 7o G’”)

37



2. Niech r(A) = r(U) = r._Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy
réwniez minorem macierzy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwigzanie.

2a. Skreslamy m — r_wierszy macierzy U (rownan ukltadu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktorych wspotczynniki nie tworza M,
_ przenosimy na strone wyrazéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne
niezalezne). Uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametrow.

Moéwiac doktadnej r sposrod niewiadomych oznaczanych @, ..., 2! zalezy od pozostatych

n — r niewiadomych ;. ,..., 2.

Przyktad 4.3.12.
2c —y+3z = 7

3r+2y—52 = 4 )(4»64(22

dr +5y—13z = 1 -Zglﬂ)(j

<
e

= [A1B] =

—1
-12 3

SR O B S
zmzenne\y”x\_z/) 5 4 _13

B W N N
|

7
4
1

(2 3 NI
w ot W

-1 2 . .
0 7 7é 0 minor niezerowy Y
Y+ 2x Y
(7 ERIHN
b _ 18 1
7.7
uktad nieoznaczony, rozwigzania ¢ y = —% + %z
z€eR
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Metoda eliminacji Gaussa A ' \/‘ - b M = L/A\ %—X

Dwa uktady rownan liniowych nazywamy rdwnowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbior

rozwigzarni. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skre§lenie wiersza ztozonego z Q094022 O
samych zer lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja s )
rzedu macierzy U, zatem prowadza one do rownowaznego ukladu réwnan. Ewentualne

przestavvleme kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci Wystonwama niewiadomych.
— —

X2 =5 - 2k x= (40 LEE
Dokonujac réwnowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz S / )
= [A|B] do postaci ) 10
LD
[A'|B] =
0

‘ — ek ou

Jesli z,.41 # 0, to uktad jest sprzeczny. OSV . puINnGni € 5 ?q,ommﬂ M ‘ U(f
Jesli ostatniwiersz sie nie pojawi oraz|r = n,|uktad jest oznaczony i jego rozwiazaniem orvtaad

jest x; = z;, dladi € {1,2,...,r}.
Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja
postac

/ /
UU/l 21 . 5 $7+1 [‘{\, /( O(U\NMA/F‘
1 1 oo 1
Ty B Z2 o+ i Tyyo C&S‘/f\ )\
./ Srpr+1 -+ Srn '/
x, Zp x,

Przyktlad 4.3.13.

A T+ 209 —23—24 = 1
/_/\__\ $1+$2+CL’3+3.7J4 = 2 )
/ e ) 31+ 51y — 13+ x4 = 3 ( (W=12
2 —1 —1]1 ~11 102 -1 -1] 1
U= 1 1 3|2 ”23”1 /1 41%0—1241
3\ 5 -1 13| "™ —1 4 0 0 0 0}-1
Roéwnanie 0x; + Oxg + Oxs + Oxy = —1 jest sprzeczne, zatem uktad jest sprzeczny.
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Przyktlad 4.3.14.

20 +4y+92 -5t +6u = 13
r+2y+4z -4 +2u = 5
3xr+6y+T7z—11t+2u = 18
4 +8y+19z — 15t + 11lu = 20
—r—y+z+3t+2u = -2
72 4 9 —5 6] 13 @4—425
1 2 4 —4 2| 5 49 =5 6|13 | w-2u
U= 367—11218% 316 7 —11 2|18 "“4“”
4 8 19 —15 11| 20 |\ 2 418 19 —15 1120 | “—ui
-1 11 3 2|-3 12 =2 —6 —4| 5
(12 5
0@ 5 1 4 —4 2 215
00 3 | __fezaks |0 32 013 | wstsuws
O O 0 zmienne xztuy O —5 ]. —4 O 3 wq—3ws
gz =Dy I ~lo 3\ 1 300
2 Y
—@2 215
32 0/3 bk
UQD’J:ZAUL‘ 8 3 019 zmienne X z u t y
215 114 _28 9| 4
(0ol 2[3 | “2 | g | T3
et 0 w0 T 8 oo] o3
Np
,\\'”3‘0
N
% xi£13—2y
rownowazny uktad —1t=-3 ozwigzania " B 5
U—’—%t: N 3 (A‘
y,t € R & partww 2

7(A) = r(U) = 3 < n = 5 uktad nieoznaczony, nieskonczemewicle rozwigzar zaleznych
od 5 — 3 = 2 parametréow
e




Uwaga 4.3.15. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny,
lecz nie jest dowolny.

Przyklad 4.3.16. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwigzaniu

uktadu réwnarii.
T—3y+z—25s4+t=-5
20 — 6y —4s+t=—10

2z+t=0
1 -3 1 -2 1| =5 1 -3 1 =2 1]-5
U=[AB]=|2 =6 0 —4 1|—-10 | 2210 02 0 1| 0
v 90502 0 1] 0 0 02 01| 0
N3 [1\-2 1|5
0) 042/ 0 1 0 ri=r(A) =r(U)=2,n=>5, n—r =3 parametry

Trzy zmienne sposrod pieciu mozna wybracé na (g) = 10 sposobow.
Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry
kl, kg {1/, S, t}
k1, ks {y, z, s}
kz, kg {ZL’, S, t}
ko, ks {z,2,s}
k4, k?} {$> Y, t}
k4; k5 {.’II, Y, Z}
ks, ks {z,y,s}

Uwaga 4.3.17. W przypadku gdy uklad réwnai AX = B jest uktadem Cramera,
wykonujac operacje elementarne na wierszach macierzy uzupetnionej U = [A|B], sprowadzamy
te macierz do postaci [/]|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem ukladu.

[AlB] operacje elemen:rne [I|X}
Przyktlad 4.3.18.
r+y+z = 3
2r—y—2 =0
r+3y+z = 5

1)1 13 L1 1 3] —[111]3
[AIB]=[/2)-1 —1]0 | 222 |0 \-3 —3|—6 |[—=> 10 1 1|2 | ==
[\l 3 15| " o) 2 of 2]\.2% [0101
(1.1 1| 37 1) o 2 1(0) 02
001 1] 2|22 101 0 w0 1 01
0 0)—1|-1 ] ™™ oo —1|-1] “ |00 1]1

uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1, y =1, 2 =1
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Przyktlad 4.3.19. Okredl ilosé rozwiazan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

T 21’2
21‘1

(p—l— 1)331
I

®2p+1

12 4 2p+4

2 p+1

ll_)2p+3

k1 za ks

++ 4+

p+3

2p+2

0

2)

Dlap e R\ i),/l\i\r/namy T'(A)

zmienne Xg X3@X4

O O O N

Whioski:

p+1
&

_|_
+
+
_|_
4

11

1
0
p
0

(p+1 T3

(2p+4

(p+

)
)
1)
)

€3
xs3

(p+3 T3

4p+6|p+15
p+3 | p+4

p+3
2p
0

p+1

wo —2w1

w3 —wa
wyq—wy

p+7

4

p
7

_|_

+
_|_
+

W schodlin’

Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postaé

WWwWAWW

skad otrzymujemy, ze r(A) =r(U) =3 <

Zatem uktad jest nieoznaczony.

|
u

S DO

=1r(U) = n = 4, zatem uktad jest

S DN =

4
p+15
p+4

(1 2 p+1"p+3

0 2 2p p—|—7
p \0
0

O
wWq—wW3
—

p+1
2p+11

p+3
0 2p p+7
@o
0(mT-p
(y

0
0
0

o O

o W

dl
|

D

o PIoO =

Posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postaé

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.
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