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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowanej
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie

TEMAT: Geometria analityczna w R3

5.1 Wektory w przestrzeni
R3 = {(z,y,2) : x,y,2 € R} mozemy interpretowaé jako:

e zbior punktow P = (z,y, 2), gdzie z,y, z to wspodlrzedne punktu

— Wt
e zbior wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspohrzednych @ = OP = [z, y, 2], g de
\_/.}

gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora

zbior wektorow swobodnych @. Wektor swobodny to zbior wszystkich wektorow
zaczepionych (w roznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé. - ’hq)x
= LM

%

Oznaczamy przez 0 = [0,0,0] wektor zerowy.

Dzialania na wektorach 1 _
Niech @ = [ug, uy, us], U= [vz,vy,0,], A € R. R \1) - U\9
U+ U = [uy + Vg, uy + vy, uy +v;]  suma wektorow A /
)\ U = [Aug, Auy, Au,] iloczyn wektora przez skalar
—U = [—Ugy, —Uy, —Us) wektor przeciwny do @
U— U=

—l— (=) =u+ (=1)-7 roznica wektorow
Z

.—ﬁ
W

Dtlugos$é wektora
Oznaczamy przez |u| dlugos¢ wektora 4. Jesli P, = (x1,y1,21), P = (22,92, 22), toO

wowczas e

—_—
PiPy= [ty — 21,92 — 1,20 — 21), | PiPo| = v/ (22 — 21)2 + (2 — 1)2 + (22 — 21)%.
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Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1,0,0],7 = [0,1,0],k = C/
[0,0,1] wersory osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas zapis @ = [uw,uy,uz] oznacza U

Uyt + 11,] + u.k. Ponadto || = Uz +ug + ul. .
W= LATH) = T 0) v [02 o{

Wiasnosci dtugosci: |@] =0 < @ =0, |X-a|=|\-|d, |@+7]<|d+ ]v! » Lo 'Olfj
1T 5
Wersorem niezerowego wektora @ nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co
1. Oznaczamy go u. Oczywiscie 1 = ﬁ - . wwbxaaow
" : v Lowion ¥
Jesli €@ = [ug, uy, u,], to [%, %’, & | oraz M RYZAP

<N

12/ v L o 22
|a| = |ﬁ|2 W:W uz +ul +ui=1

Jesli wektor @ = [uy,u,,u,] tworzy z dodatnimi potosiami uktadu wspohrzednych katy
a, 3,7, odpowiednio, to ka;cy te nazywamy kgtami kierunkowymi, zas§ wspotrzedne wersora

i, czyli liczby/cosa = 7 cosff = yl’ cosy = @nazywamy cosinusamsi kierunkowyms
wektora .
— Z .
oM W
/\‘ ~
el — Y
O‘\J\/J @ a N _
Wy :4
X
|07 | .
Iloczyn skalarny VU./\‘ / (/o)o(/lm% | COJQ})iM% OOJXth

Oznaczamy przez £(u,v) kat miedzy wektorami «, ¢, Przyjmujemy, ze nalezy on do
przedziatu [0, 7).

Ml ag
Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwdch niezerowych wektoréw o, v nazywam ‘KJ

| - |U] - cos £(u, V). Oznaczamy ja symbolem u o v. Gdy jeden z wektorow jest zerowy,
/ y Ja sy Yy J Y.
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [uy, uy, u,], UV = [vy,0,, 0], to wowczas @ o U = u,v, +
UyVy + ULV,

Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,—-1,1]=1-2+4-(=1)40-1 :g< 0
osinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty

L/\/\/"‘/J
N R LnAW u{\sw“ *"(\U"W

W‘)(V\\A P
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Twierdzenie 5.1.4 (Wlasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, W prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) Wov=vou ofﬂ’f“\w AL Cnna

N o o (N V= Mo U \AJ

i) o i — | T TR i W= LW Uy
S )‘ \3 & SHW\“; L/wkg(fﬂJf/O’Q s 0\65

iit) (\@) o T = A\ (@ o D) fein.

iv) (@+0) 0@ = (@00) +(T00) o2dethnosd 019 do gy

v) |io ] < |u] - |4

)

- A
Uklad wspo6lrzednych L€ L9\ \\>

Uktad wspohrzednych w R3 - trojka wzajemnie prostopadtych prostych, przecinajacych
sie w jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
W
AZ z

=y

L ﬁ/(\?i\

- — =

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (u, U, w) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli
Uy Uy Uy
Up Uy Uy | >0.
Wy Wy W,

lloczyn wektorowy

Dwa wektory w, v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w

ktorej zawarte sa te wektory. Piszemy wowczas || ¥/,
———

Definicja 5.1.6. Iloczynem wektorowym uporzadkowane]j pary niewspotliniowych wektorow
i, U nazywamy wektor w taki, ze:

i) @ L, W L7, \Utmnc‘f\ !

i) (@] = |7 - 7] - sin £(@, 7).
i) || = |ul - |V Sln\//(ﬂ/v) 30\ L
/“OWV“’QS" -y o<
45 (W &
own, L .,z;é[_;o\'r\> \\
\(N\M



iii) orientacja trojki (ﬁ, U, 16) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych.

Wektor o oznaczamy Symbolemlzzﬁ/.)
Jesli « =0 lub v = 0, to przyjmujemy o X v =

-
Przyklad 5.1.7. ixi=jxj=kxk=0
i1Xxgj=k, jJgxk=i, kxi=j, jxi=—-k kxj=-—i, i1xk=-—j
e~ — TN

Twierdzenie 5.1.8. Jesli @ = [uy, uy, u,], U= [y, vy, v;], to wOWCzas

~1 12
+k 3 4'—[22,—14,—2]
A\ -
Y G4y G}
lub metody Sarrusa
uxv=1]1 2 =3 |=10i+4k—95 — 6k + 12¢ — 5) = 22; — 14y — 2k.
3 4 5

Twierdzenie 5.1.10 (Wtasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

a

e €7 2Ny @ x (T + W) = (@ x ¥) + (@ x @)
T=ax (\0) v)|ix7 <|d-|7

¥ @)+ (Fx @) vi)ixT=0 o (ﬁ||z7vﬁ=5v6=6)

Reguta prawej dtoni:

z *Z

y

&
<Y

M%.ﬁ ol (!

Uwaga 5.1.11. Pole rownolegtoboku rozpietego na wektorach @, ¥ rowne jest |4 x 0. /@) ¥ ,?
)7
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Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy, uy, u,],
__maeszanym uporzadkowanej trojki wektorow
ja symbolem (ﬁ, U, 117).6- Satav

T = [Ug, 0y, 0], 0 = [wy, wy,w,]. Iloczynem
- = = . — — — S
i, U, W nazywamy liczbe (/xv)owf. Oznaczamy

Honto/
Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [u,, uy, u.], T = [vg, Uy, U], 0 = [w,, wy, w,]. Wowczas

Uy Uy Uy
(ﬂ’, U, zﬁ) =| v, U U,
Wy Wy W,

Uwaga 5.1.14. Objeto$¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach u, v, w rowna jest
(@, ¥, @)]. o dat N

Dowdd. Niech a = (i x #,1). Poniewaz V = P, -d = |i x 9] - h oraz cosa = &

| @

zatem

= |u x V|- || cosa =wo (dxv). O

Przyktad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2),B = (5,1,5),C = (3,-1,2),D = (1,3,5)
leza w jednej ptaszczyznie?

Punkty leza w jednej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$¢ czworoscianu
—_— —— ' ——
rozpietego na wektorach AB, AC, AD jest rowna zero.

— — —
AB = [4,1,3], AC = [2,—1,0], AD = [0, 3, 3]

o 4 13 =
(AB,AC,AD): 2 1 0|=-124+18—6
0 33

Punkty sa wspolptaszczyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wlasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla
dowolnych wektoréw , v, w, a@ prawdziwe sa nastepujace réwnosci.

(@, V.5 Q:*f\‘;
i) (@,7,7) = —(7,7,7) = (¢.3,7) y ') ) >

- ISR
(i, 5, @) = (N, &, @) = (i, v, &) = (&, 5, M) (VW T\ %) = (Ved)e

Fﬂf’m

°
Sy
vy

\C/\‘/
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5.2 Plaszczyzna w przestrzeni R3

Roéwnanie ogoélne i normalne plaszczyzny

Niech fi/:\_gxo,yo,zo) € R3 bedzie ustalonym punktem, zas 7t =
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior

T={P=(z,y,2) € R*: JTOﬁLﬁ}

—

jest ptaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i prostopadiy do wektora 7. Wektor 7
nazywamy wektorem normalnym ptaszczyzny .

P on=0

Per e ]ﬁoﬁ:() & Al —x0) + Bly—y0) + C(z — 29) =0

——

Réwnanie normalne: 7 : A(z — x9) + B(y =yo) + C(z — 29) =0
Réwnanie ogolne: w: Ar+ By+Cz4 D=0, D=—Axqg— Byy— Cxz

Przyktad 5.2.1. By =(1,2,5),i=[1,-1,3], hem i Lx, m="

m:1-(z—1)+(-1)-(y—2)+3- (2 — 3) = 0 rownanie normalne \\

m: x—y+ 3z — 14 = 0 rownanie ogdlne P ' 5
C,/ﬁﬁ 7\3

Rownanie parametryczne plaszczyzny e :

Niech Py = (z0,v0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas$ @ = |a,, ay,a,] # 0,
b= by, by, b,] # 0 ustalonymi wektorami niewspotiniowymi, tj. @ Jf b. Wowezas zbior

—

r={P=(zy2) €R: Jt.scR PP =td+sb}

— Yo, 2 — 2o ( by, by, ]

+t-ja)+ s
t-lay|+ s
+t-a,+s

Przyklad 5.2.2. Napisz réwnanie parametryczne plaszczyzny m przechodzacej przez
punkty A = (1,1,4), B = (2,5,4) i rownolegtej do osi Oy.

Roéwnanie parametryczne:

D

Sy

I
=
e
=
A
<o

=[0,1,0] | Oy = j| 7 Aenx

s =1+t
T s =14+4t+s ,t,seR
s =4
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Inne réwnania plaszczyzny

Réwnanie postaci 7 : | £ + ¥ 4 2 = 1, | gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyzne
przechodzaca przez punkty (a,0,0), (0,b,0), (0,0,0). Jest to tzw. rownanie odcinkowe

plaszczyzny. A =) ¢ /Z\—L’)) = -Em b O &
— e
Rownanie plaszezyzny przechodzacej przez trzy nlewspérhmowe punkty j
Pl (xlayl)zl) PZ (552;1/2,2'2) P3 (‘/‘C37y37z3) ma pOStaC
a L o
T—T1 Y—Hh =z2—%2
To—x1 Yo—y1 22—z | =0. e /‘(lbx/\-?/
T3 —T1 Ys— Y1 23— 21
. . == — ﬁ
Istotnie, poniewaz PPy = [xo — x1,Y2 — Y1, 22 — 21), P1P3 [T3 — 1,93 — Y1, 23 — 21] || T e,
/

oraz 1 = PPy x Png_i_ w, zatem
7={P=(v,y,2): PP L i} ={P=(v,y,2): [t — 21,y —th,2 — 2|0l =

5.3 Prosta w przestrzeni R?

(T pele-a) wacly -0)
Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej o] Vak (2-0 )0
o C - |
M e RV P D
Niech Py = (%o,%0,20) € R® bedzie ustalonym punktem, zas d@ = [a,, ay,a.] # 0 T 1\; J%O
ustalonym wektorem. Woéwczas zbior v LM 7
= = ¥ =
G e o 7o
2 l={P = (z,y,2) e R°: RyP| a}
-—v
? jest prosta przechodzaca przez punkt Fy i réwnolegta do wektora a. Wektor @ nazywamy

wektorem kierunkowym prostej . [X‘)‘a\E, “Jo, Z-Zo ) = L% #y by {'%l _? (x 9 'Z)
I
el & EItE]R:POP—ta

r=2x t-a
Rownanie postaci [ : y=1yo+t-a, ,t € R nazywamy rdwnaniem parametrycznym
z2=z0+t-a,

prostej (.
Rugujac z kazdego z powyzszych réwnan parametr ¢ otrzymujemy rownanie postaci [ :
AN - I;:O = y;yyo = Z;jo, ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej .

Roéwnanie krawedziowe prostej

Niech m : Aix + Biy+ Ciz+ Dy = 0, my @ Asx + Boy + Coz + Dy = 0, gdzie
k+ B} + C? # 0, A3+ B3 + C3 # 0 beda dw1ema nierownolegtymi plaszczyznami. Ich

czescig wspolng jest prosta [ = mp N .
2 £
(A () 07 Pel & (Pem APem) U;\) y
" N - A\ L

Rownanie krawedziowe: [ : { Az + By +Ciz+ Dy =0

Ax + Boy + Coz + Dy =0 cool
— \_j\ " 2é§/j
A4 o)




Przyklad 5.3.1. Napisz rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i
rownolegtej do plaszezyzn 7 : 62 — —Y + z2—2=0,mm:x x + 3y — 22 +1=0. 45 ogélﬂc

Oznaczmy 71, = [6,—1,1] L m, e =[1,3,—2] L m oraz @ = n1 X Ty || L.
S ———

— —
4 A. ) /Y" {V\
: i J k T =2 /l
Wéwcza@ 6 —1 1 |=[-1,13,19] orazl: { y =3 13t
1 3 -2 z=1+419¢t
5.4 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych

Wzajemne potozenie plaszczyzn

Niech VIS Al.’IT + Bly+012—|—D1 = 0, 7?1 = [Al,Bl,Cl] 75 6,
Ty 0 Asx + Boy 4 Coz + Dy = 0, 1y = [Ag, Bo, Co] # 0.

Szukanie punktéw wspolnych m oraz me polega na rozwiazaniu uktadu rownan

Az + By + Ciz + " ‘(:> Ay By Gy v | =D
0 Ay By, C, i_—DQ'

A By | A B G —D
Niech A |:A2 B, ,U—[A2 By, Cy —Dy |
o Ly,
Ptaszczyzny moga by¢ réwnolegte m|m & nilne & Ny xny = 0 —
Wowezas albo m = my < A—; = B—; = % = g—;, gdy 7‘(/U)_i71/1);1-
albom Nmy =0 < A—;:B—;:g—;#g—;, gdy r(U) =2, r(A) = 1.

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny 7 Jf mo przecinaja sie wzdtuz proste;.
W szczegblnosdci mogg by¢ prostopadie.

™ L me nyLng & njony =0

o3

& - =
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Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b
wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Proste moga by¢ réwnolegte. |k < @|be daxb=0.
Wéwezas albo [l =k, albo INk = @.

o
R\ L

—_—

Gdy I }f k, mozliwe sa dwie sytuacje.

1) Proste [ i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory

Png,d,I; leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspolny tj.
INk={P}, 2 ><

2) Proste [ i k nie leza w jednej plaszezyzmic (tzw. proste skos jest ¢ ; §<7/
) Proste [ i k nie leza w jednej plaszezyznie (tzw. pros mfl co jest réwnowazne

stwierdzeniu, ze wektory P, P, d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [Nk = @ .
\__/

—
Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy (Png, a, I;> # 0.

Katy

Definicja 5.4.1. i) Katem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty,
gdy proste sa prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi
tychze prostych.

ii) Kqtem miedzy dwiema pltaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy ptaszczyzny
sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwroconymi wektorami normalnymi tychze
plaszczyzn.

W”/ Wb) -

=¥




o=y

Definicja 5.4.2.

b o ) s
P’ e taki, ze PP L 7. ™ | )

i) _Rzutem prostokgtnym punktu P na pltaszczyzne m nazywamy punkt
e

—
m )

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq [ nazywamy punkt P € [ taki, ze PP’ 1 I.

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora.

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o Jf m:

‘4-."19 {/;P\ b - 1 N vV

YAV,

*TP) I

rpeuEy
2 || T
[k (e wm\‘okfc

bntl=

Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaktadamy, ze nalezy do

plaszczyzny zawierajacej P oraz [:

Lok =2}

J ]M"VQ

TUIOWLUWUJJP’”.( J
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Przyktad 5.4.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na ptaszczyzne
Tr =
T Y= 3 ,t,s e R

JtER, 7w =3 —-2)—(y—1)+6(2—3)=0 @o‘q«nwﬂmwa

m:3x+y—"06z+11=0 {P}=knm="
34—3t)+5—-t—6(—-3+6t)=0=t=1, P =(1,4,3)

Definicja 5.4.4. Kqtem miedzy plaszczyzng a prostq nazywamy kat o mierze 7 — «,
gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta i plaszczyzna sa rownolegle)
miedzy odpowiednio zwréconym wektorem kierunkowym prostej a wektorem normalnym
plaszczyzny.

g B
e e F ()

L
’{) by
z =2
Przyklad 5.4.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1  ,teR

-
a plaszczyznag m :K/S:t: {y 4—&2 +1=0.

Mamy @ = [-1,0,2] || I, @=[3,1,1] L 7. Oznaczmy 3 = £L(71,d), a = § — f3.
' _Qroa)_ _ [=5F0+2]
Obliczamy cos 8 = = AT =

. _ _ . 1
albo sina = cos f = «a = arcsin T

T _

1 _ 1
T Q= § —arccos =,

. 900 Mo o Ut o l
R\NE |- oo (7 A o3 J
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Odleglosci

Definicja 5.4.6. i) Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny 7, nazywamy dtugosé odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, 7).

ii) Odlegtosciqg punktu P od prostej |, nazywamy dlugos¢ odcinka PP’, gdzie P’ jest
rzutem prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

Wzér na odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny

Niech Py = (29, Yo, z0) oraz 7 : Az + By+Cz+ D =0, 7 = [A, B,C] # 0. Wowczas i J

6
|Ax0+By0+C’zO+D| ©
d(P(),ﬂ') = - .
\/\/\/~/~_/ |n| - \
r = x0+ At k-‘\* L
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L m. Woéwezas k: ¢ y =1y + Bt ? "
2 =29+ Ct <
{F}=knm="
A<x0+At>+B<yo+3t>+c<zo+0t>+D=o,@—“%ﬁyg—féfl? o CIRY
A(P,m) = | PP = /A & (BEP + (COF = |t/ A2 T B7 5 7 = [ pmeCeot

Wzor na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (g, yo, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; o wektorze
kierunkowym a. Wowczas / 2
ol €

PPy X \
- 170 P

/x AN
A . Too{ OMUJ

v

o4



—
Odlegtosé prostej od plaszcezyzny L n I\ :LL/p

d((l j\):o

Jesli prosta [ nie przecina plaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej [ od plaszczyzny
7 nazywamy odleglo$é¢ dowolnego punkty prostej od plaszczyzny.

/ 4

efinicja 5.4.7. Odlegtoscig dwdch ptaszczyzn (prostych) }m’wnolegfychkazywamy odlegtosé

dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

Mozna wykazaé, ze dla ptaszczyzn rownoleglych m : Avx + By+ Cz+ D; = 0,
. Az + By+ Cz+ Dy =0, 11y = [A, B,C] # 0 zachodzi wzor d(m, mp) = 2221,

17

E Myf-To = TnTy-b o (7,7) =0
T, = Ty, c)oc(m”%,j—v@
Ryl Te A TanT=2
(\/MTIQoO( (P TlL)

Definicja 5.4.8. Odlegtoscig dwoch prostych skosnych nazywamy odlegto$é dwoch ptaszezyzn
rownoleglych zawierajacych te proste.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt P, za$ b

wektorem kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt P. Zaldézmy ze proste te sa

skosne. Wowcezas £ 010\ q&p)c ((vnod.«m (%5 wtmancro
a 5>|

| P1P27
d(k, 1) = —|a -

v RS
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Symetrie

Definicja 5.4.9. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz 7 ustalong
plaszczyzna.

i) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli P.S =
—
S Ps ) —_——
NN’

ii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA L |.

iii) Punkt P, jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem plaszczyzny w, jezeli
- - —
istnieje A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA | 7.
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