Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Przestrzenie liniowe

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie
Niech K = (K, +,-) bedzie cialem, za§ V' # @ zbiorem. Niech dane bedzie dziatanie

wewnetrzne @ @V x V' 3 (u,v) — u @ v € V oraz dzialanie zewnetrzne © : K x V' 3
(a,v) —aGveV.

Definicja 6.1.1. Zespot V = (V, @, K, ®) taki, ze

i) (V,®) jest grupa abelowa, samA N \/

iy N©.

i) Vv eV Vae K a®(udv)=(adu) & (adv) B Wlﬁlrb({ln&)o

i) VveV Va,e K (a+8)0v=(a0v)d (o)

Mmnma v

)
)

A
V) Vo eV Vo BER (0 B)ov=a0(00) smimans TQEIC

VIVWeV 1ov=uv punrarnadd (/\-/q,mtwwbln‘\, ANAOYen (A cratt\L/

nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia
K-liniowa). Elementy zbioru V/ nazywamy wektorami, zas elementy ciala K skalarami.

e ———
Przyklad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

.Y, ) R'=R"&R,0) Lx . xR
\ go‘\j Dla u = [ug, ..., uy},v = [v1,...,v,] € R" oraz a € R definiujemy —~
ov'“‘p UBV=[ug +v1,. ..U, 0], O u=[aug,. .., quy. m-”"”j

i) (K", &, K,®), gdzie K = (K, +,-) to dowolne cialto ‘. % W
Dla u = [u,...,uy},v =[v1,...,v,] € K" oraz a € K definiujemy K
’U,EB’U:[U1+U1,...,un+vn],Oz@u:[a.uh”.’a un] c;(u»uéjl]t @\ﬁ- XC—/Q

JA Pl Mo»f‘

i) (RR,+,R,-), gdzie RE = {f] f: R — R} 0‘*; i J“’ ,W Y
Dla fi :R—=R, f5: RHRorazaeRdeﬁ Tujemy V/}"‘ ) "= 3
fa= 1 ® fu takic, ze Vo € R fy(x) = (fi &€ f2)(2) = fi(a) £ ole e "
oraz fy = a © f; takie, ze Vo € R fi(z) = (a ® fi)(z) :==a- fi(z ) @

Elementem neutralnym dziatania @ jest funkcja stale réwna zero.

iv) Myxn(R) = (Myxn(R), +, R, -), gdzie dzialania +, - to dziatania dodawania macierzy
i mnozenia macierzy przez liczbe.
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v) Rlz] = (R[z], +, R, ), gdzie R[z] to zbiér wszystkich wielomianow jednej zmiennej z
o wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +,-)
i dzialania w przestrzeni wektorowej V = (§J +, K, -).

u+v suma wektorow

a+ [ suma skalarow

a-u  iloczyn wektora przez skalar

a- 3 iloczyn skalarow

Wowczas dla u,v € V, a,f € K

Twierdzenie 6.1.4. Niech V' = (V,+ K, -) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech O
oznacza element neutralny dodawania w V', zas 0,1 elementy neutralne dziatan w ciele
K. Woéwczas: L ok / hrthabor 2er00

YveV VaeK OI,(v:a-Ozo @ (\?7
NS

i

i) VveV VaeK a-v=0<« (a=0Vv=0)

w)YweV —-1-v=—v

)
)
i) Vo eV YaeK (—a) v=a-(-v)=—(a-v)
)
)
)

vi) Vuov €V YVa e K a-(u—v) = (a-u)

W YeV Va,BeK (a—B)-v=(a-0) «B «O m\dwooc
(a-v) 11 R=1R

Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K = (K, +,-) i niech i /F
U C V bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.
€ pustyin p p Lo, )

Definicja 6.1.5. Jesli zbior U wraz z dzialaniami

Sluxy : UxU 3 (u,v) —|udv € U)O|gxv : KxU 3 (a,v) '—>‘Oz®v € U&est przestrzenia

m nad cialem K, to l17_:—('(ﬁ1§|JUxU, K, ®|gxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq 1 Lo. N IR
lub podprzestrzeniqg liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V, @, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz & # U C V,

to wowczas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy

: (

N

Vu,us €U Yae€K w@uelUAa@u €U NWAQJMOJC
"\M h\/\_\

lub réwnowaznie

Vuj,up € U Va,f €K (a®@u)® (O uy) €U.
W
Dowdd. Implikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z
faktu, ze U jest podgrupa grupy V. [
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Uwaga 6.1.7. Niech V' = (V,@, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U =
{0} jest podprzestrzenig liniows. Nazywamy ja podprzestrzeniq trywialng. Podobnie
U =V jest podprzestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniamai
niewta$ciwymi.

T o . o Fo [0t o\oé?m.
Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy. V

Dowdad. Jedli U jest podprzestrzenia liniowa, to Yuj,uo € U Va € K wu; Guy € U A
g_(zfu_]) eU. W Szczegolnosm\—i@ uy =,—uy € U oraz uy @ (—uy) = PJE Uu. O

tu\/\ v
Wnlosek 6.1.9. Niech V = (V, @, K, ®) bedzie przestrzm% zas U C V podzbiorem J
K\ V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
) —_— _é{cn\-\,w? O’Tf\z) O\””V
Przyktad 6.1.10.

) V= (RO £ R, U= (C([0,1],R), +,R, ) ( \/ © \b( .)
Pl
——WML U jest podprzestrzem@ liniowa V', bowiem suma funkcji ciagtych jest funkcja ciagta oraz

110czyn funkcji ciagtej przez liczbe jest funkcja ciagta.
i) V=R[z],+R,.), U={f €Rlz]: deg f — parzysty} 0(39 # &*OF\&“

cci rey

U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech f(z) = 2* + 23 oraz g(r) = —z*. Wowczas +

—x -
(f +9)(z) =23 chteﬁf, geU,ale f+g¢U. nhie (ot
—w
4 — 4. _ — — Y4 n

i) V=(R*"+,R,), U {(a: y,z,t) ER*: 20+ 2 -3t =0Ay =0} ~aghen ¢

U jest podprzestrzenia liniowa V. Skor@;‘?x oraz y = 0, zatem dowolny element

u € U jest postaci u = (,0,3t — 2x,1) v uy = (21,0,3t) — 2x1,t) € U, uy =
((22,0,3ty — 229,t9) € U oraz o € IR wowczas b — —

Uy + Ug = (IL’l + $2,0,3(t1 + tz) — 2(1131 + xg),tl + tz) eU
oraz au; = (oza:l, 0, a(3t1 — 214), atl) = (ocxl, 0,3at) — 2axy, aty) € U 7‘4% -

iv) V = (R[z], ), U= Rylz] := {p € R[z] /*V'G,/_C

Przyjmujemy, ze degO = —00. Wowczas U Jest podp énig liniows V.

y =

(b=0/

Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez
T ——————
(0,0).
Jedynymi nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg ptaszczyzny i proste przechodzace
przez (0,0).

Podprzestrzenie wektorowe R? i R3

6.2 Liniowa niezaleznos$é wektorow

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech a,...q,, € K, /
V1,..., U, € V. Niech W # @& bedzie podzbiorem zbioru V.
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nich jest kombinacja liniowa pozostatych. <=>

Definicja 6.2.1. i) Wektor ajv; + ... + v, € V nazywamy kombinacjg liniowq
wektoréw vy, ..., v, € V o wspoélczynnikach oy, ..., € K.

i) Jesli ayug + ... + apvy, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.

iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + v, nazywamy kombinacjq trywialng wtedy i
tylko wtedy gdy a3 =0,...,q,, = 0. “ ‘

iv) Zbior {v:a1w1+...+akwk o, .ap € Kpwy, oo, wp €W kEN},

bedacy zbiorem wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skonczonych uktadow

\A wektorow w zbiorze W, nazywamy powtokq liniowg zbioru W i oznaczamy symbolem
ling W lub krétko linWW.
Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{ws, ..., w,}.
Czyli lin{wy, ..., wn} = {aqw + ... + @pwy, : aq,... o € K}
1 A~ = A~ y\ A\ A 0N \W\r Wi

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+,K,-) oraz @ # W C V. Wowczas zbior linW
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to najmniejsza (w sensie relacji inkluzji)

podprzestrzen V' ZaﬁranCEOzbiér wW. o Maeaiae e an 0, = %NJX _%AUZ e 0F o
Whiosek 6.2.3. Jedliu = A\jvi+.. .—i—)\mvm\, dla pewnych vy,...,v,, €V, A1,..., A\ € K !
oraz A1 # 0, to wowczas lin{& Vg, .. va} = lin{g, Vo, .o, Un} Urn 0{(\1 \VB

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatoram: przestrzeni linWW, zas h
L 1s . ., QA’V\ ‘Q/\M \/ \IB
podprzestrzen linWW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbior W. \

Przyklad 6.2.5. Wersory i = (1,0) oraz j = (0,1) generuja przestrzen R2, bowiem dla
dowolnego @ = (uy, uy) € R? mamy @ = u,(1,0) 4+ uy (0, 1) = uzt + uyJ.
T T ——

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Definicja 6.2.6. Wektory vy,...,v,, € V nazywamy liniowo niezaleznymsi lub méwimy,
ze tworza uktad liniowo niezalezny, gdy kazda inacja zerowa jest trywialna, to znaczy
jesli dla dowolnych skalarow i, ..., 3, € K zachodzi :

Provt .4 Bnom =0 = fi=... = fn =0, L Moo XVCU{’W PU¢O

Wektory, ktoére nie sa liniowo niezalezne, nazywamy [liniowo zaleznyma.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m €
N, m > 2. Wektory V1, -, U €V 88 liniowo zalezne(wtedy i tylko wtedy) gdy jeden z

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy, ..., v, € R" generuja R"” wtedy i tylko wtedy, gdy rzad

macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspolrzedne wektoréw vy, ..., v, jest rowny n.
Whiosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., vp € R" generuja R”, to k > n.
————————— Q

60



¢
Q/m{”u ‘\/ILJB = (R

Przyktad 6.2.10. Czy wektory v = (1,1,-1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja
przestrzen R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (z,y,2) € R? istnieja «, 3,7 € R takie, ze b =

au + fu + yw. ""
L (w v N
(z y,zi:oz(l,l,—l)—i—ﬁ@,l )+7(5,2,2),a+ﬁ+27,—0z+27)
172 5 o' T ( | ] %; (N
1128 ]=]y NModvado et o, 4 Y%
| -1 0 2 ¥ z j 47 J\f‘x §3r1
Wektory generuja R3, jesli powyzszy uktad jest oznaczony. L : )
1 2 5|z 1 2 ) 1 2 5 T
11 2y | 2510 -1 —3|y—=x 01 3 T —y
102z "™ [0 2 T|ztaz 00 1|—z+2y+z |
Uklad oznaczony, posiada rozwiazani¢' v = —x + 2y + 2 ﬁ:x—y—3%:4x—7y—3z,
a=1x—28—5y=—2x+4y+ 2. Zatem wektorow u, v, w generuje R3. A Ve

Przyklad 6.2.11. Czy uktad {4, B, C} jest ukltadem liniowo niezaleznym?

=3 = [ e[t enam =

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna.

Niech «, 3,7 € R beda dowolne takie, ze « A+ BB + vC = 0955 = 00 ]

00
a=20
Stadd{a_ﬁ —« }:{0 0} N B—a=0

0 a+B+9 0 0 e A=0 o(”/"F?X:/D

Zatem macierze A, B, C' tworza uktad liniowo niezalezny. Lorno . «h\Ou adn 4

S

Vaden 1 Atnboo A ,%\C nve fWE keornb L ioue
Przyklad 6.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4), v = (1,2,0,—1), w = (0,1,3,1) € R? sa Pt
liniowo niezalezne? oA f

M\’)\\,Nro\)ﬁu \K‘\Q \K*LR\‘ R

Niech «, 8, € R beda dowolne takie, ze au + fv 4 yw =0 = (0,0,0,0 L
Stad (a£8,20 + 28 + 7,3 + 37, 4a — B+ ) = (0,0,0,Wum*’j v R
Wektory u,v,w beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad jednorodny ma jedyne
rozwigzanie a = § = v = 0. -

“Un

0 0 1[0 3w |00 10 @A@(OD o
0 =3 3[0| 1y [0 1 =1]0 %@w 3
0 -5 00 01 00 A L3

Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. Zatem wektory u, v, w
sa liniowo niezalezne. Ao o
Jat I o |-
A e NOJ - ‘ l
61 d{ v\ © o
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Obserwacja: Badanie liniowej niezalezno$ci wektoréw w R™ polega na wyliczaniu rzedu

macierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad
macierzy rowny jest liczbie wektorow. T

Whniosek 6.2.13. Niech vy,... v, € R™. Jesli £ > n, to wektory vy,..., v, sa liniowo
zalezne. Rownowaznie, jesli wektory vy, ..., v, sg liniowo niezalezne, to k < n. )

Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa.

i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny sedy i tylko wtedy, gdy v = 0. 0@ g
‘ ol

{ / [
ii) Uklad wektorow zawierajacy podukt m—/g__g_z'_py jest liniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduktad jest liniowo
niezalezny.

iv) Uktad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Definicja 6.2.15. Niech fi,..., f, € C"Y(R), n > 2. Macierz W (x) postaci

Si(z) falx) .. fulz)
Wi, p(x) = f{ <x) Filx) - )
1(n_1) (x) 2(71—1) (I) o én_l)(l’)
nazywamy macierzq Wroriskiego uktadu funkeji fi, ..., fn, a jej wyznacznik wroriskianem.

Twierdzenie 6.2.16. Niech fi,..., f, € C"(R), n > 2. Jedli wroriskian uktadu funkcji
fi,..., [ nie zeruje sie tozsamosciowo na R, tzn. Jzry € R : detWy, 5 (z9) # 0, to
funkcje fi,..., fn sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Przyklad 6.2.17. Zbadaj, czy funkcje fi(z) = 1, fo(x) = sinz, f3(xr) = cosx tworza
uktad liniowo niezalezny w C(R).

1 sinx cosx
detW(z)=|0 cosz —sinx |=—cos’r —sin®z=—1%#0
0 —sinz —cosx
Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.

6.3 Baza i wymiar przestrzeni liniowej
Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, za$ by,...,b, € V.
Definicja 6.3.1. Uktad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli

jest on liniowo niezalezny oraz V = lin{by,...,b,}. N A e de “,% gon tForo W
SHOWD ralee ) 0

Uwaga 6.3.2. Baza przestrzeni wektorowej jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji)
uktadem liniowo niezaleznym w tej przestrzeni.
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Przyklad 6.3.3. Baza przestrzeni R” /X

Uktad wektorow {eq,...,e,} stanowi baze przestrzeni R". JJnieota

er =(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1) //q\@/\’/fOu& nic
Whiosek 6.3.4. Jesli wektory vy,...,v € R"” tworza baze przestrzeni R", to wow Z/as k 7 m
. (LNf;r\ GA,\ AT

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 6.2.9 oraz 6.2.13. [

K < ON
A

=/

Przyklad 6.3.5. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R?, jesli
U =1in{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3) }.

Podane generatory na pewno nie tworza bazy U, gdyz uktad 5 wektorow w przestrzeni
R4_ jest liniowo zalezny.

11113
321 2 4
<
|2 1021|5279
1111 3 (ke
- - 1 321
11113 |~=
321 2 4 @ b2
r =r|{1 10 1]|=r
210 21
1111 3 b2z21
- - 341 3
3 = U =1in{(1,3,2,1 - LA
EJk}ad wektorow (13,3, 2,)1), (0,—1,—1,0),(0,—1,0,0) jest baza przestrzeni U -\ -+ '@,
poroéwnaj wniosek 6.2.3). \ : ‘ | - i/
T ((Lm{u’\lb — @AXWJ{\/NB ""bf\ ‘DM&\}
Twierdzenie 6.3.6. i) Kazda przestrzen wektorowa rézna od {0} posiada baze.
ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej skoriczenie Wymiarovvej/“ sa réwnoliczne.
o Jesli baza danej przestrzeni liniowej jest nieskoniczona, to kazda inna jej baza takze
jest nieskoriczona.
iii) Kazdy uktad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupetniony
do jej bazy. .
Jej bazy PRI
Definicja 6.3.7. Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej V' = (V, +, K, -) nazywamy OQ\

wymiarem przestrzent wektorowej Vi oznaczamy dimg V) lub krotko dim V., Moéwimy
wowczas, ze przestrzen V' jest n-wymiarowa. Jedli zaden skonczony uktad wektorow

nie tworzy bazy przestrzeni V, to przyjmujemy dimV = oo. Ponadto przyjmujemy
dim{0} = 0.
Whniosek 6.3.8. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow,

gdzie m > n jest liniowo zalezny.
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Y o
ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych %M\'W
w
t ib tej t i. N
stanowi baze tej przestrzeni ot r/““\‘
iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen ;G
stanowi jej baze. Wt adh
_— oo W
Przyklad 6.2.10 - raz jeszcze N OO
,00 bj 5?’?‘/”

Wiemy, ze wektory v = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen R3.

Ponadto dim R? = 3, zatem uklad {u,v,w} jest baza R3.
w\éswwmj s

J “eden ,bb__.QMAWOU

Whiosek 6.3.9. Wektory v; = (v11, 12, .-+, V1n), V2 = (V21,0925 e . V25« -+ U = (Un1, Up2s -+« s Unn) 2 atf}

tworzg baze przestrzeni R", wtedy i tylko Wtedy gdy({det[v;;] # 0 ba )

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 6.2.8 oraz 6.3.8 11). [
. Xi/niosek 6.3.10. i) Na plaszczyZznie R? dwa dowolne wektory niewspotliniowe tworza ﬁa
— jej baze.
Jo
ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolptaszezyznowe tworza jej baze.
y Ir

Niech V bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b1,...,b,} jej baza.

7 Definicja 6.3.11. Uporzadkowany ciag wektorow bazowych (b, . .., b,) nazywamy reperem
1\7/4’ ' bazowym lub bazq uporzqdkowang.

Czesto mowimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzadkowanie wektorow

b h ich i
azowych, np. poprzez ich ponumerowanie. AL \0»‘?)
Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych ’/LO\A&O)
1) (R, +,R, ) L,JOIQ\A)
SN
By = (el,...,en>, gdzic e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,...,0,1) =T R
A - 7 +QJ ™

51> @ 1xa: L3 ), dimR[z] =00, p(x)=ap-1+a;-r+ay-2>°+...4as x
3) Ry[z], +,R,-), Ry[z]={f€R[z]: degf <n}

&@(1,3}@2,...@”), dimR[z] =n+1
dla dowolnego p € R, [z] mamyp(f)ZGO'L_lJ-FCh'&+a2-5+...+an-x”.
\\Smwx'ﬁk
Mopsen(R), +, R, ) T
| 1 (i) =
Ery, B, ..o B, B ,...,Emn), dzie By = [l zasekl—{ 0
3’@ D Badsle Fu = ley) 0 (i3 # (k)

dim M,,un(K) =m -n
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Przyklad 6.3.12. Baza M>(R) jest uklad (Eyy, Evo, Ea1, Fas), gdzie
| e ot
o O © L
U 51155

o (93] 4 [ 3P -2 1] - 1

Dla dowolnej macierzy A = a b } amy A = aFEy, + bEs + cEy + dEs,. 00 \+ l/g O(‘X
c d c o

v
Twierdzenie 6.3.13. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, za§ W jej podprzestrzenia. 0%/0 1 L
Wowcezas vdio
W bwont J”Cuox 4J
) W#V = dmW < dimV, (g €W O&ow(m\ww o
Jern Q) (
i) dmW =dimV <oco = W =V. =D = Jmu

— i W /d)mnjm

&vmﬂjﬂﬂ&(4oﬂfw\b\) =7 J”“L(%L\)
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (b, . .., b,) jej baza uporz@owam@ Wowcezas
dla kazdego v € V istniejg skalary aq,...q, € K takie, ze v = a1b1 + .+ anbn
Mozna uzasadnié, ze przy ustalonym reperze bazowym skalary a, .. oy, sa wyznaczone

Q jednoznacznie.

a
Definicja 6.3.14. Skalary aq,...qa, € K takie, ze v = a1b; + ... + a,b, nazywamy
wspdtrzednymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ayq, ... ay)5.

Przyklad 6.3.15. R® = (R®, + R, "), B @ baza kanoniczna,
_B'= (b}, ) inna baza, gdzie b = (4,2, 17,8 = (=5,2,3),% = (1,3,0)

A~

Q Skalary 4,2, 1 to wspotrzedne b w bazie kanomczneJ e
UMOWA: Plszemy by = (4,2, 1) zamiast 0] = @ M K.,@xj L9t T "
" Ponadto 1 =1, 0, O@ ~— Vo

Niech v = (—3,15,7) € R3. Wyznaczymy wspotrzedne wektora v w bazie B'.

Niech v = [a, 8, 7]s, tzn. v = ab} + by, + b, Otrzymujemy /
\y - @15 7) = a(4,2,1) + B(=5,2,3) +(1,3,0) = Ly_a\—\é@ 2% + 28 + 3y,a + 38). &

Aby wyznaczy¢ Wspolrzqdne o, B, 7, nalezy rozwigza¢ ukfad réwnar
\ 4 —5 1 a =3
3 )

W b2 23| |g]=| B WL oznaczen
\60\
1 3 0] |~ 7
Q\%x\x@—kal— 1] 3 0| 7 1 30| 7 1 .3 0| 7
2 3] 15 | =% [[2) 2 3| 15 W‘_i“’% —4 3] 1|2 0016 |-12| —4
“Q i 3 0| 7 4) -5 1| -3 | ™ -17 1 —31 0[-17 | 1|-31
(13 0| 7 1 3 0] 7 13 L
0 16 —12| —4 M= |0 (1) 11|35 | =% | o1 11 =,
_o@—n =35 47" 016 | -12| —4 0 0[-188 —564
1 0] 7 13 0|7 10 01
01 1135 | 2 10 1 02| 222101 0(2]| = v=[1,23
(00 1 00 1|3 00 1|3 \
Qio TN
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! D’%ma“ b e N rouan bazg,

v
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b, ..., b)) jej dwiema
bazami. Wowczas istnieja skalary o;; € K, i,j € {1,2,...,n} takie, ze

by = aqiby + aiby + ... + apiby P b
by = aiaby + oo + ... + by \ @/1_,, Qﬂ 4
. \ e
by T Ly,

b;, == Oélnbl + OéanQ +...+ Oénnbn 1 IOCjZ 1--

Definicja 6.3.16. Macierz P € M, (K) postaci A
12 ... Oqp WJ Q@XM (W\nﬁob\
9y ... Qap se ST 2 - b toon
P = [ajj] - ( .
- /\ON(;} /@fv@j L.Jlﬁ . g#a,@
Opa .. Qpp eaz\j

nazywamy macierzq przejscia od bazy B do bazy B’. Oznaczamy ja symbolem-

Macierz przej$cia Ps_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy 5’

sa liniowo niezalezne.
k2 +0

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B' = (b}, ..., b)) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_p.

X
T

| PX'yedzie X = | | X' =
xn

Przyklad 6.3.15 - ciag dalszy
R? = (R, +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,
B’ = (b}, 0,,b5) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b05 = (1,3,0) X) p- L X

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

4 -5 1
PZPB%—NB’: 2 2 3 7X/:P71X:?.
1 /3 0
9 -3 17
Wyznaczamy macierz P~' = & | =3 1 10 | i obliczamy
-4 17 —18
9 -3 17 = 1
X=L |G 10| | 15| = |2 2 F1T 330 = 9Y
-4 17 —18 7 3
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Jim RpLR)=5 cvg lin zqf ?

%atm”‘f 2 no b, 40 Zk . yitho o Ao w 5to|am“a <4
3 (Y[W/l A g j \b J’fD = r4
PN eoal. = (A, x P )

Przy 6.3.18. Rozwazmy przestrzeni Ry[z] oraz jej dwie bazy }

Bg: 1+ + g% 1;b352)7 B = @ 1@ 2?). Wyznaczmy macierz Pps_pz. Ailm ‘ZJVL’“-];.S
. n b2, by b,) %7 ba)

Qoﬂf‘lg: o1, Bromls = ar(1+2)+Bi(z+2?) + (1 +2?) = (1 +71) + (e +Br)z + (B +m)z’
7 o+ = = o —
Stad ¢ a1+ 1 =0 i ostatecznie ay = %, b1 = 2, v = % O
fi+m =0
Latwo zauwazy¢, ze 1 4+ = = [aw, B2, 72]s = [1,0,0]5 E %n & | _u )

Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ —|— 2% = [as, B3,73)8

D | D [0 | —

i otrzymujemy Pp_.p =

N | =D | =0 | =

Twierdzenie 6.3.19. Niech V bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowa, zas
B, B, B" jej bazami. Wowczas

i) Pg_p= <PB—>B'>_17

——

ii) Ps_p - Ps—5r = Ps_p.

N . L ahso
b za 0&(\\@0\& P

/J))/ \?LB;*-?'B

R ﬁzq L ?&':,g/“

\ &)) “*’;‘j”’(‘ﬂljm'a

v achunluo

-4

by, =1y B
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