Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Odwzorowania liniowe i ich podstawowe wlasno$ci

Niech V = (V,+, K, -) oraz W = (W, &, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
tym samym ciatem K.

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki
i) wlasnos¢ addytywnosci Vu,v € V' o(u+v) = ¢(u) @ p(v)
ii) wlasnosé¢ jednorodnosci Vo € V. Va e K ¢(a-v) =a ® ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzent liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest liniowe
i) VuyveV Vo, e K pla-u+p-v)=a®p(u)®p 06 ¢)

i) Yoy,...,u, €V Vay,...,a, € K
olag v+ ...+ a,-v) =010 p() B ... 0 a, ®p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V- w W oznaczamy Ly (V, W)
lub Homg (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+,K,-) oraz W = (W,+, K,-), to znaczy
uzywamy tych samych symboli dla dziatan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to r6zne
dziatania.

Przyktlad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe?
1) ¢ : R — R, p(z) = ax, gdzie a € R ustalone
Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych o € R, x1, 2o € R mamy

olaz) = a(ax) = alar) = ap(z) oraz
o(x1 + x2) = a(x1 + 12) = axy + axe = (1) + @(22).
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2) p: R —= R, p(x) = ax + b, gdzie a,b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
e(14+1)=p(2) =2a+b# ¢(1) +¢(1) = (a+b) + (a + b) = 2a + 20.

3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox

Poniewaz ¢(z,y) = (z, —y), zatem dla dowolnych o € R, (z,v), (x1,v1), (T2, y2) € R?

¢ (a(z,y)) = plax, ay) = (ax, —ay) = oz, —y) = ayp(x,y) oraz

90((%7 Y1) + (2, yz)) = @(r1+ 22,1 +y2) = (21 + 22, — (Y1 +12)) = (21 + T2, —y1 —Y2) =
(w1, —y1) + (22, —y2) = o(z1,91) + ©(22, 42)-

Odwzorowanie jest liniowe.

4) ¢ R >R p(z,y,2) = (r—y+22y+2+1)

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L=o¢(a(z,y,2)) = plaz, ay, az) = (ax — ay + az,2ay + az + 1)
P=ap(r,y,2z)=alr—2z+22y+2+1) = (ax — ay + az, 20y + az + a)
Na ogét L # P. Mozemy podac kontrprzyktad

¢(5-(1,0,0)) = ¢(5,0,0) = (5,1) #5-¢(1,0,0) =5-(1,1) = (5,5)

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, ¢, d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).

ii) Odwzorowanie ¢ : R* — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, c,d, e, f,g,h,j €
R takie, ze ¢(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,gx + hy + jz).

Przyktlad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ro[z] — Ry[z], dane wzorem
o(p)(x) = (3 —z)p"(z) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?

Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania.
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy

e(p+a)(@) = (3=2) (p+)" (@) +4(p+0) (@) = 3=2) (o (2)+¢"(2) ) +4(p' (@) +¢'(2) ) =

(6= 2"(2) + (@) + (8 = )" (x) + 44'(2) ) = 9(p)(@) + la)(@)
dla dowolnego = € R. Zatem ¢(p + q) = ¢(p) + ¢(q).
Dla dowolnych p € Ry[z], @ € R mamy

plap)(r) = (3—=)(ap)"(z) +4(ap) () = B—z)a-p"(z) +4a p'(z) = a- ((3 —z)p"(x) +
4p’(x)) =« p(p)(x). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).
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Niech V.= (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to wowczas
i) ¢(0y) = Ow,
i) Vo € Vo(—v) = —¢(v).

Whiosek 7.1.8. Niech ¢ : V' — W. Jesli (0y) # Oy, to ¢ nie jest liniowe.

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem
7(0)=5#0.

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i) monomorfizmem, jesli ¢ jest injekcja,

ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,

)
)
iii) izomorfizmem, jesli ¢ jest bijekcja,
)
)
)

iv) endomorfizmem, jesli V =W,

v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

vi) forma liniowgq, jesli W = K.

Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie bazg przestrzeni V oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektorow. Wowczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe
p € LIV, W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.

Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢é odwzorowanie
liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni

V.

Przyklad 7.1.13. Podaj wzoér odwzorowania liniowego ¢, jesli
¢ Ro[z] — Ry[z], @(2®+1z)=62+10, @r—1)=4, ¢(27)=S8.

W przestrzeni wektorowej Ry[x] baza standardowa jest B = (1,z, 2%). Mamy
p(a? + 1) = p(a?) + p(x) = 6z + 10
ol — 1) = ple) = (1) = 4
p(2z) = 2¢(z) = 8

Stad p(z) =4, (1) =p(x) —4=0, @(z?) =6z+ 10— ¢(x) = 6z + 6.

Dowolny p € Ry[z] jest postaci p(z) = az? + bz + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
o(ax? 4+ bx + ¢) = ap(z?) + bp(x) + cp(l) =a- (62 +6) +b-4+ c-0 = 6ax + 6a + 4b.
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7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).

Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy } C V nazywamy jgedrem odwzorowania
liniowego ¢ i1 oznaczamy Kerp.

ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {p(v) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imep lub ¢(V).

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imgp
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerg oraz Oy € Imgp. O

Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbiér Keryp jest podprzestrzenia liniowa,
przestrzeni V', za$ zbior Imey jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)

i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y},

ii) ¢ jest surjekcja < Imp = W.

Definicja 7.2.5. Jedli dimImp < oo, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania
liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy 7(¢) lub rank(yp).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoniczenie wymiarowymi nad cialem K. Niech ¢ € L(V, V).
Wowcezas

r(¢) + dim Keryp = dim V.

Wniosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € £(V, W) mamy dimImy < dim V.
Przyklad 7.2.8.

0:R* =R o(r,y,2,t)=(@+y+z+2t,x—y+2z+6t,x+y—2z—4t)
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wlasnosci .

r+y+2+2t=0
o(z,y,2,t) =(0,0,0) & ¢ z—y+z+6t=0
r+y—z2z—4t=0

11 1 20 11 1 2(0] , [111 2]o0
1 -1 1 6020 -2 0 4/0|-25]010 —2|0]| 2=
(11 -1 40 ] ™™ [0 0 -2 —6[0] == 001 30
(110 —1]0] 100 —1 ‘”:Q_tt

010 —2/0[ 1010 —2[0 T

001 30 001 30
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Kerp = {(—t,2t,-3t,t), t € R} =lin{(-1,2,-3,1)}

Uktad {(—1,2,—3,1)} jest baza Kerp oraz dim Kerp = 1.

Zatem ¢ nie jest monomorfizmem. Ponadto

r(p) = dimR* — dim Kergp = 4 — 1 = 3 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
St@d Imy = R3. Mozna to réwniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
o(x,y,z,t) =x(1,1,1) + y(1,-1,1) + z(1,1,—1) + (2,6, —4)

Ty = hn{ 1,1,1),(1,—1,1), (1,1, -1), (2,6, —4)}

1 1 1 1 1
' } 1 X 0 oy | =3 = Tme =1in{(1,1,1),(0,-2,0),(0,0,-2)}
6
Uklad {( 1, 1, 1) —2,0) O O —2)} jest baza przestrzeni Imep.
Imp C R3 A dim Im<p =3 =dimR? = Imyp = R3.

Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skonczenie wymiarowymi
nad cialem K. Niech ¢ € L(V,W) bedzie injekcja, za$ wektory vy,...,v, € V tworza

uklad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(vy), ..., p(v,) € W réwniez tworza uktad
liniowo niezalezny.

Whniosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoniczenie wymiarowymi
nad cialem K takimi, ze dimV = dim W = n. Niech ¢ € L(V, W) bedzie injekcja, zas
wektory vy, ...,v, € V tworza baze przestrzeni V. Wowczas wektory ¢(v1),...,¢(v,) €

W tworza baze przestrzeni W.

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dziataniami
+: L(V,W) x L(V,W) — L(V,W), -: KxLV,W)— LV, W)
okreslonymi wzorami (f + g)(z) = f(z) + g(x), (a- f)(z) = a- f(x),
jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.
Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to wowczas go [ €
LU, W).

ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~1 € L(W,U).

Oznaczmy przez Autg (V) = {f € Lx(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich automorfizmow
przestrzeni liniowej V.

Whiosek 7.3.3. Zbior Autg (V) wraz z dzialaniem skladania odwzorowan jest grupa
nieprzemienng.

Grupa Aut g (V) bywa tez oznaczana symbolem G'L(V') i nazywana petng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyktad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R* — R? dane wzorem
(21,29, 3) = (11 + To + T3, T2 + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.
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7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi nad ciatem K.
Niech By, = (bl, e ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V' i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V. — W.

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w
bazach By, By nazywamy macierz A € M,,«,,(K), ktorej kolejne kolumny to wspoltrzedne
wektorow o(b1), ..., p(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

Przykltad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R* — R?,  o(z,y,2) =
(3x,2y + 2), gdy rozwazamy

a) w R? i R? bazy kanoniczne

©(1,0,0) = (3,0), ©(0,1,0) = (0,2), ©(0,0,1) = (0,1), M, (B3, B2) = {0 2 1

30017 [ 3
02 1 Z_2y+z

b) bazy B = (b = (1,2,0),bo = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (¢ = (1,2),c2 = (0,1))

300}

90(51) = @(17 270) = (374) = [041,51]& (374) = e + Picy = (a1,2a1 + 51)7
= a1 = 3761 = _27 Qﬁ(bl) = [37 Q]C
@(b2) = p(1,1,1) = (3,3) = [, Ba]c, (3,3) = asger + foca = (ag, 200 + fo
= ay = 3,08, = =3, p(b2) = [3, -3¢
@(b3) = ¢(0,0,1) = (0,1) = [as, Bsle, (3,4) = ager + faca = (as, 2a3 + fF3)
= a3 =0, =1, ¢(bs) = [0, 1]c

—3]

MSD(B,C):{ 3 3 o}

-2 =31

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od
wyboru baz.

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R” — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,x,(R) taka, ze

T
Z2
V(zy,....,xn) €R" p(x1,...,2,) = A
In
Wowczas A = M, (B, B).
Przyklad 7.4.4. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — My(C), f(az +

8) = aA+B1,, gdzic A = {2“ 1

3 4 ] , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni
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(Cy]z],+,C, ) oraz (M3(C),+,C, ).

Wezmy dowolny p € Cy[z]. Jest on postaci p(z) = az + 5.
Rozwazamy baze B = (1, z) przestrzeni C;[z] oraz baze C = (Eu, FEo, Eoq, E22) przestrzeni
M, (C).

f)=0-A+1-Lh=1= (1)(1) =1[1,0,0,1]¢
f(2)=1-A+0-L=A=[2+1i,1,3,4—1]
1 241
dime C4[z] = 2, dimg M(C) =4, = M;(B,C) € Myyo(C), My(B,C) = 8 :1))
1 4—i

Twierdzenie 7.4.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech
By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, . ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.
Niech ¢ € L(V,W) oraz A = M,(By, Bw). Oznaczmy

I n
x=| P ov= |
T Ym,
gdzie v = [Ty, ..., 2|8y, W = [Y1,- .., Ym]By . WOWCZAS

ev)=w <& AX =Y.

Uwaga 7.4.6. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy ustalonych bazach). Macierz odwzorowania liniowego ¢ w
pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem badaé¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 7.4.7. Rzad macierzy A przeksztatcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By. Ponadto rank(y) = rankA.
Whniosek 7.4.8. Przyjmijmy oznaczenia jak w twierdzeniu 7.4.5. Woéwczas
i) ¢ jest epimorfizmem < r(A) = m,
ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n.
Przyklad 7.4.2 - ciag dalszy

Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B}, B;) oraz za pomoca
M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?
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3 00 3 30
Oznaczmy A = M, (B}, B}) = 0 2 1},A’M¢(B,C){_2 3 1].
1 1
3 00 3
SHEHIHEH
3 0 21 3 7
Sprawdzenie p(1,2,3) = (3-1,2-2+42) = (3,7)
(17273):1(17270)+3(07071):1b1+2b3:[1a0a3]8
1 1
3 30 3
SHNE NI
3 -2 =3 1 |:3] 1
Stad ¢(1,2,3) = [3,1]¢ = 3c1 + o = 3(1,2) + (0,1) = (3,7) .

Dodatkowo zauwazmy, ze r(A) = r(A’) = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 = 1, wiec ¢ nie jest monomorfizmem.

Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V,W) oraz A = M;(Bv, Bw),
B = My (By, Bw).

Twierdzenie 7.4.9. Przy powyzszych zatozeniach
A+B == Mf+g(Bv,Bw> oraz A= Maf(Bv,Bw>.

Twierdzenie 7.4.10. Jesli dim V' = dim W, to woéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

Whniosek 7.4.11. Niech f € L£(V,W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M;(By, Bw ).
Wowcezas A~ = M1 (Bw, By).

Twierdzenie 7.4.12. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V),
g€ L(V,W) oraz A= M¢(By,Bv), B= My(By,Bw). Wowczas

B+ A= M, (By,Bw).

Przyklad 7.4.13. Dane s odwzorowania liniowe

fiR =R f(x,y,2) = (x —y+ 2,2y + 2),

g:R* = R? g(x,y,2) = (x — 32,2 +y),

h:R? —R% h(x,y) = 2z +y,x —y).

Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania
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@ =2h"Yoh to(f+g)ioblicz ©(1,2,3).

1 -1 1
f ‘R3S 5 R2 = Mf = Mf(Bg,B;%) € M2><3(R)v Mf - 0 2 1

1 0 =3
g:R* = R?* = M, := M,(B},B}) € Mays(R), M, = [ 11 0 ]

Myyg = My o(B}, B) € May3(R),  Mpyy = My+ M, = {
Czy h jest odwracalne?

MW%W#MF%M%@K%%MWZH_H

2 -1 =2
1 3 1

detM;, = —3 # 0 = h jest odwracalne
- 1 1
thl = Mh—l(Bi,Bi) S MQ(R), thl = (Mh) ! = % |: 1 _2 :|
Q: R} - R? = M = M, (Bg,BQ)Engg( )
B _o 11 1 —1 -2 23 =5 =5
MWJMN%“_9L-4]{ 2}{ 1] 9% 16 7]
Sp(x’ :_g’ Z)_:?

_ 2 3x — by — bz
3z + 16y — 7z

2

:|:>S0(xaya ) (l’——y——273$—|— gy_ )

) ="

] 1
_ 2|3 =5 =5 _2 | —22 a4 112

S

—

ub—*

1 pOT
W o< R

7.5 Zmiana macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By oraz By beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy
By, By, oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W. Niech P = Py, .5 , Q = Ps,, 5, oraz
A= M,(By,Bw), A = M,(By, By,). Wowczas

A =Q AP,

Przyklad 7.4.2 raz jeszcze

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz,
wyznaczymy macierz ¢ : R® — R o(z,y,2) = (3z,2y + 2) w bazach B = (b =
(1,2,0),b2 = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0,1)).

3 00
A= M,(B}B}) = 0 9 1], A= M,(B,C) =?
1 10
10 _ 10
P=Pg =21 0]7QPB§—>0[2 1], Ql:{_2 1}
01 1
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110
10 300 3 30
r_ -1 _ _
A=Q AP_[—2 1]{021] 2 10 _{—2 -3 1]
011
Uwaga 7.5.2. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowa, zas B oraz
B’ jej dwiema bazami. Woéwczas macierz przejscia Ps_.p jest reprezentacja macierzows

odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z bazg B’ w przestrzen V z
baza B.

Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B = (V},...,b),). Wowczas

ld(b/l) = bll = a1161 + ...+ anlbl

, skad Pg_p = M(B',B). O
id()) = b = aniby + ... + apnby
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