Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Odwzorowania liniowe i ich podstawowe wlasno$ci

Niech V.= (V,+, K, ) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad
. e——————
tym samym ciatem K.

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W spelniajace warunki \J
odnwoC

i) wlasnos¢ addytywnosci Vu,v € V' o(u+v) = ¢(u) @ng(v) | Zﬂ
Y% N

- v aual
. on
1IN
2

ii) wlasnos¢ jednorodnosci Vo € V. Va € K p(a-v) =a ® p(v),

nazywamy odwzorowaniem lintowym lub przeksztatceniem liniowym lub homomorfizmem
przestrzent liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) ¢ jest liniowe

an!
o]
Lot ek

i) VuyveV Vo, € K pla-u+p-v)=a®p(u)® L6 ¢) | ¢
J - Auwcvﬁf’

i) Yoi,...,v, €V Vay,...,a, € K
; olag v+ ...+ a,-v) =010 p() B ... 0 a, ®p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V' w W oznaczamy Ly (V, W)
lub Homy (V, W) (lub krotko L(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy
do czynienia). -

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V,+,K,-) oraz W = (W,+, K,-), to znaczy
uzywamy tych samych symboli dla dzialan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sg to rézne
dziatania.

Przyklad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe? bf/@ —ioxerl-
. = o b4
1) ¢ : R =R, p(x) = ax, gdzie a € R ustalone B Nie bnloo U
] YR)=2p {A)

\1
Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych inR, x1, T2 € R mamy
pldw) = a(dzr) = &(az) = ap(x) oraz

@(x1 + 72) = a(ry + x9) = ary + aiz :&) + @(x2)

2

Yo 'crdl N =) NS
NOR
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2) p:R—-R, p(z) = @F,Q,_gdzie a,b € R ustalone Nie oot

\av\f */ﬁw)\ﬁl‘&t
Jesli b # 0, to odwzozfowanie nie jest liniowe, bowiem Y
e(1+1)=¢(2) =2a+b# 1)+ ¢(1) = (a+b) + (a + b) = 2a + 20. Jxv)
3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox ‘ ( %
$ley)

Poniewaz p(z,y) = (x, —y)/ zatem dla dpyvolnych a€R, (z,y), (z1,y1), (T2,y2) € R?
e (a(z,y)) = pla, ay) = (ax, ~ay) = d(z, ~y) = ap(x.y) oraz

Lzak
90(($17 Y1) + (2, yz))+ﬁ?\sﬁ($1 + X9, Y1 +y2) = (1 + 22, — (Y1 + v2)) = (X1 + T2, =1 — Ya) =

k(ﬂz_yl) + (22, —y2) = (1, y1) + @22, 12). nipt
Odwzorowanie jest liniowe. i

) T AV
4) o R =R p(z,y,2) = ( -y +22y+2+1)

—mm——

Odwzorowanie nie jest liniowe.

L = p(a(z,y, z)) = p(azx,ay,az) = (ax — ay + az,2ay + az +1)
P=ap(r,y,2)=alr—2+22y+2+1) = (ax —ay+az,2ay + az +0)
Na ogét L # P. Mozemy podaé kontrprzyktad

@(1,0,0)) =¢(5,0,0):(5,1)#5-@1,0,0):5-(1,1):2)\

Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R*? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja a, b, ¢, d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy). oeast

—_— —_—
ii) Odwzorowanie ¢ : R* — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, c,d, e, f,g,h,j €
R takie, ze ¢(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,gx + hy + jz).
AN he U AL Ak O
Przyktlad 7.1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ro[z] — Ry[z], dane wzorem

o(p)(x) = (3 —z)p"(z) + 4p'(z), dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?
A'/\/-v__v B
FA -2 1
Sprawdzimy, ze ¢ jest liniowe. Wynika to z liniowosci rézniczkowania. . ¢ v«
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy w?wwmm \j?boﬁoc e
e(p+a)(@) = (3=2) (p+)" (@) +4(p+0) (@) = 3=2) (p(2)+¢"(2) ) +4(p' (@) +¢'(2) ) =
NG N

(3= 20 (@) + /@) + (B =)' @) + 4¢(w)) = p)E) + pla)(a). —

dla dowolnego = € R. Zatem|p(p + q) = + ©(q). ,
Dla dowolnych p € Ry[z], & € R mamy Avalizo

p(ap)(z) = (3—)(ap)"(x) +4(ap) () = <3—x>@+ tp-p()=a- (B-2) @)+
4p’(x)) = a - ¢(p)(z). dla dowolnego = € R. Zatem ¢(ap) = ap(p).
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Niech V = (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).

Twierdzenie 7.1.7. Jesh odwzorowanie ¢ : V — W jest liniowe, to wowczas

%mv)/ﬂ( K)o+ %OV/

i) p(0y) =0y, AT Oy ¥ @l
>,, (V)‘/W,// N/__ﬁf/- Q | adh
ii) Yo € Vp(—v) = —p(v). - -} ] ;\cmmmoic g R — R \\‘f(l/;).er*,S
p)=5#0O

niosek 7.1.8. Niech ¢ : V' — W. Jesli p(0y) # Oy, to ¢ nie jest liniowe.

Whe I v oul
Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(z) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem
1(0)=5#0.

Wm’\‘omo«fﬂw ((‘MOV(YTZM)
Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W nazywamy:

i Worﬁzmem, jesli ¢ jest injekcja, /f%/ﬁ l%l AL
epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja, ‘(‘4

)
)
Qi) izomorfizmen, jesli o jest bijekcja, — Jr o) (=) (440
)
)
)

(/‘m/

i

R
endomorfizmem, jesli V=W,
—
automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja,

U{N /)\I iv

A%

vi) forma liniowq, jesli W = K. Na o
o B v ?

(v \x\v\) M—?\L’(\Z\*\\%\‘) RZ —> R0
Twierdzenie 7.1.11. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
ciatem K. Niechi’(bl, ..., by) bedzie baza przestrzeni V' oraz niech wy, ..., w, € W bedzie
dowolnym uktadem wektoréw. Wowczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe

. . . \~\_—__\—_
p € LIV, W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.
o
Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie

liniowe na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni
V. (\fé\/ (\fi/LoC/, ol = oC, bt 44-(’4‘“1 W)= JAL‘AL,N-L[,\*M\ —_ (J\o oo
. 1 m] 4 °A R( ) (F ( )({)‘LM \‘r A /lj

WV
Przyklad 7.1.13. Podaj wzdr odwzorowania hmowego ®, Jesh B )
\% X%x =0 Abhop v Axt= LOA/U %M‘w 4%)4"%“%}.(_)

A

~
=3
Y

E/\ \ ¢ Rofz] = Ryfz], ¢(a” +2) = 6 + 10, plr —1) 1) 4, ¢(2r) =8.
e, L) oy pne—
" A~ W przestrzeni wektorowej Ry[x] bazq standardows jest B = (1, x,x?). Mamy
g o(x? 4+ x) = p(2?) + ¢(x) = 62 + 10 e/ __(7\
204 ela—1) —ple] —e) =T . LR AN
g p(2x) = 2p(x) =8
Stad o(z) =4, o(1)=p(z) —4 =0, @(z?) =6x+ 10— p(x) = 6z + 6.

Dowolny p € Ry[z] jest postaci p(z) = _az® + bz + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem
o(ax? + bx + ¢) = ap(z?) + bp(x) + cg&(m_x/—i—-(i) +b-4+c-0=6axr+ 6a+ 4b.
—_— L

' NZoR v
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7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech ¢ € L(V,W).
Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jedrem odwzorowania

\J W liniowego ¢ 1 oznaczamy}_{’e}:ﬂ__ Vovnth) Preonodiar tera
% ii) Zbior {w € W : Jv € Vp(v) = w} = {p(v) : v € V} C W nazywamy obrazem
odwzorowania liniowego ¢ i oznaczamy Imgp lub ¢(V). 2bior wartasd
WJU( e é /

Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Img
sa niepuste.

Dowdd. Poniewaz ¢(0y) = Oy, zatem Oy € Kerg oraz Oy € Imp. O
Twierdzenie 7.2.3. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) zbior Keryp jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbior Imy jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W.
Xe, y < V
: : Ty CW
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V.W) \(
Mrasadn 168

\ , ,
§W4 ;'\" . .. . _ _ ,-\;C) @“% r\'(/‘«,(?&\
A i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y}, 2a0 . Y N m

2 0 IueV UFv Ay

@}/@ ii) @ jest surjekcja < Imp = W. 0= (0-Y g () - f (k-v) =Y u\%\/é%c’/((fj

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

Definicja 7.2.5. Jedli dimImy < oo, to liczbe te nazywamy rz@dem odwzorowania
( liniowego ¢ : V' — W i oznaczamy r(¢) lub rank(ep).

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V' oraz W beda

przestrzeniami wektorowymi skoniczenie wymiarowymi nad cialem K. Niech ¢ € L(V, ).

Wowezas _ 3««»(&{) Wiy
o Y0 n )
r(p) + dim Kerp = dim V. \/ >N
Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V,W) mamy dimImep < dimV.
b Vonoc b m
Przyktad 7.2.8. K‘?@C( W 1%5 ﬂ’q" UUC o fi20m tan /jw\

(su G\w@ OQMMJ«M oy
.4 3 s
o RY SR o(x,y, 2, t)— v+ + 2+ 2t ?Otz+6tMJ Jg,moz/ C

Wyznacz jadro oraz obraz g, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci .
— \/WO[( ,\(omc
rT+y+z+2t= f e
90(m7y727t):(07070)<:> lf—y—l-Z—l—Gt—O
r+y—z2z—4t=0

(@ 1 1 20 111 o2(0] ., [111
L -1 1 60200 -2 0 40—
[\, 1 -1 —4j0] ™™ 0 -2 —6/0] =" |00
'1/@0 ~1]0] 100 +1]0 xf;f
0T 0 =200 | =2=%1010 -20|=¢"7""
001 30 001 30 =
: | teR
%oy 2




(13,720)
Kerp = {!—t, 2t,—3t.t), t € R} =lin{(-1,2,-3,1)} Yo (,f 4 aC/O b N

Uktad {(—1,2,—-3,1)} jest baza Kerp oraz dim Kergp =1.

el g
Zatemwwmnadt T
/> . 7(p) =dimR* — dimKerp =4 —1 = 3 dlm ]R3 zatem @ jest epimorfizmem. Ranlt ’NMHB Yaem
.. Stad Imp = R3. Mozna to réwniez spraw ezposredmm rachunkiem. )
s R
/goxy,zt—xlllerl —1,1) + 2(1,1,—1) + £(2,6, —4) \ ©

Ime = lin{(1,1,1), (1 1),(1,1,-1),(2,6,—4
o = lin{(1, (11,1, (2 ) S Al = 7&«*@\

1
r i 1 8 _g _g =3 = Imy =1in{(1,1,1), (0,-2,0), (0,0, —2)}
’ 0 ' G o) \(\7
Uk1ad {( 1, 1, 1) —2,0),(0,0,—2)} jest baza przestrzeni Imep. > (\0\‘5 . .
Imp C R? A dlmIrmp 3= d1mR3 = Imyp = R3. 0" \,
- S0 OUAR \%( Lo om

Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzemaml wektorowymi skoniczenie wymiarowymi

nad ciatem K. Niech ¢ € L(V, W) deZl za$ wektory vy,...,v, € V tworza % 5 P,o\
(Ul ’

uktad liniowo niezalezny. Woéwczas wektory' .., p(vy) € W réwniez tworza uktad J) Q
liniowo niezalezny. péés °
Whiosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skonczenie wymiarowymi </

nad ciatem K takimi, ze dimV = dim W = n. Niech ¢ € L(V, W) bedzie injekcja, zas T

wektory vy,...,v, € V tworza baze przestrzeni V. Wowczas wektory ¢(v1),...,¢(v,) €

w tworzq bazq przestrzeni W.

\(‘;$ N\ 9 79

O\J
7 Dzialania na odwzorowaniach liniowych
C’ N F &W‘“\
Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowym1 nad c1ale 5 O‘“ &
BTN ‘
Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) Wra&Kz dz1alan1a i ° éo\d‘\ P O V{:\\Lu
+: LV, W) x L(V,W) — L(V, W), @x LV,W) = L(V,W)
okreslonymi wzorami (f + ¢)(z) = f(x) + g(x), (a- f)(z) = a- f(x), 0E<\l N ‘V \‘
jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.
V

Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € L(V,W), to Wéwczas o

LU,W). %
m} (\}\ /—Q \! Odpl -

Bw ii) Jesli f € L(V,W) jest bijekcja, to f~1 € L(W,U). b
) \ AN A i
Od . A ing o U,\\owceo it Unlowl \—’{ ye J

Q
Oznaczmy przez Auti (V) = {f € Lx(V,V) : f—bijekcja} zbior wszystkich au%omorﬁzmow d a0
praez A e
przestrzeni liniowej V. V 4 ;\/

A
Whniosek 7.3.3. Zbior Auty (V) wraz z dzialaniem sktadania odwzorowan jest grupa

nieprzemienna. \. ( Ak« (\,) 0 2; g,
Wbywa tez oznaczana symbolem GL(V\) i hazywana petng lub ogding gru
lintowq przestrzeni lintowej V. Sr—
/)
GL, (R

Przyklad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R3 — R3, dane wzorem
(21,29, 3) = (11 + To + T3, T2 + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3. :.{ INT (R)
LN
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7.4 Reprezentacja mac1erzowa odwzorowania llnlowego
NP - ‘& R>R* W"\’Yﬁ’ Y (x (lo)wgtm)) Y m)ij
Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi nad cialem K. qu' \l{ .
Niech By, = (bl, cee bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i
W odpowiednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ : V. — W.
R

d N \ d\ d‘\({ﬂ
Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacja macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w
bazach By, By nazywamy macierz A € M,,«,,(K), ktorej kolejne kolumny to wspoltrzedne
wektorow o(b1), ..., p(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ).

—
Przykltad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R? — R?,  o(z,y,2) =
(3x,2y + z) gdy rozwazamy

W 00alY) ) edo o
a) w R3 i IR2 bazy kanoniczne barowy o~
/"/,/ / [\ &/
<P(1,0,0) (3,0), »(0 ), ¢(0, 0 1) = (0, 1),  My(B,B}) = @@ =
c’ 7 x___)

][zygiz] A L l L %(%\3\1)?(“\”/)

b) bazy B = (b = (1,2,0), b2—(1 1,1),b5 =(0,0,1)), C = (c1 = (1,2),¢2 = (0, 1

g (90 f 2)
plb1) = p(1,2,0) = (3,4 041751]& G’) 4) =iy +@2 =|(a1,2m +_ﬁ_;)
ML) = &5 A | & \& N D A2iC I Bnoai Cln@ (C3) @C —C—:;, 1) =3, =3C ‘I'C"b
U<90(b2\) o( 7171) 3) = laz, Boe, (3, 3 = azc1 + Pacy = (a2, 202 + B2)
[

(0 1) = ay=3,0= -3, p(by) =
So(bg) - (,0(0, 0, 1) - (O’ 1) = [0437 53]6: N ascy + Paco = (043; 2ai3 + 63)
\“Cv O €A = a3 =0,0; =1, ¢p(bs) = [0, 1]¢

3a _3]C

A

M,(5.0) = |
Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy?od
wyboru baz. S
\.__‘/‘

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,x,(R) taka, ze

Wowczas A = M, (B, BY). V€ CA LZJ
Przyklad 7.4.4. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Cy[z] — My(C), f(az +

B) = aA+ By, gdzie A = {2“ 1

3 4 ] , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni ‘
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o)

-

(Cy]z],+,C, ) oraz (My(C),+,C,-

Wezmy dowolny p € Cy[z]./Jest on postaci p(z) = az + .
Rozwazamy baze B = ( 1, zt przestrzeni C;[z] oraz baze C = (Eu, FEio, Ey, E22) przestrzeni

My (C).

f(1)=6§A+§>-12:12:@i0; :[1,0,‘((_\[3?& miﬁﬁq} %4

z)=1- Iy =A= 1 —3 \/\-E.f_/—’.q/ R

f()/} Ai;) L=A=T12+1,1,34—i /\/\*/\ =y f\‘( L) ( J@?@
1
3

Nz +0 (200Es,  Eqprdens (h-OEL
dimc Cl[Z] = 2, dlm(c MQ((C) = 4, = Mf(B, C) S M4><2((C), Mf(B,C) =

1 . .
/‘3( Pl )y

e
S\
Twierdzenie 7.4.5. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech A L?X :
By = (bl, . ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W.
Niech ¢ € L(V,W) oraz A = M,(By, Bw). Oznaczmy

I Y1
x=| ", v=|"],
, U
gdzie v = [Ty, ..., 2|8y, W = [Y1,- .., Ym]By . WOWCZAS

Uwaga 7.4.6. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami
liniowymi a macierzami (przy_ustalonych bazach]: cierz odwzorowania liniowego ¢ w @

pelni opisuje to odwzorowanie, mozna zatem badaé¢ macierz, zamiast odwzorowania.

Whniosek 7.4.7. Rzad macierzy A przeksztalcenia liniowego ¢ nie zalezy od wyboru baz
By, By . Ponadto rank(go) = rankA.

Wnhniosek 7.4.8. Przmeljmy oznaczema jak w twierdzeniu 7.4.5. Woéwczas

i) ¢ jest ip-i-r‘norﬁzmem < r(A) =m, Mag\?&\%\b =0i M\A\ \[ A\) N

ii) ¢ jest monomorfizmem < r(A) = n. ) )

{n Wi Y o e ” 2 gl /«:( SRR &Q(W\WW
Przyklad 7.4.2 - ciag dalszy d - |

Oblicz ¢(1,2,3) dwoma sposobami, za pomoca macierzy M, (B}, B;) oraz za pomoca

M,(B,C). Czy ¢ jest monomorfizmem /epimorfizmem?
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Oznaczmy A = M, (B}, B}) = {g g (1)],A’M¢(B,C) {_g —2 (1)]
1 1
300 3 A
Al 2 2 | = -
[F ][] -2 pasr? AL
dzenie (1,2,3) = (3-1,2-2+2) = (3.7) o)
v, 3 30 3 {
S T Y TR ISR ES o
3 3 S ;
Stad ¢(1,2,3) = [3,1]c = 3c1 + 2= 3(1,2) +(0,1) = (3, D~ 3 V7 QM\
Dodatkowo zauwazmy, ze 7(A) = r(A’) = 2 = dim R?, zatem ¢ jest epimorfizmem. /)\ ‘\J ¢
Ponadto dim Kerp = 3 — 2 =1, wiec ¢ nie jest monomorfizmem. 3)

W\

I
K{%Jibﬁ\ \'\?\\\:A%—B:Merg(B\/,Bw) oraz aA:Maf(Bv,Bw>. 5
MRS

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Niech By oraz By
beda ustalonymi bazami. Ponadto niech o € K, f,g € L(V,W) oraz A = M;(By,Bw),

B = M,(By, Bw). ! @%\Ky\

Twierdzenie 7.4.9. Przy powyzszych zatozeniach V 2 N ¥({) k\f\

—

P
Twierdzenie 7.4.10. Jesli dim V' = dim W, to wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.

izomorfizmem

N

niosek 7.4.11. Niech f € L(V, W) bedzie izomorfizmem oraz niech A = M (By, Bw).
Wowezas A~ = M1 (Bw, By). S
Twierdzenie 7.4.12. Niech U, V, W beda przestrzeniami liniowymi skonczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By, By, By beda ustalonymi bazami. Ponadto niech f € L(U,V),
g€ L(V,W) oraz A= M¢(By,Bv), B= My(By,Bw). Wowczas

‘<\9) o V\y B'Azf‘iﬁf(Bu,Bw)- /K—N /9»

Przyklad 7.4.13. Dan‘@/i; odwzorowania liniowe u‘ \/ N v
[ R —=R? f(r,y,2) = (x —y+ 22y +2), - -

N
9: R =R g(z,y,2) = (v — 32,2 +y), 03)0% =
h:R*—R? hz,y) =2z +y,z—y).
Za pomoca rachunku macierzowego wyznacz wzor odwzorowania

1 I
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@ =2h"Yoh to(f+g)ioblicz ©(1,2,3). -0 AR 2)\
_. O\ N g n
3 2 3 132 1 1 \@ M
fiR = R? = Myi= My(BLBY) € Mawa(R), My = | . A\
g R =R = M, = M,(B},B2) € Myys(R), M, = [ 1 ‘1) —g ]
2 —1 -2
Mysy i= Myoo(BLBY) € Mas(R),  Myog = My+ M, = ']
Czy h jest odwracalne? =
h:R? = R* = My = M;(B, By) € Ma(R \ Q\*%\
detM;, = —3 # 0 = h jest odwracalne ('\'“ \‘/” \M& \]<\ Q\f\‘Q
M- = Mh—l(Bi,Bz> S MQ(R), My = Mh - : \‘xil‘

0: R} —>R? = M, = M, (BinQ)GMMS(R) | 2\
B L1 11 172 -1 =2 ,[3 =5 -5 Q

Mw—QMthf+g_9[1—2“1—2“1 3 1]_9[3 16 7‘15 AN

P, 2) =! O SN W S RNY

_ 2| 3r—5y—>5z
- {3x+16y—7z = elay,2) =

_'\;\ o /\{h\ﬁ\“ﬁ\“

3 -5 =5 N —22
—2 _2 (44 112
_9|:3 16 7:|\‘§‘ 9|: 56:|:>()0<17273) ( 979)

Q.Z——y——Z,SIE—f— gy_ )
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—
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7.5 Zmiana macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz

Twierdzenie 7.5.1. Niech V oraz W beda przestrzeniami liniowymi skoiiczenie wymiarowymi
nad ciatem K. Niech By oraz By, beda bazami przestrzeni V i W. Rozwazmy nowe bazy

. \) By, By, oraz odwzorowanie liniowe ¢ : V' — W. Niech P = Py, .5, Q = Psy, .55, oOraz

NN

@\ ot

o

T \{ono
07 A = M, (B}, B2) =

A= M,(By,Bw), A = M,(B},, Bly). Wowczas —_— /32 g

RAEE TN
AY = AR R /
Przyklad 7.4.2 raz jeszcze 3; ) G\

Korzystajac ze wzoru ma zmiane macierzy odwzorowania liniowego przy zmianie baz,
wyznaczymy macierz ¢ : R® — R%  o(z,y,2) = (3z,2y + 2) w bazach B = (b =
(1,2,0),b2 = (1,1,1),b3 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0,1)).

~)

{ (” A = M,(B,C) =7 @\\:Q‘A?
1 O

10 10
P=Pg_p= 1 0, Q@=PFszc= [2 1]’ Q1:|:_2 1]
11
U J \’él\\jo)\}
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Uwaga 7.5.2. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skoriczenie wymiarowa, zas B oraz
B’ jej dwiema bazami. Woéwcezas macierz przejScia Ps_ . jest reprezentacja macierzows

odwzorowania identycznosciowego id : V' — V przestrzeni V' z baza B w przestrzen V' z
baza B.

\
Dowdd. Niech B = (by,...,b,), B = (V),...,b),). Wowczas (\/ ‘33 ) 2 (\/]& )
id(b)) = b = aniby + ...+ aniby . \

Ce s Sk@d PB—>B’ = Mid<BI,B). O \Q (L\\o\ \1\0,\
id(0),) = 0y = aniby + ... + aunby U(UO)A\ 2 W \oA <
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