Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wltasne i wektory wlasne endomorfizmu

Niech K =R lub K = C.

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) =
L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V nazywamy réwniez operatorami liniowymi.

Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V), +, K, -) wraz z dzialaniami dodawania

odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowa

wymiaru n?.

ii) Zbior End(V) = (End(V),+, o) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzorowan
ma strukture pierscienia nieprzemiennego.

ii) Vo e R Vf,g€ End(V) a-(fog)=(a-f)og=fo(a-g)

Dowdd. 1), ii) Wynikaja z twierdzen 7.3.1 oraz 7.3.2. iii) Wynika z odpowiednich zwiazkow
dla macierzy odwzorowan f,q, fog,af,ag. O

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy niezmienniczq wzgledem
endomorfizmu ¢ € End(V') lub krotko p-niezmienniczq, jezeli

e(U)C U, tzn. YueUgp(u)el.

Przyktad 8.1.3. 1) Niech V =R3 U = {(0,0,t) e R®: t € R}, o(,9,2) = (—y, z, 2)

Zauwazmy, ze @ jest obrotem o kat 7 wokoét osi Oz.
Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,t) = (0,0,¢) € U i U jest y-niezmiennicza.

2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, U = Keryp

Niech u € U, wowczas p(u) = 0y. Oczywiscie 0y € U, bowiem ¢(0y) = Oy.
Zatem U jest p-niezmiennicza.
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Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V' i dla dowolnej podprzestrzeni U C V', mamy
o(U) C V. Gdy U jest p-niezmiennicza mamy ¢(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U,
czyli ¢|y € End(U).

Jesli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V', to w odpowiednio dobranej
bazie macierz A operatora ¢ ma prostsza posta¢. Bierzemy dowolna baze (¢, ca, ..., k)
przestrzeni U i uzupelniamy ja do bazy przestrzeni V. 7 warunku ¢(¢;) € U dla

A | B
i =1,2,...,k wynika, ze A = { 01 1 ] gdzie A} € My(K), Ay € M, _4(k),B €
2
M (n-k)(K),0 € M(n_gyxi- Ponadto A; to macierz |y : U — U.

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+,K,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz
v € End(V).

Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € K nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli
istnieje niezerowy wektor v € V' taki, ze p(v) = Av. Kazdy taki wektor nazywamy
wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej .

ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wtasnych
i odpowiadajacych im wektorow wlasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla
endomorfizmu .

iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(p) 1 nazywamy widmem badz spektrum tego operatora.

Przyktad 8.1.5. Niech V = C*(R,R) oraz ¢ = %, tzn. dla dowolnego f € V mamy
o(f) = % = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia wlasna
operatora %. Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

gy R =R, g\(z) = a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R, R).

Ponadto ¢(gy)(z) = a- (X)) = aXe’ = Aa - e*) = A\gp(x). Zatem g, jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A. Stad Spec(p) = R.

Uwaga 8.1.6. Kazdy wektor wtasny odpowiada doktadnie jednej wartosci wlasne;j.

Przyktad 8.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o§ Ox. Rozwaz
zagadnienie wlasne dla operatora ¢.

Zauwazmy, ze p(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie
sytuacje:

)M =1, o) =v,gdy v | Oz, czyli v = (vg,0)

2) A2 =0, ¢(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,)
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Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu

Przy spelieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V|
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V') w tejze bazie bedzie diagonalna.

Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza zlozona z wektoréw wtasnych ¢.

Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dziatlania mnozenia i potegowania, co
odpowiada skladaniu i iterowaniu endomorfizméw.

Niech K =R lub K = C. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech
¢ € End(V), A € Spec(p). Oznaczmy przez E, zbior wszystkich wektorow wlasnych
odpowiadajacych wartosci wlasnej A\, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem

Eyx={veV: o) =}
Twierdzenie 8.1.8. i) Zbior E, jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
ii) Zbior E) jest podprzestrzenig ¢-niezmienniczg.
iii) Ey = Kery, gdzie v = ¢ — X - idy.

Definicja 8.1.9. Przestrzen wektorowa F) nazywamy podprzestrzenig wtasng endomorfizmu
v, odpowiadajaca warto$ci wlasnej \.

Uwaga 8.1.10. Na mocy uwagi 8.1.6 otrzymujemy \; # Ay = E), NE,, = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizim ¢ € End(V), mozemy badac jego restrykcje |, € End(E),)
na podprzestrzenie niezmiennicze E)y,, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.11. Niech K = Rlub K = C. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia
liniowa oraz niech ¢ € End(V), A € K. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w
dowolnej ustalonej bazie przestrzeni V. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) A € Spec(p)
ii) Ker(p —A-idy) # {0y}
iii) det(A — AI) =0
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Whiosek 8.1.12. Niech ¢ € End(V), A € Spec(p). Niech B bedzie baza przestrzeni V
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,22,...,2,]5 jest wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wtasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

x
X
(A—A)X =0, gdzde X=|

Tn

Twierdzenie 8.1.13. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru
bazy przestrzeni V.

Definicja 8.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V') nazywamy
wielomian y,, € K[t| postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzows
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanie x,(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu y,, nazywamy pierwiastkams
charakterystycznymi odwzorowania .

Uwaga 8.1.15. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu x, nalezace do ciala K
to wartosci wtasne endomorfizmu .

ii) Na mocy twierdzenia 8.1.13 wielomian x,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

iii) Jesli dimV = n, to wowczas deg x, = n.

Niech A € M,,(K), gdzie K = R lub K = C.

Definicja 8.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian
Xa € K[t] postaci xa(t) = det(A — tI). Rownanie y4(t) = 0 nazywamy réwnaniem
charakterystycznym macierzy A.

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu y 4 nalezacy do ciata K nazywamy wartoscig wtasng
macierzy A. Zbior wszystkich wartosci wtasnych macierzy A oznaczamy symbolem
Spec(A) i nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (z1, s, ..., x,) € K™ speliajacy rownanie

x1
€2

AX = )\X, gdzie X = |,
Ty

nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Uwaga 8.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) (lub ¢ € End(C"))
sa identyczne z wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R) (odpowiednio
A € M,(C)), bedacej reprezentacja macierzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej
przestrzeni R (odpowiednio C").
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Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(p).

Definicja 8.1.18. i) Krotnos¢ k) liczby A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, Nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim E) podprzestrzeni wtasnej £ nazywamy krotnoscig geometryczng wartosci
wlasnej A.

iii) Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace
sie z n réznych (a zatem prostych) wartosci wlasnych nazywamy widmem prostym.

Twierdzenie 8.1.19. Niech ¢ € End(V') , A € Spec(p) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

1) 1 S dlmE)\ S k)\,

ii) dim By = dim V — rank(A — AI).

Przyklad 8.1.20. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu
SOEETLCZ(R?)), SO(Z',y,Z) - (l‘+2y,2y,—2$—2y—2’)

Okresdl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprzestrzenie
wlasne i wymiary tychze podprzestrzeni.

12 0
A=M,B.BHY=| 0 2 0
-2 -2 -1
1—t 2 0
Xa(t) = xp(t) =det(A—tl)=| 0 2—1 0 =(1-t)2-t)(-1-1)

—2 -2 —1-t
Spec(p) = {\ =1,y =2, A3 = —1}, ky = ko = k3 = 1 widmo proste

E)\SZE_lz?
x 0 2 20 x 0
(A=X)X =0 & (A+D) |y |=|0]| & 0 30 y|=10
z 0 -2 =20 z 0
204+2y =0
= 3y =0 = ax=9y=0,2€R
—2x -2y =0

Wektory wlasne odpowiadajace A3 = —1 sa postaci v = (0,0, z), gdzie z € R\ {0}.
E_1={(0,0,2): z€ R} =1in{(0,0,1)} orazdimE_; =1
Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.19 ii), mozemy obliczy¢

2 20
dmFE_; =dmR* —r(A+1)=3—7r 0 3 0|=3-2=1.
-2 =20

Tak naprawde, wiemy to z gory, bowiem na mocy twierdzenia 8.1.19 i) mamy
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1 <dim F), < k3 =1, zatem dim £, = 1.

Analogicznie wyznaczamy F), oraz E,,. Z gory wiemy, ze dim Fy, = dim F), =1

Twierdzenie 8.1.21. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad
cialem K. Niech A € M, (K), A € Spec(A) oraz niech v = (v1,...,v,) € V bedzie
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A. Wowczas prawdziwe sa nastepujace
stwierdzenia.

i) \* € Spec(A¥) dlakazdego k € N, k > 2, oraz v jest wektorem wtasnym odpowiadajacym
AE,

ii) c:A € Spec(c-A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
c- A\

iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K [X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p(N\).

iv) Jesli A jest nicosobliwa oraz A # 0, to 5 € Spec(A™") oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym %

v) Spec(A) = Spec(AT)
vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A).

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad
cialem C. Niech A € M,,(C), Spec(A) = {\1,..., \}. Wowczas

i) det(A) = xa(0) = Ay -...- Ay

ii) Jesli A € Spec(A), ale wielomian charakterystyczny x 4 macierzy A ma wspotezynniki
rzeczywiste, to A € Spec(A). Ponadto wektor w = (wy, ..., w,) € V taki, ze w; = v;
jest wektorem wlasnym odpowiadajacym .

ii) tr(A) =M +...+ A\,

iv) r(A) jest suma krotnosci niezerowych wartosci wtasnych.

8.2 Diagonalizacja
Twierdzenie 8.2.1. Wektory wlasne operatora liniowego ¢ € End(V') odpowiadajace
roznym wartosciom wiasnym sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista (zesplona) przestrzenia liniowa n-wymiarowa
oraz niech ¢ € End(V).

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(¢) = {A1,...,\n}, to wektory wlasne vy,..., v,,
gdzie v; odpowiada A;, dla ¢ € {1,2,...,n}, tworza baze przestrzeni V.
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ii) Jesli wektory wlasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace

roznym wartosciom wlasnym) tworza baze przestrzeni V oraz ¢(v;) = A\, dla
i€ {1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna
A 0 0 ... 0
0 X O ... O
0 0 ...\

iii) Jesli wielomian charakterystyczny x,, rozktada si¢ na czynniki liniowe
Xo = (= M) (= A)™ o (=N,

(tzn. \; # Aj, gdy @ # j oraz ky + ko + ... + k, = n) i ponadto k; = dim E,,, dla
i€{1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wlasnych
endomorfizmu .

Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy
istnieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza
diagonalng.

Whiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wtasnych . Dokladniej mowiac,
p € End(V), gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
charakterystyczny ma n pierwiastkow w ciele K (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej
wartosci wlasnej mozna wybraé tyle liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych, ile wynosi
krotnos¢ tej wartosci wtasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M, (B2, B}) = [ _(1) (1) ] € My(R).
—t 1
xat)=| | ,|=#+1#0

Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw wtasnych ¢.

Uwaga 8.2.6. Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze kazdy operator liniowy na
zespolonej przestrzeni liniowej ma wektory wtasne.

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.7. Mowimy, ze macierze A, B € M,,(K) sq podobne, jezeli istnieje macierz
nieosobliwa C' € GL,(K) taka, ze A= C"'BC.

Twierdzenie 8.2.8 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa
podobne, to woéwczas
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i) r(A) =r(B),
ii) detA = detB
iii) tr(A) = tr(B)

Jezeli ¢ € End(V), to dla dowolnych baz B, B’ przestrzeni V macierze M, (B, B), M, (B, B’)
sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobieristwa jest macierza Pz_.p zmiany
bazy przestrzeni V.

Definicja 8.2.9. Macierz A € M, (K) nazywamy diagonalizowalng, gdy jest podobna do
macierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, Ze macierz
P~1AP jest diagonalna. Moéwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

Wnhniosek 8.2.10. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje baza przestrzeni K" ztozona z wektoréw wlasnych A.

7 uwagi na zwigzek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

2 =3

Przyklad 8.2.11. Czy A = [ 11

] € M, (R) jest diagonalizowalna?

2—t -3
xalt)=| "y 4, ‘_
Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

2—=t)(1—t)+3=¢*—-3t+5#0.

2 =3

Przyktlad 8.2.12. Czy A = [ 11

] € M5(C) jest diagonalizowalna?
2—t -3

xat)=| "y 1 ’

Wielomian charakterystyczny to wielomian zespolony o wspoétczynnikach rzeczywistych.

Posiada zatem dwa spr zone p1erw1astki zespolone.
Mamy ya(t 1) 3+‘ﬁl) Macierz zespolona A jest diagonalizowalna.

—(2—t)(1—t)+3=12—3t+5.

Przyklad 8.2.13. Czy ¢ € End(R3?) taki, ze ¢(1,1,1) = (=1,—1,-1), ¢(0,1,1) =
(0,1,1), ©(0,0,1) = (0,0,2) jest diagonalizowalny?

Odczytujemy wartosci wlasne i wektory wtasne
)\1 = —].,Ul = (1, 1, 1), /\2 = ]_,1)1 = (0, 1, 1), )\3 = 2,’1}1 = (0,0, 1)
Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 1), operator ¢ jest diagonalizowalny.

Przyklad 8.2.14. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem
o(x,y,z) = (3x 4+ 82,3z — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?
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A=M,B.B)=| 3 -1 6
-2 0 -5
3—1 0 8
w=| 3 ci-e 6 =creaer| P 0|
—2 0 -5 —t
=—1+t)1+2t+¢*) =—(1+1)?
Spec(p) ={ A\ =—1}, k1 =3
x 0
Exy,=FE 1={v=(z,y,2): (A+D |y | =101}
z 0
4 0 8
dimE =3—r(A+1)=3—7r| 3 0 6|=3-2=1+#k =3
-2 0 -4

Endomorfizm ¢ nie jest diagonalizowalny, bowiem nie istnieje baza R? zlozona z wektorow
wlasnych ¢.

Przyklad 8.2.15. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu f i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprzestrzeni.
Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wtasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.

f € End(My(R)), f(A)=A+ A"

10 01 00 00
B:(En:{o 0},5'12:{0 0},E21:{1 0},E22:{0 1]) baZ&MQ(R)
101 101 [20]
JED =19 1]+ o 1] o 1]
011 [0 0] 0 1]
JE2) =19 o] *]10]7 |1 0]
[0 0] [O 1] 0 1]
JED)=11 g|* 00|10
[0 0] [O O] 0 0]
JE2) =g 1T o1] o 2]
200 0]
0110
A= My(B,B) = 0110
000 2|
1—¢t 1 0 o
) = det(A—tl) = (2—1)| 1 1—t 0 |=(2—1t? ':(2—
0 0 2-t¢ =t

H2((1—0)2—1) =2 -0 —2t) = —t(2 - t)?
Sp@C(f) = {/\1 = O, )\2 = 2}, k‘l = ]_,kQ = 3, dlmEO = 1, 1 < dll’IlEQ < 3

E)\l = EO = Ker(f) = {B S MZ(R) : B+ BT = O}
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Niech B = {i Z},gdzie a,b,c,d € R.

a b a c 0 0 20 =0
c d b d 00
2d =0
0 b 0 b . 0 1
Zatem B = [—b 0:|OraZE0:{|:_b O}.bER}:hn{[_l O]}
B, E = Ker(f — 2-idap®)) = {B € Ma(R) : B+ BT =2B}
b
- z d] [a, b, ¢,d], Ozxs = [0,0,0,0]5
a 0 0 00 a 0]
b 0 -1 10 b 0
A=2D) c 0 1 —1 0 cl 1o = b=c¢ abdeR
d 0 0 00]]|d 0
a . 10 0 1] 0O
E, = b .adeR}—hn{{O 0]’[1 0}7-0 1}}

{1 O],[O 1},[0 O}sqliniowoniezaleine# dim Fy = 3

0 0 10 01
) B 0 1 10 01 00
BazawektorowwlasnychC—([_1 0],[0 0],[1 O]’[O 1])
00 0O 01 00
0200 1 010
D=lgoo2o] <= 1010
00 0 2 0 0 01

8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie warto$ci zlozenia endomorfizmu

Whniosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech
¢ € End(V). Niech B bedzie ustalong baza przestrzeni V. Jesli wektory wtasne vy ..., v,

odpowiadajace wartosciom wlasnym Aq, ..., A, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
(vl e ,vn) przestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N
A0 0 ... 0

0 XA 0 ... 0
M, (B,B) = PD"P~', gdsie P=Ps.c, D=| .
0 0 ... A

Przyktlad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie wlasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow
wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujacy P.
Oblicz p'%1(1,2,3).

0:R¥ =R o(ry2) =4y —2y+22,20+ 22,y + 2 — 1)
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4—t =2 2 4—t =2 0
xalt)=| 2 —t wBes g g 42 |BER 0 2t -3t | MM
-1 1 1-t -1 1 1-t -1 1 2—t

4—t 2—t 0
0 2—t 6=3t|=A-1)2—-t)?=-32—-t)*=2—-1t)>*1—1)
-1 0 2-t
Specop ={\ =1My =2}, k1 =1,k =2, dmE; =1, 1<dimFE; <2
¢ bedzie diagonalizowalny, jesli dim Fy = 2 = k».

2 -2 2
dimFEy=3—r(A—2[)=3—r| 2 -2 2| =3-1=2,
-1 11

zatem ¢ jest diagonalizowalny.

Wyznaczymy baze ztozona z wektorow wlasnych. Rozwazmy A\ = 1.

T [0 3 —2 2 T 0
A-D|y|l=]0] <] 2 -1 2 yl=10
2 0 -1 10 z 0
3 =2 207 1 -1 0]o0 1 -1 0]0
2 -1 2(0|—|3 —22/0|22 10 120
-1 1 0/0 2 —1 20 ™™ o 1 2]0
x—y =0 o
{y+22 —0 =>r=y=-22,2€R

Ey ={(-22,-22,2) : z € R} =lin{(-2,-2,1)}

Rozwazmy Ay = 2.

T 0 2 =2 2 T 0
A-2)y |=|0| < 2 -2 2 y| =10
z 0 -1 1 -1 z 0

—xr+y—2=0=z=y—z,z,yeR
Ey ={(z,y,y — ) : z,y € R} =1in{(1,0,-1),(0,1,1)}
Baza wektoréw wtasnych C = (v1 =(—2,—-2,1),v3 =(1,0,—1),v3 = (0,1, 1))

1 00 —2 10
D=M,C,C)=|0 2 0 |, macierz diagonalizujaca P := Pgse=|-2 01
00 2 1 -1 1

Obliczymy ¢'°(1,2,3) na dwa rézne sposoby.
METODA I: Wykorzystamy macierz D. Niech v := (1,2,3) = [a,b, c]c.

1 a a 1
Woéwezas | 2 | =P | b |,skad | b | =P71| 2
3 c c 3
1 -1 1
Obliczamy P~' = | 3 —2 2 | oraz v = [2,5,6]c.
2 -1 2
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2 1 0 0 2 2
DlOl 5 — 0 2101 0 5 — 5. 2101
6 0 0 20 6 6 - 2101

e (v) = [2,5- 2101 6. 2100, = 20; + 5 - 2100, 4 6 - 210095 =
= (—4 452101 4. 2101 2.4 9101)

METODA II: Obliczamy
1 1 —2 1 0 0 1 -1 1 1

1 0
AL o | =ppltp=t 2| =| -2 0 1 0 211 0 3 =2 2 2
-1 1

3 3 1 0 0 2t 2 -1 2 3
3.2101_2 2_2102 2102_2 1 _4_‘_5.2101
2102 -9 2 2101 2102 -9 2 — —4 — 6 - 2101
1 — 2101 -1 + 2101 1 3 9 4 2101

Relacje rekurencyjne

Niech K =R lub K = C.

Definicja 8.3.3. Niech (a,),en bedzie ciagiem zdefiniowanym nastepujaco

1)  ay=ri,aa="r9,...,a5 =71, gdzie ri, 19, ..., € K, k> 1.

i) ap=pi1ap-1+Pp2an-o+ ...+ Pran_r, gdzie pi,pa,....pp € K, pp #0,n >k + 1.
Roéwnanie ii) nazywamy jednorodng liniowq relacjg rekurencyjng rzedu k, zas rownania i)
nazywamy warunkami poczgtkowymi rekurencyi.

Niech X, = [an, @n 1, .., 0n_ps1]T. Wowezas powyzszy uklad réwnaii mozna zapisaé
w postaci ) )
[ a, ] P P2 D3 Pe | [ a, |
a 1 0 0 0
n—1 Ap—2
“ 0 1 0 0 || 4,
n— = n—
0 0 1 0 , ’
[ On—k+1 ] 0 .O' 1 0 | L%k |
Ay

czyli X, = A X1, dlan >k + 1.

Zauwazmy, ze X, = A X, 1 = A2X,, o= A} X, 3= ... = AP X}, czyli
_ - r qn—k _ -
ap b1 P2 Pp3 Dk L
a 1 0 0 0
n—1 Tk—1
Ap—2 = 0 10 0 Tk—2
0 0 1 0 .
[ans] |0 0 1 o0 NG
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OBSERWACJA: Aby znalezé wzor ogélny a,,, nalezy wyznaczy¢ potege macierzy Ay.
Jesli Ay jest diagonalizowalna, mozemy wykorzysta¢ metode z poprzedniego przyktadu.

Przyklad 8.3.4. Znajdziemy n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie a; = 0,a, = 8,
Ay = 20p_1 + 30y_o.

n—2
. an, - 2 3 Ap—1 _ 23 8
oo 2] [2 3] [202]- 3 2] ]

Diagonalizujemy macierz A; = [ ? g ] .

2—t 3
1 —t

Spec(Ay) = {—1,3} widmo proste, macierz diagonalizowalna

Wybieramy baz¢ wektoréw wlasnych. Rozwazmy A\, = —1.

ooy )= [FH][7]=[0)n=rn

Rozwazmy Ay = 3.

o3[ 21 [t e

Macierz diagonalizujaca to P = [ _1 i’ ] Stad

B NUERhIEH N R HROE
T B (s

Zatem a, =2 - (—1)" +2- 3771

Obliczamy det(Ay — t1) = =t —2t—3=(t—3)(t+1).

8.4 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Twierdzenie 8.4.1 (Cayleya-Hamiltona). Kazda macierz kwadratowa nad ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych spetnia swoje réwnanie charakterystyczne.

10
Na mocy powyzszego twierdzenia A* — 2A + 31 = 0. Sprawdzimy to bezposrednim
rachunkiem.

I E R FH R FHR N )

Whiosek 8.4.3. Niech A € M, (K), gdzie K = R 1lub K = C, n € N, n > 2. Niech
Xa(t) = cat™ + e 1t" "+ .+ it + o bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy

A.

Przyklad 8.4.2. Niech A = [ 29 ] Wiemy, ze xa(t) = ¢* — 2t — 3.

i) Jesli A jest odwracalna, to wowczas
Al = —%(CHA“*1 +en 1 AV A+ o)
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11) A" = —é(cn_lA”_l 4+ ...t cA+ C(]])

iii) Dowolng catkowita potege macierzy stopnia n mozna zapisa¢ w postaci wielomianu
macierzy stopnia co najwyzej n — 1.

Przyklad 8.4.4. Dana jest macierz A = { ; g ] € My(R). Korzystajac z twierdzenia
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy macierz odwrotng A~!.
detA = —5 # 0 macierz jest odwracalna

1—1 4

xa(t) =det(A—tI) = =t?—4 -5 = A*—4A-51=0

2 31
AYAP—4A=5I) = A—4[-5A1 =0 = A'=l(A-a) =1 ({ L ] - { 10 D

5 2 3 0 4
-3 4
A_l——l[ }

5 2 -1
0 2 6
Przyktad 8.4.5. Dana jest macierz B = 2 —8 —26 | € M3(R). Korzystajac z
-2 2 8
twierdzenia Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy B°.
—t 2 6 —t42 0 -2+t
Obliczamy x5(t) = det(B—tI) = | 2 —8—t —26 | "™ o  _6-—¢ —18—¢
-2 2 8§—1 -2 2 88—t
—t+2 0 -2+t —t42 0 -2+t
2R -t 2 |"ET] 0 —6-t 2 |=
—2 2 2—t —t 2 0

=2—-1)(6+1t)t —4t(2—1t) = —13 + 4t.
Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona B® = 4B, skad

0 2 6
B = 43B3 = 4*B = 256 2 -8 —26
-2 2 8

11
01
Cayleya-Hamiltona, wyznaczymy C° + C® oraz C°°.

Przyktad 8.4.6. Dana jest macierz C' = ] € My(R). Korzystajac z twierdzenia

Oznaczmy p(t) = t5 + t3. Obliczamy xc(t) = (1 — t)%. Dzielimy wielomian p przez
wielomian x¢ (na ogot z reszta). Zatem istnieja wielomiany gy, ry takie ze p(t) = q1(t)xc(t)+
r1(t) oraz deg(r1) < deg(xc). Wykonujac dzielenie, otrzymujemy q;(t) = t3 + 2t% + 4t +
6,71(t) = 8t — 6.

Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona

p(O)XC(C)q1(0)+r1(0)m(0)80—618[(1) H—G[é H{(Q) 2]

Oznaczmy w(t) = t°. Istnieja wielomiany g, 7o takie ze w(t) = qo(t)xc(t) + r2(t) oraz
deg(r2) < deg(xc) = 2. Oznaczmy 75(t) = at + b, a,b € R. Roézniczkujac obustronnie
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) = d5(t)xc(t) + @2(t)xe(t) + r5(t). Do ukladu rownai
(1—t)2+at+b

(1—1)% = 2qo(t)(1 — ¢) +
+

. Zatem ro(t) = 50t — 49 oraz C°Y = 500 — 491 = [

otrzymujemy w’(
0 = gt
50t = gh(t

1 = a
Stadd{g)o _ .

podstawiamy t = 1.

t
)
)

< |

1 50
0 1 |
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