Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktlad nr 8
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Zagadnienie wtasne operatora liniowego

8.1 Wartosci wlasne i wektory wlasne endomorfizmu

Niech K = R lub K = C. L().-\/——7\/

Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Oznaczmy End(V) =
L(V,V). Endomorfizmy przestrzeni V' nazywamy réwniez operatorami liniowymi.

.~ Twierdzenie 8.1.1. i) Zbior End(V) = (End(V),+, K, -) wraz z dzialaniami dodawania

(O odwzorowan i mnozenia odwzorowania przez liczbe jest przestrzenia wektorowa &
v ok do wymiaru n?.
_ T
ii) Zbior End(V) = (End(V'), +, o) wraz z dzialaniami dodawania i sktadania odwzorowan &
ma strukture pierscienia nieprzemiennego. I
L aobl o ke

iii) Ve R Vf,ge End(V) a-(fog)=(a-flog=fo(a-g) 2P

Dowdd. 1), ii) Wynikaja z twierdzen 7.3.1 oraz 7.3.2.  iii) Wynika z odpowiednich zwiazkow
dla macierzy odwzorowan f,q, fog,af,ag. O

Definicja 8.1.2. Podprzestrzen liniowa U przestrzeni V nazywamy y NIeZMienniczq wzglgdem
endomorfizmu ¢ € End(V) lub krotko p-niezmienniczq, jezeli

3 e(U)CU, tzn. Yuc€ U(p( ) \A\’x‘/@ %

7_
| Y Przyklad 8.1.3. 1) Niech V =R3, U = {(0,0,¢) € R? : teR} xyz = (“y

¢ \ Zauwazmy, ze ¢ jest obrotem o kat 7 wokoét osi Oz.
* Zatem dla (0,0,t) € U mamy ¢(0,0,¢) = (0,0,t) € U i U jest p-niezmiennicza.

W 2) Niech V', ¢ € End(V) dowolne, U = Keryp
W1
Niech u € U, wowczas ¢(u) = 0\‘\)/. Oczywiscie Oy € U, bowiem gp(w
Zatem U jest p-niezmiennicza. —
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Znaczenie podprzestrzeni niezmienniczych

Dla dowolnego endomorfizmu ¢ : V' — V' i dla dowolnej podprzestrzeni U C V', mamy W
e(U) C V. Gdy U jest Wza mamy (p(U) C U, zatem restrykcja ¢|y : U — U, !
czyll ply € End(U). Xéu/-»&e e
0
Jesli istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V, to w odpowiednio dobranej Wa,
bazie macierz A operatora ¢ ma prostsza posta¢. Bierzemy dowolna baze (¢, ca, ..., k)
przestrzeni U i uzupelniamy ja do_bazy przestrzeni V. 7 warunku ¢(¢;) € U dla , ‘
i = 1,2,... k wynika, ze A = , gdzie A; € My(K),Ay € M, 4(k),B € U{“ % b

My (n-k)(K),0 € M(n_gyxr- Ponadto A; to macierz oy —U)

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa oraz

# € End(V). TV GENVALUES
Definicja 8.1.4. i) Liczbe A € K nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu ¢, jezeli \ QYo !
o istnicje niezerowy wektor v € V' taki, zeKazdy taki wektor nazywamy w ™)
wektorem wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej . \,)\(U) GB\
\
N
ii) Problem polegajacy na wyznaczeniu dla danego endomorfizmu ¢ wartosci wlasnych ¢p Q ( p,\f)
i odpowiadajacych im wektorow wtasnych nazywamy zagadnieniem wtasnym dla ' )d\\(ﬂfb
endomorfizmu . 5(/b
P ., . L. .. /
iii) Zbior wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego ¢ oznaczamy symbolem
Spec(p) 1 nazywamy wzdmem baddz spektrum tego operatora. %’\/O
e — ~C L

Przyklad 8.1.5. Niech V C°° R ]R) oraz ¢ = m, tzn. dla dowolnego f € V mamy

o(f) = 3{; = f’. Przekonamy sie, ze dowolna liczba rzeczywista jest wartosciag wtasna ; - ?\‘%-
operatora %. Istotnie, niech A € R bedzie dowolne. Zdefiniujmy

gy R =R, g\(z) = a- e, gdzie a € R # {0}. Oczywiscie gy € C*(R, R).

Ponadto ¢(gy)(z) = a- (X)) = aXe’ = Aa - e’) = A\gp(x). Zatem g, jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Stad Spec(y) = R. —_— = s
— R\

Uwaga 8.1.6. Kazdy wektor wlasny odpowiada dokladnie jednej wartosci wlasne;. S EERVE R

N
\ % \ ORI
Przyklad 8.1.7. Niech ¢ € End(R?), bedzie rzutem prostokatnym na o§ Ox. Rozwaz ¥
zagadnienie wlasne dla operatora . — N
Zauwazmy, ze ¢(v) = Av, gdy ¢(v) ma ten sam kierunek co v. Zatem mozliwe sa dwie 0 - (M )
sytuacje: —

N
fr

)N =1, p(v) =v, gdy v || Ox, czyli v = (v,,0) {3
2) A2 =0, ¢(v) =0, gdy v L Oz, czyli v = (0,v,)

—
 (540)= 1 (o0 ) \ 26
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Cel: diagonalizacja macierzy endomorfizmu
Przy spetnieniu odpowiednich warunkéw, wyznaczymy taka baze przestrzeni liniowej V|
ze macierz endomorfizmu ¢ € End(V') w tejze bazie bedzie diagonalna.
Taka baza nie zawsze istnieje. Bedzie to baza ztozona z wektoréow wlasnych .

" Na macierzach diagonalnych tatwo wykonywaé¢ dzialania mnozenia i potegowania, co
odpowiada skladaniu i iterowaniu endomorfizméw.

Niech K = R lub K = C. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech
¢ € End(V), A € Spec(p). Oznaczmy przez E, zbior wszystkich wektorow wtasnych
odpowiadajacych wartosci wlasnej A\, uzupetniony o wektor zerowy. Zatem

EIGENRRACE Ey={veV: o) =} ‘. U'f/o Wltor TeoLy

nie \'Q{J Whto re m

Twierdzenie 8.1.8. i) Zbior E) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V. LG
ii) Zbior E) jest podprzestrzenia ¢-niezmienniczg. \ (}\‘\ “"
=) '\)‘ 7\ N \ -
iii) E) = Kery, gdzie v = ¢ — A - idy. e E‘?‘ \‘E ) = cd Q\S)
—— \-J”

Definicja 8.1.9. Przestrzen wektorowa F) nazywamy podprzestrzeniq wtasng endomorfizmu \\%
—_—— oS
p, odpowiadajaca wartosci wlasnej .

Uwaga 8.1.10. Na mocy uwagi 8.1.6 otrzymujemy A\; # Ay = E),NE,, = {0y }. Zatem
zamiast bada¢ endomorfizm ¢ € End(V'), mozemy badac jego restrykeje |, € End(E),) @

na podprzestrzenie niezmiennicze E)y,, gdzie \; € Spec(p).

Twierdzenie 8.1.11. Niech K = Rlub K = C. Niech V' = (V, 4+, K, -) bedzie przestrzenia
ov\$z\> liniowa oraz niech ¢ € End(V), A € K. Niech A bedzie macierza odwzorowania ¢ w
\x \;ﬁN dowolnej ustalonej bazie przestrzeni V. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne. \/

i

i) A€ Spec(p) \jem A YR
ii) Ker(p — A-idy) # {0y} -
W‘ M~ Aae ]

% iii) det(A—AI) =0
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Whiosek 8.1.12. Niech ¢ € End(V), A € Spec(yp). Niech B bedzie baza przestrzeni V'
oraz A = M,(B,B). Wowczas wektor Oy # v € V, v = [21,29,...,2,]8 jest wektorem
wtasnym endomorfizmu ¢, odpowiadajacym wartosci wlasnej A wtedy i tylko wtedy, gdy

\L - on - %
(7\6 u‘\w  nitowna j Ty (745 =N
o) VT v b

gdzie : 7< 7\ , 7\
2 ~ o ' AR
x /7\/&3/0 U cé\wo‘“\“ﬁ ‘ o A = \/\/\}\
M Q V“V«)dj Y4 \V)\i b?fthl’\j OB* // YQ
‘ Twierdzenie 8.1.13. Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ € End(V') nie zaleza od wyboru \\
° bazy przestrzeni V. L) Momna  gomolnic  wobdlad baig ?

wielomian y,, € K[t| postaci x,(t) = det(A — tI), gdzie A jest reprezentacja macierzows
odwzorowania ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Réwnanie x,(t) = 0 nazywamy réwnaniem \
charakterystycznym tego endomorfizmu. Pierwiastki wielomianu y, nazywamy W A) z ‘/\u{(&’ \ })

charakterystycznymi odwzorowania . ?0; W neEW o A€ Sqfc <2 kP> )50

Uwaga 8.1.15. i) Pierwiastki charakterystyczne wielomianu x,, nalezace do ciata K Y :\) =¥ b /,Q
to wartosci wlasne endomorfizmu . -
& 30

ii) Na mocy twierdzenia 8.1.13 wielomian y,, nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V. \ ) 2
K=Kk

ot (A'-21 )= oled(27AD ~/\1>/ \ 3)21

Definicja 8.1.14. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu ¢ € End(V) nazywamy k? A / n 3 3)
|

iii) Jesli dimV = n, to wowczas deg x, = n.

Niech A € M,,(K), gdzie K = R lub K = C.

Definicja 8.1.16. i) Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian w\ M’X\V@
xa € K[t] postaci xa(t) = det(A — tI). Rownanie y4(t) = 0 nazywamy réwnaniem — &<
charakterystycznym macierzy A. . O\M

ii) Kazdy pierwiastek wielomianu x4 nalezacy do ciata K nazywamy wartoscig wtasng W )’\
macierzy A. Zbior wszystkich wartosci wtasnych macierzy A oznaczamy symbolem N y
Spec(A) 1 nazywamy widmem badz spektrum tej macierzy.

MB"&

iii) Kazdy niezerowy wektor z = (z1, s, ..., x,) € K™ speliajacy rownanie

7 AR AP

. x2
AX = )X, gdzie X = | m
ko )
Tn JAA
nazywamy wektorem wtasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci wlasnej A.

Uwaga 8.1.17. Wartosci i wektory wlasne endomorfizmu ¢ € End(R™) (lub ¢ € End(C"))
sa identyczne z wartosciami i wektorami wlasnymi macierzy A € M, (R) (odpowiednio
A € M,(C)), bedacej reprezentacja macierzowa odwzorowania ¢ w bazie kanonicznej
przestrzeni R (odpowiednio C").
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Niech V' bedzie przestrzenia liniowa n-wymiarowa. Niech ¢ € End(V') oraz A € Spec(y).

Definicja 8.1.18. 1) Krotnos¢ k) liczby A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego
X, Nazywamy krotnosciq algebraiczng wartosci wlasnej A.

ii) Wymiar dim E podprzestrzeni wtasnej £ nazywamy krotnosciq geometryczng wartosci
wlasnej .

iii) Wartosci wtasne o krotnosci geometrycznej 1 nazywamy prostymi. Widmo sktadajace
sie z n réznych (a zatem prostych) wartosci wtasnych nazywamy widmem prostym.

Twierdzenie 8.1.19. Niech ¢ € End(V) , A € Spec(p) oraz niech A bedzie reprezentacja
macierzowa ¢ w pewnej bazie przestrzeni V. Woéwczas

i) 1 <dim E) < k), L’(’O*N\oS ¢ 9(/@ Mf\c*v CUna v\fgﬂ(j AVC (f‘m.ciua CLa_
)dlmE,\—dlmV—rank(A ). LrotnoSo M@c/&m/c%q
dipn Kol M) N TRANL WUl - THEo kg 1

Przyklad 8.1.20. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu

p € EndR’), ¢(z,y,2) = (z+ 2y, 2y, =2z — 2y — 2).
= - == -

Okresdl ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wlasne, podprzestrzenie
wlasne i wymiary tychze podprzestrzem

(o 01)
\1/% WJ L((Kl \

, T . ¢l -
A=MEE) = | | 0 % (1) ‘\‘W\yfww‘ o)\/‘o\)w\.
2 ' 1—t 2 Cy/ ? 5 )/xv.'\"
—det(A—tl)=| 02—t Z(1—1)(2-1)(-1-1) e mws
Spec(p) = {)\1 =1, =2 3=—1}, k1 = ko Ww - o
Ey,=FE 1= —/——,E)mosm g O
T 0 2 20 x 0
)(&O (A-2DX=0w = A+D|y|=]0|la| 0 30]|y|=]o0
—_ z 0 -2 =20 z 0
20+2y =0
= 3y =0 =>ax=9y=0,2€R Q
—2x -2y =0 - \00 (\(‘1}

owtﬂ‘d“ Wektory wlasne odpowiadajace \3 = —1 sg postacwii()’,g’g_), gdzie \zil‘%_\_ﬁ)}_
& L0 3 E={(0,0,2): 2 € R} =1in{(0,0,1)} orazdimBE_ =1}y,

4,0 . erodg Geogn .
o$ Alternatywnie, korzystajac z twierdzenia 8.1.19 ii), mozemy obliczy¢
K 2 20 \j
WA E, = dimR? — A+ 1)=3-r| 0 3 0|=3-2=1
\ o9 doral -2 -2 0

Tak naprawde, wiemy to z goéry, bowiem na mocy twierdzenia 8.1.19 i) mamy
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1 <dim F), < k3 =1, zatem dim £, = 1.

Analogicznie wyznaczamy FE), oraz E,,. Z gory wiemy, ze dim Fy, = dim F), = 1

R Spes e
Twierdzenie 8.1.21. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia liniowa nad
cialem K. Niech A € M,(K), A € Spec(A) oraz niech v = (vy,...,v,) € V bedzie
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A\. Wowczas prawdziwe sa nastepujace
stwierdzenia.

i) \* € Spec(A¥) dlakazdego k € N, k > 2, oraz v jest wektorem wtasnym odpowiadajacym
AE,

ii) c:A € Spec(c-A) dla kazdego ¢ € K, oraz v jest wektorem wlasnym odpowiadajacym
c- A\

iii) p(\) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K [X], oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym p(\).

iv) Jesli A jest nicosobliwa oraz A # 0, to 5 € Spec(A™") oraz v jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym %

v) Spec(A) = Spec(AT)
vi) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A).

Twierdzenie 8.1.22. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad
cialem C. Niech A € M,,(C), Spec(A) = {\1,..., \}. Wowczas /) C
— JJC y - %"% L«
LY i) det(A) = xa(0) = A1 Ay, %AE{)‘WU\ /‘)(N)

ii) Jesli A € Spec(A), ale wielomian charakterystyczny x 4 macierzy A ma wspotczynniki -

rzeczywiste, to A € Spec(A). Ponadto wektor w = (w1, ..., w,) € V taki, ze w; = v;

jest wektorem wlasnym odpowiadajacym . i S G A,
i) tr(A) = A+ ...+ A, ﬁ%y\
iv) r(A) jest suma krotnosci niezerowych wartosci wlasnych. UL J j o\@J
8.2 Diagonalizacja Dineavng | el \)

Twierdzenie 8.2.1. Wektory wtlasne operatora liniowego ¢ € En odpowiadajace

roznym wartosciom wiasnym sa liniowo niezalez
p——

Twierdzenie 8.2.2. Niech V bedzie rzeczywista (zesplona) przestrzenia liniowa n-wymiarowa
oraz niech ¢ € End(V). ‘/ Leoknaitt’ 4"

i) Jesli ¢ ma widmo proste Spec(¢) = {Ai,...,\n}, to wektory wlasne vy,..., v,,
gdzie v; odpowiada A;, dla ¢ € {1,2,...,n}, tworza baze przestrzeni
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ii) Jesli wektory whasne vy, ..., v, € V endomorfizmu ¢ (nie koniecznie odpowiadajace

roznym wartosciom wlasnym) tworza baze przestrzeni V oraz o(v;) = A\, dla
i€ {1,2,...,n}, to macierz przeksztalcenia ¢ w tejze bazie ma posta¢ diagonalna
A 0 ( =N by
0\/\:\)5 v
e 7 0
. : o
Jo\© ro\\ ud/»\”“w /
AR EN
\/J\’ ‘0\\’> iii) Jesli wielomian charakterystyczny x,, rozktada si¢ na czynniki liniowe Vb(\m b 05
UV

AV N
é/) X%,:(t—)\l)kl(t—/\g)k2...(t—)xp)k”, {\j/\\ L , O VA
* o
vax Co(tzn. A # N, gdy @ # jooraz ky + ke + ..+ k: =n)i ponadtohk: = dim FE,,| dla

i€ {l1,2...,p}, to wowczas istnieje baza przestrzenfv zlozona z wektorow W}asnych

endomorﬁzmu ©. /K 7& i sk
\Q_J ’\
Definicja 8.2.3. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy diagonalizowalnym, gdy
0~\ istnieje taka baza przestrzeni V', ze macierz operatora ¢ w tejze bazie jest macierza z/s‘ 2~
W' " diagonalng. J/
O\
N

Whiosek 8.2.4. Operator liniowy ¢ € End(V) jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, u/o\ﬁ (OV\ Cj
gdy istnieje baza przestrzeni V' zlozona z wektorow wtasnych . Dokladniej mowiac, W L o AT
p € End(V), gdzie dim V' = n, jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian
charakterystyczny ma n pierwiastkow w ciele K (liczac z krotnosciami) oraz dla kazdej A UM AD(N\

wartosci wlasnej moan znych wektorow wtasnych, ile wynosi q/tv‘
@@WM& wielomianu charakterystycznego. eake )
dien € A= = V4 A @ 1

Przyklad 8.2.5. Niech ¢ € End(R?) oraz A = M, (B8}, B [ _)/d € My(R).

& J-ee1z0 Y, W wfow& (A-v1)

=1 A X -
Wielomian charakterystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem /L '
Spec(A) = @ i nie istnieje baza R? zlozona z wektoréw wtasnych ¢. N RO U

— b W09 \,-WO\/M\O{Y’\ Ni\)ﬁm/\t — ., )
Uwaga 8.2.6. Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze kazdy operator linjowy na 7 L
zespolonej przestrzeni liniowej ma wektory wtasne. - z okia i
—_— —

Macierz diagonalizujaca

Definicja 8.2.7. Mowimy, ze macierze A, B € M, (K) sq podobne, jezeli istnieje macierz %\

nieosobliwa C' € GL,(K) taka, ze A = C~'BC. A O et
/\/\/‘_/\"\/
Twierdzenie 8.2.8 (o niezmiennikach macierzy podobnych). Jezeli macierze A i B sa ko ¢ v
podobne, to wowczas 2 YW
U
R oY
I I
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i) r(4) =r(B),
ii) detA = detB pacien,
\’)\F(/H mﬂb &kaé O[\M”lcb

iii) tr(A) = tr(B) . bar hpn [
VA

Do vl o
Jezeli ¢ € End(V), to dla dowolnych baz B, B’ przestrzeni V macierze M, (B, B), M, (B, B’)

sa podobne. Macierz ustanawiajaca relacje podobienistwa jest macierza Pz _.p zmiany
bazy przestrzeni V.

Definicja 8.2.9. Macierz A € M, (K) nazywamy’ diagonalizowalng, gdy jest podobna do
macierzy diagonalnej, tzn. istnieje macierz nieosobliwa P € GL,(K) taka, Ze macierz
D — P71 AP jest diagonalna. Méwimy wowczas, ze macierz P diagonalizuje macierz A.

NN
N o“ﬁaniosek 8.2.10. Macierz A € M, (K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
oM istnieje baza przestrzeni K" ztozona z wektoréw wlasnych A.

7 uwagi na zwigzek miedzy widmem endomorfizmu a widmem macierzy wszystkie
twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sa prawdziwe dla macierzy.

Przyklad 8 2.11. Czy A = p O € MQ(R) jest diagonalizowalna?

<D

xa(t) = =2-t)1-t)+3=t*—-3t+5#0.

Wielomian (:hauréu rystyczny nie posiada pierwiastkow rzeczywistych, zatem
Spec(A) = @ i macierz rzeczywista A nie jest diagonalizowalna.

2 =3
1 1

= L&u 3
gy € ¢

=Q2-t)(1—1t)+3=1>—3t+5. wa\\\x"‘

Przyklad 8.2.12. Czy A = [ ] € M5(C) jest diagonalizowalna?

2—t =3
xall) =17y 4 ’
Wielomian charakterystyczny to wielomian zespolony o wspoétczynnikach rzeczywistych.
Posiada zatem dwa spr zone p1erw1astk1 zespolone.

Mamy ya(t 1) 3+‘ﬁl) Mac&erz zespolona A jest diagonalizowalna.
I~ 2rob €/ —
a .
A e Praykiad 8.2.13. Czy v € Enq(Ri%) taki, Ze ¢(1,1,%) (-1,-1,— 1) ©(0,1,1) = | . (QWJ
\/(0,1,1) ©(0,0, 1) 0,0,2) jest diagonalizowalny? = JL(L 4 T
(e, O N )

Odczytujemy wartosci Wlasne wlasne
)\1 —]_,1)1 (1,1,1), )\2 = ]_,1)1 = (0,1,1), )\3 :277}1 = (0,0,l)

Widmo jest proste, a zatem na mocy twierdzenia 8.2.2 1), operator ¢ jest diagonalizowalny.

Przyklad 8.2.14. Czy ¢ € End(R?) dany wzorem
o(x,y,z) = (3x 4+ 82,3z — y + 62, —2x — 52) jest diagonalizowalny?
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N\,

o

L

o
/\\“

LY

\ o 3—t 8 ' -
651? -2 —5—-1 B
()2 = (T )P oLy dor E0Un b8 7.2V
Spec(p) = {\ = —1}, k1—3M{O>( A0S (U 10
T 0 (Z\; - /\ &{
Bu=Ba={v=(y2): ALh v | =101} b ko9
- z 0 , ‘
Ne—b (A- ﬁ)% O /Am, \ )
@ Lo S on A
d1mE1—3—r(A+I —3—7" . 6 =3-f=0#k =3 o O
(Y -id) Sy e o /—2 A D 9
Enﬁomo fizm ¢ nie jest dlagonahzowalny, bowiem nie istnieje baza R? zlozona z wektorow
wlasnych ¢.
Przyklad 8.2.15. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu f i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne i wymiar tychze podprzestrzeni.
Czy f jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektoréw wlasnych, macierz D
endomorfizmu f w tejze bazie oraz macierz diagonalizujaca P.
f € End(My(R)), f(A)=A+ A"
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8.3 Zastosowania diagonalizacji

Znajdowanie warto$ci zlozenia endomorfizmu

Whiosek 8.3.1. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa n-wymiarowa oraz niech
¢ € End(V). Niech B bedzie ustalong baza przestrzeni V. Jesli wektory wtasne v; ..., v,

odpowiadajace wartosciom wlasnym Aq, ..., A\, (niekoniecznie réznym), tworza baze C =
(vl .. vn) przestrzeni V', to wowczas dla dowolnego r € N ,//LQ(J/*/OLQ
&
A=) (3ot ) Gd7 000
— Xy 0 0 Pt F
My (B,B) = PD"P~ gdme P=Psg ., D=

o~ :
D;?/\/ﬁ(v ) %( ??D?/] Dy\?\ﬂ 7\{ } 0 0 D W
Przyktad 8.3.2. Wyznacz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci
algebraiczne. Wyznacz odpowiadajace im wektory wtasne, podprzestrzenie wlasne i wymiar
tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow

wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujacy P.
Oblicz ¢'%(1,2,3).
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