Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 9
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..ccoooeeeeeiieeeeenn.

TEMAT: Przestrzenie euklidesowe

9.1 Przestrzenie euklidesowe

Niech V' = (V, +, R, -) bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.1. Funkcje s : V x V — R nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
wewnetrznym), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:
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i) Vu,v,w €V Va,f€R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v, w),

\ /\ /)1/&\
i) Vu,vo e V. s(u,v) = s(v,u), , "}ym(és\/\ov /

o ACRENE 7, o
i) VweV s(v,0)>0 A swu)=0s0v=0, U (R CIRYANTY

Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq euklidesowq. Bywa ona oznaczana symbolem
E. Zamiast s(u,v) bedziemy réwniez pisa¢ u o v lub (u,v).
= i~

Przyklad 9.1.2. Ponizsze funkcje sa iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w R™ nazywamy o : R" x R" — R taka, ze M= 5
Vu=(1,...,2),0 = (Y1,..,Yn) ER" wov=>3"" xy; =191 + ... + Ty

Przestrzen euklidesowa (R", o) oznaczamy symbolem E™.
——>

Vj = L.zﬁ A \Vj v\vyai

2) V=C(a,b],R), (,.):VxV =R, VfgeV (fg ff
C\a\ﬂm{>(ﬁﬂ‘/\o,ﬂcir\nu ST R‘(M'\/““"’\ XO:/} Mﬁﬁ*%l {%V)b
Calka oznaczona ma wtasnos¢ liniowosci. Ponadto f f3(x)dx > 0, bowiem fQ(x) >0
i caltka oznaczona zachowuje nieréwnosé staba. —— o B 1{ o & .
X}O, SY&) L A 59 JO;L’OW
W\N )V =R,[z], (,.):R,[z] xR,[z] = R, Qe ?
0 Vp,a €V (p,q) =1 op(z:)q(x;), gdzie vg < 21 < ... < x, liczby ustalone %
z | ' ézwwz §)= < <> g o &
S Rozwazmy Ro[z]| z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)g(—1) 4+ p(0)q(0) + p(1)gq(1). W 7Zﬁ3\j
Wawezas (p,p) = [p(~1) + pO)P + [p(D 2 0. ) 39

Jesli (p,p) = 0, to oczywiscie p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Nie oznacza to jeszcze, ze p jest
wielomianem zerowym.
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0= 2(54/\\\ = (o +An*A

Niech p(z) = ag + a1z + ... + apa™. Zaldzmy, ze (p,p) = 0. Wowczas p(zo) = p(z1) =

1 o m% STy 0
1 =z [ i 0
... = p(x,) =0, skad otrzymujemy 1= 1 |

Wyznacznik gtowny W tego uktadu, to wyznacznik Vandermonde’a.

W = [lo<icjen(®j — i) # 0, bowiem z; # z; dla i # j. Zatem jest to uklad oznaczony
jednorodny, jego jedynym rozwiazaniem jest ap = a1 = ... = a, = 0, co oznacza, ze p jest
wielomianem zerowym.

D)V = Mpn(R), () Mypn(R) X Myysn(R) — R,
VA, B € Myyn(R) (A, B) = tr(ABT

Na mocy twierdzenia 3.1.13, méwiacego o wlasnosciach sladu macierzy, mozna wywnioskowac,
ze jest to iloczyn skalarny.

Twierdzenie 9.1.3. Niech (V] s) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wowczas
i) Yu,v,w eV Vo, €R  s(u,av + fw) = as(u,v) + Bs(u, w),
ii) Yoe V. s(v,0y) =0,

2
i) Vu,v eV (s(u,v)) < s(u,u) - s(v,v)  nieréwnosé Schwarza
Niech V' = (V,+, R, -) bedzie przestrzenia liniowa.

Definicja 9.1.4. Funkcje ||.|| : V — R nazywamy normg, jezeli spelnia ona nastepujace
warunki:

) VeV |v||>0 A |lv]]=0<v=0y,
i) VvoeV VaeR |lav||=laf-|v],

i) Yu,v € Vo |lu+o|] < |[ul] + ||v]]- tzw. warunek trojkata

Liczbe ||v|| > 0 nazywamy normaq (lub dtugosciq) wektora v. Pare (V,||.||) nazywam ;2 ?
Przestrzeniq unormowandg. = - U, HAG i,
v

Twierdzenie 9.1.5. Jesli (V,s) jest przestrzenia euklidesowa, to odwzorowanie ||.||s : 7L
V' — R dane wzorem

YoeV |vlls =s(v,v)
jest norma w przestrzeni V. Méwimy, ze jest to norma okreslona przez iloczyn skalarny.

Przyklad 9.1.6. Rozwazmy przestrzen E”, tj. R" ze standardowym iloczynem skalarnym.
Dlaz = (21,2, ...,7,) mamy ||z|| = \/2? + 23 + ... + 22. Jest to tzw. norma euklidesowa
w R".

Whniosek 9.1.7. Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenia unormowana.
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9.2 Uklady ortogonalne

Jesli nie wyszczegolniono inaczej, zawsze w danej przestrzeni euklidesowej rozpatrujemy
norme pochodzaca od ustalonego iloczynu skalarnego.

Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Wektor v € V' ktorego dlugosé jest
rowna 1 nazywamy unormowanym lub wersorem. Kazdy wektor v € V,v # 0y mozna
unormowad, tj. znalezé wersor ¥ o tym samym zwrocie i kierunku co v.

; Aloll = g - ol = 1.

(o]l

Istotnie ¢ := i jest wersorem, bowiem ||0]| = HvH
Miara kata miedzy wektorami

W przestrzeni euklidesowej mozna wprowadzi¢ pojecie kata miedzy niezerowymi wektorami.
Na mocy n1erownosc1 Schwarza dla dowolnych u,v € V mamy

(u,v)| <V (u,u)/(v,v) = ||ul| - |]v]] = |1§ﬁﬁv\| <le -1< uzfﬁﬁln <1

Jesh v # Oy, u # Oy, mozemy widzie¢ W jako cosinus jednoznacznie okreslonego kata

a € [0, 7]. Definiujemy kat miedzy wektorami u i v jako a. Utozsamiamy tutaj kat z jego
miara. Zatem “

{u, v)

[l loll”

Wl
£ (u,v) = arccos <u,—v) O *
[lul| - [[ol] Mot

Przyjmujemy, ze kat pomiedzy wektorem zerowym Oy a innym wektorem jeStW 4 Uy > € {K
|

cos L (u,v) =

Przyklad 9.2.1. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (Ry[z], (., .)), gdzie (p, ¢) = p(0)q(0)+ 0 sbedany
p(1)g(1). Wyznaczymy miare kata pomiedzy wektorami u(z) = 2,v(x) =5 — . [ j o Wy M:j

() = w(0)o(0) + u(1)o(1) = 2-5+2- 4 — 18 & ~ o
lll = v/{,w) = /(O + [W(DF = VET 2 = 23 |
o]l = /(v,0) = /To(0)2 + [v(1)]? = VB2 + 42 = V41 7o) 5( =0

18 9
£ (u,v) = arccos 375 U — AreCos

Definicja 9.2.2. i) Dwa wektory u, v nazywamy ortogonalnymi, jesli ich iloczyn skalarny
jest rowny zero. Piszemy wowczas u L v. = 1 o .
( | (ov =) Cun > =0
ii) Uklad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym, jezeli Lo

Vi,j€{1,2,...,n} i#j = (v,v;)=0. <(ulqi> ("M/ﬂﬂ

v wf)
ii) Uklad wektorow nazywamy uktadem ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnyni /
i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,je{1,2,...,n} <ui,yj>={? 273 _ or@; (\SU';J;UJ
“Y u%vﬂii

Uwaga 9.2.3. Wektor zerowy Oy jest ortogonalny do kazdego wektora.
s \”\Y> =0
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[2CCD Youricen (h ~ - T oint<
| C . /b\[\ .24 :/{,DV\‘CC/OJ o i A=2sn e

Przyklad 9.2.4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa (C([—m, 7], R),(.,.)), gdzie (f,g) =
f f(z)g(x)dz. Sprawdzimy, czy wektory f(z) = sinz, g(z) = cos x sa ortogonalne /ortonormalne.

_ *;LCO-JZT\-f "/l’CO _~\
(f,9) =" _sinzcosxdx 7 (sin 2zdx = [—@rn =1(- 1)) ZCO G (2 //)}

(LN =fIP= [ sin®adi = [T =24y = [z — X sin2z]
Wektory sa ortogonalne, ale nie ort(\)}Ofﬂllalne. -—

=T
™

Twierdzenie 9.2.5 (Pitagorasa). Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowsa. Wowczas

Vu,o €V u Lv & |lu+v|)? = lul]* + ||v]]*
[amouost /MwaM‘n -

Dowdd. ||u+v||? = <u+vu+vﬁ (uy ) + 2{u, v) + (v, LMl + |[o]2 O

Twierdzenie 9.2.6. Uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego jest liniowo

niezalezny.
((wevdon L )

Wniosek 9.2.7. i) Uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny. .
_— .

ii) W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej uktad ortonormalny (lub ukltad ortogonalny
nie zawierajacy wektora zerowego) nie moze zawiera¢ wiecej niz n wektorow.

Definicja 9.2.8. Baze przestrzeni euklidesowej, ktora jest uktadem ortogonalnym (ortonormalnym),
nazywamy bazq ortogonalng (ortonormalng) tej przestrzeni.

Przyklad 9.2.9. W przestrzeni R” ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortogonalna
jest baza kanoniczna e; = (1,0,...,0),e5 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1).

Wspoélrzedne wektora w bazie ortogonalnej

MOTYWACJA: Przestrzen E3

baza ortogonalna B = (% = (1,0,0),7 = (0,1, O),l% = (0,0, 1))

Dla dowolnego wektora v = (vg, vy, v,) mamy v, = v o1, vy =vo j’, v, =vok.
Z dokladnoscig do znaku skalary v, vy, v, to dlugosm rzutéw ortogonalnych wektora v na
osie Ox, Oy, Oz odpowiednio, za$ wektory v, - i LUy - j v, - k; to rzuty ortogonalne wektora

v na osie Oz, Oy, Oz odpowiednio. |
) ey wel =T
Twierdzenie 9.2.10. Niech B = (bl,bg, .. ,bn) bedzie baza ortogonalna przestrzeni

euklidesowej (V, (.,.)). Niech v € V, v = [ay, g, ..., an]p. WoOwWczas |
b XOM& Vi e {1,2 m (v, bi) V= ”Q E%ML‘L{*— - ¥ [Alh
L, O 2, _ ‘ ,
oY)\’V L\ SIOE E/] < P

Ponadto <w b/17 = bty ;///*ZZWCA L(r4>
)by | (bbb w.b) 'eﬂj'e Yio
Vi w €V ) = [ea]? ot Bulr =L kb
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TG ), Helld ) wsb)

Whiosek 9.2.11. Jesli B = (bl, ba, ... ,bn) jest baza ortonormalng przestrzeni euklide
(V.(.,.)) oraz V 3 v = [aq, g, ..., B, to wOWCzas
—_—

oraz L, /‘Bq o Y
Vuw €V (uw) = (i ) (b + (0 5ot ba) + -+ (B} a0 ).

ﬂ Whniosek 9.2.12. Niech B = (bl, ba, ..., bn) bedzie baza przestrzeni euklidesowej (V/ (., .))
" oraz niech v,w € V, v = [ay,qg,...,a,]g, w = [51, P2, .., Bnls. Wowczas baza B jest

ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy (u,w) = 101 + @efs . .. + apf,.
T Y

9.3 Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Twierdzenie 9.3.1. Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech {by,...b,,} C
V' bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Wowcezas istnieje uktad ortogonalny
{c1,...cn} C V taki, ze li(r\l{bl, by} =lin{e, et

Whniosek 9.3.2. i) }%aZda skorniczenie wymiarowa przestrzen euklidesowa rozna od {0}
ma baze ortogonalng i ortonormalng.

ii) W przestrzeni euklidesowej skoniczenie wymiarowej kazdy uktad ortonormalny mozna
uzupetni¢ do bazy ortonormalne;j.
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Przyklad 9.3.3. Rozwazmy przestrzen E3, tj. R3 ze standardowym iloczynem skalarnym.

Dana jest baza B = (b1 =(1,—-2,0),by = (5,5,1),b3 = (5,4, 4)) przestrzeni R®. Dokonamy

ortogonalizacji bazy B.

(1,-2,0) [ S134)
Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem b; o b2 =5—-104+0=—-5#0.
Niech C = (¢q, ¢9, ¢3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna.

I KROK: Niech ¢; :=b; = (1, —-2,0). Wowczas oczywiscie lin{c;} = lin{b; }.

_ @ C, € G er("l 1“’&
II KROK: Aby zagwarantowaé, ze lin{cy,co} = hn{bjl,bg} poszukujemy ¢, w postaci
K ¢y =by+ acy,\dla pewnego a € R. Dobierzemy « w taki sposob, by ¢s 0 ¢y = 0.
Obliczamy ¢y 0 ¢; = (be%4 acy) oy = b0 g @ (cﬁo a). =0 :
Aby ¢y 0 ¢; = 0, wystarczy przyjadé@: —zf%. P
W naszym przykladzie 0 = byoc; +a - (ca0¢p) = (5,5,1) o (1, l2,0) +a-(1,-2,0)0
(1,-2,0) = =5 + bay, skad a = 1. Zatem ¢y = by + ¢ = (6,3, 1).
o L%
= lin{by, by, bg} poszukujemy c3 w
R. Dobierzemy B, B w taki sposob,

[T KROK: Aby zagwarantowac, ze Ii
postaci ¢; = by 4/ Bicy tﬁgc% dla pewnych ﬁl, >

by03061—W
L_\}‘, )
U "

C,
¢, €1 b Y .
/ B[’Cq +

wwc/\% TDCL*}( &J")

C,

(

|

L by zbJ 7 C{/Z ;7J

0, € b, Lw&

|

I .
Lo¢+/64>*2{ ‘Oj
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3 /’[ (7 //’ U
/]

LB+ L /i )

Mamy 0 = cgocr = (bs+frer+Paca)ocr = bgocr+Fi(croc)+fa(cz0¢1) = bsoer+fi|ea|l*,

skad |3) = _ﬁifﬁ12 Analogicznie 0 = c3 0 ¢y = (b3 + B1c1 + Paca) 0 ¢y = bz oy + Pi(cy o

Wt e e =hooet fllall dad (= iR ) J
J

C

lle2[1?

. =byocy+ fillall = (5,4,4) 0 (1,-2,0) + f1(1 +4+0) = =3+ 55
W naszym przykladme { 0 = by o s+ Bollesl[2 = (5.4.4) 0 (6.3, 1) + Ba(36 + 9 + 1) = 46 + 468, °
Skad f1 = 2, B, =
Zatem c3 = bg + cl —c = (5,4,4) + g(l, —2,0) — (6,3,1) = (-2 = —1 £,3).
C=(c=(1,-2 0) =(6,3,1),c5 = (—%,—1,3)) jest bazg ortogonalnq
Bz 0RO
Poniewaz ler|| = V5, |ea|| = V46, ||cs|| = \/ 2, zatem bazg ortonormalng jest
_ c 1 _ e _ e _ |5 2 1 WEY S
C' = (Cl H‘;” 75 (17_2a0)702_ HC;H - \/_476 (67371>7C/3_ m - 16 (_Ea_gv?))) Og
Whniosek 9.3.4. Jesli B = (bl,bz, e ,bn> jest dowolng baza przestrzeni euklidesowe]
(V,{(.,.)), to wowczas ciag wektorow C = (cl, Co, ... ,cn), zdefiniowany ponizej, jest baza
ortogonalng tej przestrzeni.
n—1
(ba, c1) (b3, c1) (b3, c2) (bn, ci)
ci=b Cy = by— ) C3 = by— c1— Cos ... Cpi=b,— G
[lea|]? [leal[? [lea][? 2 [les]]?
Przyklad 9.3.5. Rozwazmy przestrzeni Rq[z] z iloczynem skalarnym (p, ¢) = p(—1)g(—1)+
p(0)q(0) + p(1)g(1). Dokonamy ortogonalizacji bazy B = (1, x, 332).
St A mrddo~
Niech b, = 1,by = x,bs = 22. Zauwazmy, ze baza B nie jest ortogonalna, bowiem
So s byoby=1-(—1)2+1-02+1-12=2#0.
‘Niech T = (¢1, 9, c3) oznacza poszukiwana baze ortogonalna.
b {IMB - f’“"[/f Cag
I KROK: Niech ¢y := b =
= A

IT KROK: Poszukujemy ¢, = by + acy, a € R. Dobierzmy « tak, by ¢z 0 ¢; = 0.
Obliczamy 0 = cpoc; = (batacy)ocy = byoci+a-(ggocr) = (—=1-140-1+1-1)+a(1+1+1) =
3. X A A
Skad o = 0. Zatem c3 = by = x. (MogliSmy to zauwazy¢ wczesniej.) g / (g
I - e {b/\ L‘oﬂs\g b &4 (, C» 5 &V"‘Z(’Tl_é’tolb
IIT KROK: Poszukujemy c3 w posta(ﬂ c3 = bs+ fic1 + ﬂgCg, ﬁl, b2 € R. Dobierzmy 51h
tak, by c30c; =0 oraz c3 o cy = 0. e~

Mamy 0 = czoc; = (b3+BrerFhaca)oct = 53001 Bi(crocr)+Pa(crocy) = byoci+5||er||? =
9v33,= (1 1+0-14+1-1)+p; -3, skad By = W' 5 o ool
————= Analogicznie 0 = c3 0 ¢y = (b3 + fic1 + Bzcg) ocg =bzocy+ Pi(cr o 62) + 52(02 5 Zg) =
b3 o ca + Ballea| | = (1-(— 1)+0 04+1-1)+ B ((—1)? 4+ 0% +1%) = 20, skad B2 = 0.
Zatem 03—63—261—:6 —5. - R

C = (cl =1,co=x,¢3 =1a°— —) jest baza ortogonalna.

Do
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on[\?:ff‘)‘%

el = VI+I+1=V3, |lo|l=vI+0+1=v2 |la|| = /i + 2+ 1=

Baza ortonormalng jest uktad wektorow

C'= (¢ = ey = ¥ b = 2y = Yy = g2 = f 0 - §) = fa? - ).
9.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen < — ( L) /K"5 ekt

OO0t o
Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa, zas S C V dowolnym podzbiorem. f %éf'j/

Definicja 9.4.1. Zbior S+ = {v € V [ Vo )€ S (v,2) = 0} nazywamy dopefnieniem -
ortogonalnym zbioru S w przestrzeni euklidesowej V. Jezeli zbior S jest jednoelementowy , / K
tj. S = {x}, to zbior S+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym wektora x € V. ff\)/ -

v
Twierdzenie 9.4.2. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa.

i) Jedli U C V jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni V, to wowczas U+ réwniez jest P—%
podprzestrznig liniowa.

ii) Dla dowolnego wektora u € V zbior {u}t jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni {U gy -
V. Z/P{ﬁ . P:TOV :/0‘5

Przyklad 9.4.3. W przestrzeni E* wyznaczymy wszystkie wektory v ortogonalne do
=(1,0,1,0). —
u ( ) 07 ) O) \0 Q{fu/b =

Niech v = (2,9, 2,1) € RY. Wowezasu L v & uov =0 « m Zatem
v=(z,y,—x,t)oraz {u}* = {(x,y,—z,t) : z,y,t € R} =1lin{(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Definicja 9.4.4. Niech U bedzie podprzestrzenig liniowa przestrzeni V. Jedli w € U™,
to mowimy, ze wektor w jest ortogonalny do podprzestrzeni U i piszemy w L U.

Uwaga 9.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas B = {by, ..., by}
baza tej podprzestrzeni. Wowcezas dla dowolnego wektora w € V'

wlU<sVie{l,2,....k} wLb

Dowdd. Implikacja z lewa na prawo jest oczywista. Ponadto jesli dla dowolnego i &€
{1,2,...,n} mamy (w,b;) = 0, to wowczas dla dowolnego u € U, u = [y, ..., a,|p mamy
(wyu) = ag(w,by) + ... + ap(w,b,) =0. Zatem w L U. O

Przyktad 9.4.6. Rozwazmy V' = Ry[z] z iloczynem skalarnym (p, g fo
podprzestrzen U = R[] oraz w = 622 — 6z + 1. Czy w L U?

wLU Ry [z —hnjl xt@wj_l/\wj_x V% [P\/\L%J
(w, fo 62 — 62 + 1)dz = 223 — 322 —|—x|0—0 F(:mﬁiﬁ(f
(w,x —fo (62° — 622 + x)dx = 3a* — 227 +1x2}0 Zatem w L U.
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Wtasnosci dopelnienia ortogonalnego

Twierdzenie 9.4.7. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U, Uy, U, jej podprzestrzeniami
liniowymi. Woéwczas:

i) Uy Cc Uy = Us C U ‘/\

ii) U+ = (linU)*,

iii) U C (U4)*.
Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia liniowa.
Definicja 9.4.8. Operator liniowy 7 € End(V') dany wzorem

YoeV m(v)=u, gdzie v—ulU,

nazywamy rzutowaniem ortogonalnym lub projekcjg ortogonalng na podprzestrzen U.
Obraz wektora v poprzez m nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v € V na podprzestrzen

U. ?ﬂod/%

\/ y //}%;\/qMC\/

& T~ (Ta) < W
w

VT"

MWO(WQMﬁ%M<> \/W—L(U’
v-u €yt

Twierdzenie 9.4.9 (Jednoznacznosé rzutu ortogonalnego). Jesli dim U < oo, to wowcezas
dla dowolnego v € V istnieje jednoznacznie wyznaczony rzut ortogonalny u € U tego
wektora na podprzestrzen U.

i) Jesli B = (bl, by, ..., bk) jest dowolna baza podprzestrzeni U, wowczas u = 7(v) =

[, ag, . .., o), gdzie
(b1, b)) (br,bs) ... (by,by) o (v, b1)
(ba, b)) (bo,bs) ... (by,by) ay | | (v,b2)
ol : ' (1)
<bk,b1> <bk7b2> <bk,bk> o <U,bk>

i'
i) Jesli B = (bl, bo, ... ,bk) jest baza ortogonalna podprzestrzeni U, wowczas rzut ten N
okreslony jest wzorem . ,(g ?M L) =< oa D /= tha

|
A =5 2w
u:ﬂ(vg@;13b1+ <U’b22>b2—i—...—|— br;.
[[ba]] 12 e 5

i\

3)/o(¥02\ \L AX u\\a/\
0\f \/ /)V @ \\\0/\ 102 Lo b <u b
] (v) - Ul% ¢V veu L jc\yby@b}
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o zatem istnieja o, f € R takie, ze u = ab; + [bs

\0—IU@f—ﬂ—ﬂa—ﬁJfﬂm—@l—a+3@—Z@O(,,—

&7: 4/C fZ’jr%‘V OU :‘Lﬂlej})

/ Y

iii) Jesli B = (bl, ba, ... ,bk) jest baza ortonormalng podprzestrzeni U, woéwczas
L//< vV \°N> \ 4\/&&%‘) o

o O T

o
u = 7'('(’0) = <U, b1>b1 + <U, b2>b2 + ...+ <1}, bk>bk
N > (
Lub rownowaznie, jesli A jest macierzg, ktorej kolumnami sg kolejne wektory bazy
ortonormalnej B, to wowczas AAT jest reprezentacja macierzows projekcji my.

(bi,b1) (b1,ba) ... (b1, by)

Macierz (02,b1) (b2, ba) - (b2, bi) wystepujaca w powyzszym twierdzeniu nazywamy
<bk7 b1> <bka b2> ce . <bk7 bk>

macierzqg Grama uktadu wektorow (bl, ba, ..., bk).

Whniosek 9.4.10. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia
liniowa. Niech B = (bl, b, ..., bk) bedzie baza ortonormalng podprzestrzeni U, zas A €
M, «1(R) macierza, ktorej kolumnami sa kolejne wektory bazy B. Woéwczas AAT jest
reprezentacja macierzowa projekcji ortogonalnej na podprzestrzen U.

MZM b vand: . Jl - gbca/ia/,j

Przyktad 9.4.11. W przestrzeni euklidesowej E* wyznaczymy r@t_orio_g;q_r_@lny wektora
v=(1,1,1 O) na podprzestrzen U =1in{(2,1,1,2),(1,1,-3,0)}.—

auwazmy, ze B (b1, bz) JeSt bazq U, bowiem r [ 1 1/-3 0

METODA 1
uwi=my(v)=?, w=v—ulU & wlb:=(2112) ANw

w=(1,1,1,0) — «(2,1,1,2) — 5(1,1,-3,0) = (1 = 2a — 5,1 —a — 5,1 — a + 33, —2a)
\/ e
(W
Otrzymujemy uktad dwéch rownai
0=(w,b))=(1-2a—B,1—a—B,1—a+38,—2a)o(2,1,1,2) =4 — 10«
1 3

Stad o = 5,5 = —i oraz
U= [aaﬁ]B = [%7 111]8

METODA TI B4
Zauwazmy, ze baza B := (b, bs) jest ortogonalna.
Istotnie by 0 by = (2,1,1,2) 0 (1,1,—3,0) = 0. Na mocy twierdzenia 9.2.10 mamy

u,b u,b2) v,b (v,b
U= [‘(Iblﬁg, |<\b2ﬁ2} Ale (v,b;) = (u, b;), zatem u = [ﬁblﬁg, Hb;‘g] Obliczamy

(v,by) = (1,1,1,0)0(2,1,1,2) =4, (v,by) = (1,1,1,0)0(1,1,—3,0) = —1 oraz ||by||2 = 10,
|[bo| | = 11. Stad u = [a, B]5.

[\

b= = (5:5:53) — (I mwh0) = (58 55 3)

e —_—

i |

UWAGA: Gdyby baza B := (by, by) nie byta ortogonalna, zawsze mozemy metoda Grama-
Schmidta ja zortogonalizowaé i w dalszych rachunkach wykorzystac¢ znaleziong baze ortogonalng

C = (c1,¢2).
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METODA III

Znajdziemy macierz rzutowania na U. Normalizujemy baze B. Niech B’ = {b by},
——
gdzie b, = - = L(2,1,1,2),8, = 2 = ——(1,1,-3,0). Niech A = | V0 VI
\ T~ Vo b2l V11 @ a1
- 27 16 2 ] r @' \Qf
5% 3 B 5 5= | \\ WQ"‘QO\? A )
“ 6 021 -1 1 1 17 -
55 110 110 5 1 55
. Stad AAT =
4 -1 101 1 1 37
55 110 110 5 0 55
| 2 1 12 4
P P\\L\ 5 5 5 5. L 5
\ /
Interperatacja geometryczna metody Grama-Schmidta
Rozwazmy przestrzeri E3 i jej baze B = (by, by, b3). Niech C = (c1, ¢, ¢3) bedzie szukana
bazg ortogonalng.
KROK I:
cp=0by MW {'gq>< @m(@‘}
KROK II:

KROK III:

(b3, 1) (b3, c2)

c3 = bz — ||01||2 1 — | cy = b3 — 7rlin{(,:1}(b3) - Wnn{(g}(bs) = b3 — Tlm{(wg}(b:;)
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. . N } /3 = A
9.5 Macierze ortogonalnﬁ i izometrie liniowe

?N 1 2 3
Przyklad 9.5.1. | 6 5 4 0l=1¢6
08 9 0 0

Wektor (1,0,0) ma dlugosé 1, zas wektor (1,6,0) ma dtugosé /37

Przeksztatcajac dowolne wektory w R™ za pomoca macierzy przejécia mozemy zmienic¢
ich dtugos¢ oraz kat miedzy nimi. Wyr6znimy teraz te macierze, ktore pozostawia powyzsze

wielkosci niezmienione. OW/( PX h j
—
Definicja 9.5.2. Niech n € N. Macierz Ae M, ]R) nazywamy macierzq ortogonalng, U\M A :
jesli ATA=ATA=1,. A A 6 @1 - \\/ , , K / )\‘ "
Fkantuiianlicd A50
NP otk
Przyktlad 9.5.3. Macierz A = % 2 —1 2| jest ortogonalna.
2 2 -1

Twierdzenie 9.5.4. Zbior wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n wraz z dzialaniem

mnozenia macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng i oznaczamy symbolem
O(n).

Whiosek 9.5.5. i) Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

o
VAT
AL

ii) Wiersze macierzy ortogonalnej sa wzajemnie ortogonalnymi wersorami (wzgledem
standardowego iloczynu skalarnego w R"). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe
dla kolumn.

iii) Niech (V,(.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie bazy ortonormalne
tej przestrzeni. Wowcezas macierz przejscia Pg_.p jest macierza ortogonalna. I
odwrotnie, dowolna macierz ortogonalna jest macierza przejécia miedzy dwiema
bazami ortonormalnymi.

Dowdd. i) Wynika to z réwnosci 1 = detl,, = det(AAT) = (detA)2. O

Niech (V, (., .)) bedzie przestrzenia euklidesowa, skoniczenie wymiarowa. Rozpatrujem
norme zadang przez iloczyn skalarny:. \\7(\\\? LF \Y\W

Definicja 9.5.6. Operator liniowy ¢ € End(V) nazywamy

i) ortogonalnym, jesli jego macierz w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest ﬂ . QQ J
macierza ortogonalna, - (€ s b \
ii) izometrig liniowq, jesli zachowuje on odlegtosé, tzn. speliony jest warunek ‘ /% ¢ &g m)
KO

Vu,v €V [lo(u) — ()] = [fu—vl|
Stwierdzenie, ze macierz ¢ w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni V' jest macierza
ortogonalng, jest rownowazne stwierdzeniu, ze macierz ¢ w dowolnej bazie ortonormalnej

przestrzeni V' jest macierza ortogonalna. Wynika to z faktu, ze macierz przej$cia miedzy
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dwiema bazami ortonormalnymi jest macierza ortogonalna oraz z faktu, ze macierze
ortogonalne tworza grupe. Oznacza to, ze odwzorowanie ortogonalne to takie odwzorowanie
liniowe, ktore przeprowadza pewna (kazda) baze ortonormalng przestrzeni V' na baze
ortonormalng.

Uwaga 9.5.7. Niech ¢ € End(V') bedzie izometria liniowa. Wowczas
i) ¢ jest monomorfizmem, a zatem jest izomorfizmem.
ii) Spec(p) C {—1,1}

Dowad. 1) Jesli v € Kerg, to 0 = [|0v]| = ||e(v)|| = ||v||, zatem v = Oy. Ponadto
dimV = r(p), wiec ¢ jest surjekcja.
ii) Dla dowolnego v € V mamy ||po(v)|| = ||v]|=1-|jv||=|£1]-]|v|]]. O

Twierdzenie 9.5.8. Niech ¢ € End(V'). Nastepujace warunki sa rownowazne.
i) ¢ jest izometria liniows.
) ¢ zachowuje norme tzn. Yo € V ||p(v)|| = ||v]|.
iii) ¢ zachowuge iloczyn skalarny tzn. Yu,v € V (u,v) = (p(u), p(v)).
iv) ¢ jest operatorem ortogonalnym
Whniosek 9.5.9. Izometrie liniowe zachowujq katy, tzn. jezeli kat pomiedzy wektorami u
i v wynosi «, to kat pomiedzy wektorami p(u) i p(v) rowniez wynosi .
Przyklad 9.5.10. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomorfizm

¢ : R? — R? dany wzorem ¢(z,y) = (—x + y,y) jest izometrig liniowa?

Baza standardowa jest baza ortonormalna, gdy rozwazamy standardowy iloczyn skalarny:.
Wyznaczmy macierz A endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

_(1) 1 ] Sprawdzmy, czy A jest ortogonalna.

a1 )

Zatem ¢ nie jest izometria liniowa.

Otrzymujemy A = [

Uwaga 9.5.11. Jesli rozpatrujemy niestandardowy iloczyn skalarny, baza kanoniczna nie
musi by¢ ortonormalna. Nie zawsze zatem wystarczy bada¢ macierz w bazie kanonicznej. o
\ 20 magiva (Zmd/wuw‘% o gd/tcg\? 00 ¢ > + b/\mbu(/ //ﬁ

Izometrie liniowe przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym

2
. . . . Wl
Jesli v = (vg, vy, v,) jest wektorem w R3, to symbolem v” oznaczamy odpowiadajacy &"0” UV\

Vg - —

mu wektor kolumnowy | v, T uwt NS

v, %K €\ ﬁm Od(/

\
Ao
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¢ : R — R jest linowe, zatem ¢(z) =6z, a € R

¢ jest izometria, zatem |x| = |ax| = |a| - |x| oraz a = +1.

Otrzymujemy dwie izometrie liniowe ¢, = idg, czyli p1(z) = = oraz ¢, takie, ze po(x) =
—r. \ s (G |

n=2
Orientacja plaszczyzny
Jesli obrot osi Ox dookota punktu O o kat 7 doprowadzajacy do pokrycia si¢ jej z osia
Oy odbywa sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to méwimy, ze uktad
jest prawoskretny (zorientowany dodatnio), a jesli zgodnie z ruchem wskazowek zegara,

to lewoskretny. O plaszcezyznie, na ktorej ustalono kierunek dodatni obrotu, méwimy, ze
zostata zorientowana.

¥ A"
x%

uktad prawoskretny uktad lewoskretny

- -
‘ i

X y

Ponizej rozwazamy ptaszczyzne zorientowana dodatnio.

Podejscie algebraiczne
Z zalozenia ¢ : R?> — R? jest linowe, zatem mozemy rozwazy¢ jego macierz w bazie

standardowej A= [ ¢ } € My(R). Wiemy, ze macierz A jest ortogonalna oraz detA =

F\—/ Al | (a\\9>
Z réwnosci Imj > { ] [a +b % /-7
\

a,b_—l=—ed——c
2+b?—1

aoblyd
otrzymujemy uklad rownan { 2 +d*=1

abtcd—0- actbd = @\s)o (o
Punkty (a,b), (¢, d) leza na okregu jednostkowym, zatem istnieje taki kat o, O CX\N&”

ze a = cos «w oraz b = sin a. Wowczas na mocy warunku ortogonalnosci ab+cd = 0 mamy,
. . T . .

ze ¢ = cos( +a) = —sina, d = sin (3 +a) = cosa lub tez ¢ = cos (37 + a) = sina,
d = sin (37 + @) = — cos a. Podsumowujac,

/@ A= [Z?rslz _cs;:;g] - H _2} lub’xA: {Z?EZ _S;I;z] _ H _2}
e K - ot L IR A @ |

O;L X\\OL | %/&\1/07\ &- \s ?A\ N \a ) &3/1 (\617/0
A~ i Y



. oK =/ \ o (1))
s AT
\

/0
1) W pierwszym przypadku detA = a® +b*> = 1. Niech v = (z,y) = (rcosfB,rsing). — | |
Obliczamy ¢(v). |

Y COS (v

Al T ] | cosa —sin o recosf | cosacosff —sinasinf | cos(a + 3)
- | sina -7 - sin(a + )

rsin 3 sin acos 8 + cos asin

Mamy do czynienia z rotacjq (obrotem) o kqt o wokot punktu

(0,0) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (jesli

kat « jest dodatni). Odwzorowanie oznaczamy symbolem R,

lub R(«). -
ST

___Macierzg obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek
zegara (obrotu o kat —a) bedzie

AleT:{ cos sina]

—sina  cos o

Zauwazmy jeszcze, ze det(A—tI) = (a—t)?+b* i Spec(A) = @.
Macierz A nie jest diagonalizowalna. Ponadto rotacja nie zmienia orientacji uktadu
wspotrzednych.

Uwaga 9.5.12. W naszych rozwazaniach przyjeliSmy prawoskretny uktad wspotrzednych

i obracalismy wektor (przeciwnie do ruchu wskazowek zegara). Gdyby$my zmienili uktad
na lewoskretny, ruch odbywatby sie w przeciwnym kierunku. Alternatywne podejscie
uzywa obrotu osi uktadu wspotrzednych. Wowcezas wyliczona macierz obrotu reprezentuje
obrot osi o ten sam Kkat ale w przeciwnym kierunku (zgodnie ze wskazowkami zegara).

ot 44
. . , A ﬁlv\&'
Punkt (wektor) zmienia swoje Punkt (wektor) sa nieruchome. oY
L SR (+oN 0
potozenie. Zmieniaja sie jego Obracamy uktad wspotrzednychy o 2
wspolrzedne w uktadzie wspotrzednych.  tzn. dokonujemy zmiany bazy. W nowe; " o dan
bazie punkt ma nowe wspotrzedne. o(ﬂf@‘/\

Wspolrzedne punktu P’ w “starej bazie” (rysunek po lewej) sa takie same, jak wspotrzedne
punktu P w “nowej bazie” (rysunek po prawej).
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Podejscie geometryczne

Obrotem uktadu wspotrzednych o kat a nazywamy obrot bez zmiany poczatku uktadu
oraz bez zmiany jednostek miary wzdtuz wszystkich osi.

Vi=(X1,Y1)

\ B3

isina

A £

o(v1) = (21 cos @ — y; sin o, 1 sin « + y; cos a)

Przyklad 9.5.13. Lw“b oy 4 X\,Vj\& > KA \ \3*

10 x T '
0 1 } [ y } = [ y } identycznosé, tj. rotacja o kat miary 0

o = T _ N
(1) 0 ] i ] = [ i ] rotacja o kat miary [
[ -1 0] [ N ] = [ - ] rotacja o kat miary . JW{C
0 1] ly | [ v
_(1) (1) ] 5 ] = [ _Z ] rotacja o kat miary %7‘(
1 V3
Przyktad 9.5.14. Dana jest macierz A = L% _f € My(R).
2 2

Obliczajac wyznacznik detA = 1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje rotacje.
Zmajdziemy kat obrotu.

Poniewaz cosa = —%, zatem o ma miare %W lub %W. Ponadto sin %W = \/75, zas sin %W =

—‘/75. Zatem jest to obrot w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara o kat 3 ;b (
lub (réwnowaznie) obrét w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara o kat %{T 5
|

B

—

J
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4 >\\r\'5’\ X Jﬁ
0o oy \/
N = L ﬂ)L\ Cﬂo Y (/1/ .

\
_ \ W)
Przyktad 9.5.15. Wyznaczymy réwnanie prostej [’ powstale] przez obrot prostej [ o R 7\é\x
rownaniu y = mx, m € R o kat 7. 1Y

Obliczamy 2’ = xcos § —ysin § = g(x—y), y =xsinf +ycos ] = ﬁ (z +y). Dodajac

i odejmujgc rownania stronami, obliczamy x = —(x +y),y =% (=2"+y ) Wstawiajgc
do réwnania y = ma, otrzymujemy —z’ +y' = m(z’ +v/). Zatem (I—=m)y =1+ m)x

Rownaniem prostej obroconej jest (m + 1)z + (m — 1)y = 0.

T~ T N — T —————

2) W drugim przypadku detA = —1. Obliczamy

a—t b

det(A —tI) = b o—at

‘:—(a—t)(a+t)—b2:tz—aQ—b2:t2—1.

Zatem Spec(A) = {—1,1} i macierz A jest diagonalizowalna. W bazie wektoréow wlasnych

(1) _(1) ] Niech v = (z,y). Obliczamy wspoltrzedne

(v) w bazie wektorow wlasnych. \3

JHE IR

Mamy do czynienia z symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem prostej y = 0. A =
P~1DP, gdzie P to macierz przejicia do bazy wektoréow wtasnych. Zmiana bazy oznacza
zmiane uktadu wspotrzednych z zachowaniem poczatku uktadu wspotrzednych (bo przeksztatcenie

macierz operatora ¢ jest postaci D = [

\
%
&
\_/

jest liniowe). Zatem A [ z } jest symetria ortogonalna wzgledem pewnej prostej przechodzacej
| fon L - (\ﬂ ZR L

przez punkt (0,0). Jaka to prosta? ~
b %‘ a //%6
Podejscie algebraiczne xS P

Przypusémy, ze [ jest prostg o réwnaniu y = tgf - x. Aby znalezé odbicie wektora v
wzgledem [ poshuzymy sie inng baza ortonormalng. Pierwszy wektor bazowy b; bedzie
wersorem lezacym na prostej [, a drugi by bedzie wersorem do niego prostopadtym. Zatem
by = (cos 3,sin ), by = (—sin 3, cos [3). Istnieja skalary c1, co € R takie, ze v = ¢1by 4 cbs.
Obliczamy

M

o = [ C(?Sﬂ ] +o [ —sin/B] _ |:01C‘OSB—CQSiHﬁ:| _ [cgébﬁ —sinﬂ] {2}

sin 8 cos 3 c18in 8+ ¢ cos 5 sinf3  cosf3
Podobnie obliczamy ¢(v) = ¢1by — cabs. A
W) = ¢ cos 3 I sin (3 _ | cicos B+ cosin _ | cos 6] sin 3 1
Y Y sinp 2 cos 3 c18in 8 — cycos 3 sinf —cospf Co
Stad ~o b
()T = cos 3 sin (3 cosff —sinf o
v - | sinf8 —cosf sinf3  cosf3 a

| cosp sin 3 cos 3 sin 3 | cos2p sin 23
| sinf8 —cosf —sinf cosf | sin28 —cos283

N m
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Czyli « = 28 i macierz .
sinae —cos«

reprezentuje odbicie wzgledem prostej o réwnaniu
y=1tgg - x.

CcoS (v sin o ]

Podejscie geometryczne -;;(
AY AY
y=tgp-x |
°p T S
P
el M\: ) Bl .
X p’ X
AY AY
B P y=tgB-
o . -._X.‘tgﬁ
w”‘_7'7:;,:_—'_",'.-" P” “‘__-“'-‘é
-B‘ (/ﬂ: -1, 2 0 = P - Ly
N pr X X on ~
Todwi g /A/O(wg ~ = B/ 1y
AP -
1o A

1) Obracamy punkt o kat —f. .
;‘ Sn O 5) [cosﬂ —sinﬁ}_lz [ cosf sinl%?/><

‘t\ do Cov M. ¢ \ sinf8 cosf3 | —sinf cosf | U
: . : T 1 0]~
2) Dokonujemy odbicia wzgledem prostej y = 0. ﬁ( 0 —1 - (/( 1

3) Obracamy punkt o kat +. | Z?Eg —sgég \{ .
cos 3 —sinf 1 0 ) _
:| |: B \le %l‘o k‘?

cosf3 sinf
sinf8  cosf 0 —1

—sinf cospf
cos 2/ sin 23
sin28 —cos2f

4) Otrzymujemy [
| cosf sin 3 cosf sinf

_{sinﬁ —COSﬁ:| {—sinﬁ cosﬁ}:[

Whiosek 9.5.16. Izometria liniowa plaszczyzny jest rotacja (obrotem) wokol punktu
(0,0) o pewien kat lub symetrig ortogonalng (odbiciem) wzgledem pewnej prostej przechodzacej
przez poczatek uktadu wspotrzednych.
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2 0 —1 0 —1 -
Gy U . xz _ Yy
%\ { _q 0 ] Otrzymujemy { _q 0 ] [ y ] [ ey

"

Przyklad 9.5.17. Macierzg symetrii ortogonalnej wzgledem prostej y = —x jest macierz

y=x

Przyklad 9.5.18. Wyznaczymy macierz izometrii liniowe]j ptaszczyzny bedacej symetria
ortogonalng wzgledem prostej y = 2.

METODA I: Jesli tgB = 2, to wowczas sin f = \/lg, cosff = \/ig Obliczamy

sin2f3 = 2sin fcos f = % oraz cos 23 = cos? B — sin’? B = —g. Otrzymujemy

. 3 | v?'
=z 2211 R

[SAE[JV SN

METODA II: Niech F' oznacza poszukiwang macierz, zas Fy macierz odbicia wzgledem

prostej y = 0. Wowczas F' = R(B)FyR(—f). Poniewaz sin § = %, cos B = \%, zatem

S

27711 ¢ 1 2 12 [ 2 34
SR a4 k| Eatd B b
V5 V5 V5 Vb V5 V5 V5 V5 5 5

Uwaga 9.5.19. Sktadaniu odwzorowari odpowiada mnozenie reprezentujacych ich macierzy
w pewnej ustalonej bazie. Geometrycznie oznacza to, ze uktad wspotrzednych jest nieruchomy;,
a obrotowi/odbiciu podlegaja wektory.

2 ) » A
3 _4 W) G100 5 o (ogen”
Przyktad 9.5.20. Dana jest macierz A = [ i3 ] € My(R). A /P\/\ - = A \
5 5 / b
Obliczajac wyznacznik detA = —1, wnioskujemy, ze macierz ta reprezentuje odbicie. MW ode A\
Znajdziemy o$ symetrii. Qv <\¢\ Myt\

=N
Punkty na osi symetrii nie zmieniaja swego potozenia w wyniku obicia. Sa to punkty

(x,y) spelniajace rownanie [

? /

. , , 3r+4y = —dx ) ‘
Otrzymujemy uktad réwnan { dp+3y = By A M
Zatem prosta y = —2x jest osig symetrii. A T

Uwaga 9.5.21. Symetria ortogonalna ¢ jest inwolucjg, tzn. spelnia warunek ¢ o ¢ = id.
Rownowaznie, jesli A jest macierza odbicia ¢, to wowczas A% = I lub inaczej A1 = A.
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Twierdzenie 9.5.22. Dla dowolnegon € N macier przestrzeni R" jest macierza

ortogonalng o wyznaczniku rownym 1. T odwrotnie, jesli macierz A € M, (R) jest macierza

‘ortogonalng o wyznaczniku rownym 1, to A jest macierza obrotu.

Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczna korespondencja pomiedzy obrotami a macierzami

ortogonalnymi o wyznaczniku rownym 1.

Twierdzenie 9.5.23. Dla ustalonego n € N zbiér macierzy ortogonalnych stopnia n
o wyznaczniku réwnym 1 wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe
te nazywamy specjal%g grupg ortogonalng lub grupg obrotow wtasSciwych i oznaczamy

symbolem SO(n). = D 6/@ <m> C Ak A ;1&

Whniosek 9.5.24. Zlozenie rotacji jest rotacja. Ponadto odwzorowanie odwrotne do
rotacji jest rotacja.

Twierdzenie 9.5.25.
i) Grupa SO(2) jest abelowa.

ii) Dla n > 3 grupy SO(n) sa nieprzemienne.

0 -1 0 001 A AL
Przyktad 9.5.26. Niech A= 1 0 0 |,B= 01 0]. -
0 01 100 ) oy
Poniewaz detA = detB = 1, sg to macierze obrotéw. Mamy
—

0 -1 0 0 0 1

AB = 0O 0 1|#BA=1|100

-1 00 010

Uwaga 9.5.27. Sktadaniu odwzorowan odpowiada mnozenie reprezentujacych je macierzy
(w pewnej ustalonej bazie). Oznacza to, ze osie obrotu traktujemy jako niezmienne, z gory
zadane. Przykladowo, jesli p, v € End(R?) to odpowiednio rotacja o kat v wokot prostej [
i rotacja o kat a wokol prostej k, zas A, B € SO(3) to reprezentujace je macierze (w bazie
kanonicznej B}), to wowczas AB reprezentuje zlozenie ¢ otp. Dany punkt Py = (g, Yo, 20)
zostanie najpierw obrécony wokol osi k. Otrzymamy punkt Pj. Kolejno P zostanie
obrocony wokot osi [ (I nie zostata obrocona, pozostaje niezmienna). Otrzymamy punkt
To
P}. Mnozac AB | yo | wyznaczymy wspolrzedne punktu Py w bazie Bj.
<0
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Orientacja rzeczywistej przestrzeni wektorowej

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowsg przestrzenia euklidesowa. Niech B, B’ to dwie rézne
uporzadkowane bazy przestrzeni V. Kazda baza wyznacza orientacje przestrzeni V. Niech
P = Pg_.p. Bazy B, B wyznaczaja te samq orientacje lub sa zgodnie zorientowane, jesli
detP > 0. Gdy detP < 0, bazy sa przeciwnie zorientowane.

Wtlasnosé posiadania tej samej orientacji jest relacja réwnowaznosci w zbiorze repreréw
bazowych przestrzeni V. Istnieja doktadnie dwie klasy abstrakcji. Mowimy o orientacji
dodatniej i ujemnej. Wybor orientacji polega na wyborze repera bazowego (jego klasy
abstrakcji). Przyjmujemy, ze baza kanoniczna R™ jest zorientowana dodatnio.

Definicja 9.5.28. Niech V' bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia euklidesowa. Mowimy,
ze automorfizm ¢ € Aut(V') zachowugje orientacje, jesli dla dowolnej bazy (by, bs, ..., by,)
przestrzeni V' zorientowanej dodatnio (ujemnie), baza (o(by), p(ba), ..., p(b,)) roéwniez
jest zorientowana dodatnio (ujemnie). W przeciwnym wypadku méwimy, ze ¢ odwraca
orientacje.

Oznacza to w szczegdlnosci, ze w R? i R? uktady prawoskretne przechodza na uklady
prawoskretne. Latwo zauwazy¢, ze ¢ zachowuje orientacje (odwraca orientacje) wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz odwzorowania ¢ ma dodatni (ujemny) wyznacznik.

Twierdzenie 9.5.29. Niech (V] (.,.)) bedzie przestrzenia euklidesowa n wymiarowa. Dla
kazdego operatora ortogonalnego ¢ € End(V') istnieje taka baza ortonormalna przestrzeni
V', w ktorej macierz operatora jest macierza blokowo-diagonalna postaci

cosqq —sinog
sin o COS Qi1

cosqa, —sina, , k+l+2r=n.
sin o, COS

_[l
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Rotacje Givensa

Macierz ortogonalna postaci

i k;
F 1 -
C S
1
j:)ij = )
—S C
1
- 1 -l

gdzie ¢* + s* = 1 reprezentuje rotacje w plaszezyznie Ox;z; w R™. Rotacje te nazywamy
rotacjami Givensa.

_ " _
T Ccx; + ST; w;
Py = :
Tn —sx; +cr; | Wi
Tn

Jesli 22 + $§ = 0, to przyjmujac ¢ = \/xﬁ;x” s = \/;;J'HQ_, otrzymujemy
7 J 1 J

_ . -
i) x? + 333

Pij : = : :
Ln 0 £ w

Zatem poprzez obrot w plaszczyznie mozemy wyzerowaé wybrane wspotrzedne.

R

Whiosek 9.5.30. Dla dowolnego wektora 2z € R™ i dla dowolnego i € {1,2,...,n} istnieje
macierz P € O(n) taka, ze PxT = ||z|le], gdzie P = Py, P,y 1... Piiy1Pii1... PPy

Przyklad 9.5.31 (Konstruowanie bazy ortonormalnej zawierajacej dany wersor).
Wykorzystujac rotacje Givensa, skonstruujemy baze ortonormalng przestrzeni R?, zawierajaca
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Wersor r = \/Lg(l, 1,1).

— Z2 1
1 +x§ \/x% +x§ \/§

Obliczamy —=1 oraz Pox! =

1
V3
Niech w = (wy,we,w3) = %(\/5,0,1). Wowezas

s 2 ) ] A

roa | VY 3/
Pi3Prax” = 73 Q\\ 1

V3 /3

_ T pT T

5o
Kolumny macierzy P? = \% \/LE 0
0 0 1

n=3

Whiosek 9.5.32. Dla kazdego operatora ortogonalnego ¢ € End(R?) istnieje taka baza

: . . : . 1A 0
ortonormalna przestrzeni R3, w ktoérej macierz operatora jest macierza postaci [ 0 +1 } ,

gdzie A jest reprezentacja macierzows izometrii liniowej plaszezyzny R2.

A 0

Niech B = (b1, b2, b3) bedzie baza ortonormalng taka, ze M, (B, B) = [ 0 41

]. Mozliwe
sa nastepujace przypadki.
i) Jesli o(bs) = b3, zas A jest macierza rotacji, wowczas ¢ jest obrotem wokdt osi Obs.
ii) Jesli p(bs) = bs, zas A jest macierza odbicia wzgledem prostej [ lezacej w plaszczyznie
Ob1by, woOwczas ¢ jest odbiciem wzgledem plaszczyzny zawierajacej bs i prosta (.

-1 0 0
W szczegolnosci, gdy by lezy na prostej | wowczas M, (B, B) = 010 ]|ig
0 01
jest odbiciem wzgledem ptaszczyzny Obybs.

iii) Jesli p(b3) = —bs, za$ A jest macierza rotacji na plaszczyznie Obyby, wowczas @ jest
tozeniem obrotu wokdt osi Obs i odbicia wzgledem plaszczyzny prostopadte; do osi
Obs.

iv) Jesli p(b3) = —bs, zas A jest macierza odbicia, wowczas mozna tak dobra¢ baze, by

-1 00
macierz odwzorowania ¢ miata postac 0 —1 0 [. Wowczas ¢ jest obrotem o
0 01

kat ™ wokdt osi Obs.
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