Elzbieta Adamus Metody algebry liniowej w fizyce
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 10
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ....ooooeeeeniiinnnnns

TEMAT: Przestrzenie unitarne

10.1 Definicja przestrzeni unitarnej i podstawowe wlasnosci
Niech V' = (V,+,C, ) bedzie przestrzenia liniowa. Dla dowolnego « € C, jesi o = z + iy,
x,y, € R, to wowczas @ = x — 1.

Definicja 10.1.1. Funkcje s : V' x V' — C nazywamy iloczynem skalarnym (iloczynem
hermitowskim ), jezeli spelnia ona nastepujace warunki:

i) Yu,v,w eV VYo, €R  s(au+ fv,w) = as(u,w) + Bs(v,w),
ii) Yu,v e V. s(u,v) = s(v,u),
i) VoeV s(v,u) >0 A s(v,v) =0 v=0y.

Pare (V, s) nazywamy wowczas przestrzeniq unitarng. Zamiast s(u, v) bedziemy rowniez
pisa¢ (u,v).

Uwaga 10.1.2. i) Yo € V s(v,v) € R, zatem warunek s(v,v) > 0 ma sens.

ii) Kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenig unitarna.

Twierdzenie 10.1.3. Niech (V) s) bedzie przestrzenia unitarna. Wowczas
i) Vu,v,w eV s(u,v+w)=s(u,v) + s(u,w),
i) Vu,v e V. Ya e C s(u,av) = as(u,v),

i) Vo e V' s(v,0y) =0 = s(0y,v),

Przyklad 10.1.4. Ponizsze funkcje sg iloczynami skalarnymi.

1) Standardowym iloczynem skalarnym w C™ nazywamy s : C" x C" — C taka, ze
Vu=(1,...,20),0 = (Y1, .., Yn) €C" s(u,v) =D & = T1J1 + ... + TnTn.
2) Niech [? bedzie zbiorem ciggéw (2;)ien liczb zespolonych takich, ze ciag a,, = > ., 22

i=1%i
jest zbiezny. Granice ciagu (ay,)nen Oznaczamy symbolem > :°, z2. [? jest przestrzenig
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wektorowa ze zwyktymi dziataniami dodawania ciggéw po wspodtrzednych i mnozenia przez
liczbe. Definiujemy iloczyn hermitowski

00
<(Zi)ieNa wz ZEN Z

3) Niech C([a,b],C) = {f : [a,b] — C| f—ciagla}. Jest to przestrzeni wektorowa nad
cialem C, tj. zespolona przestrzen wektorowa. Jej elementami sa funkcje postaci f(t) =
u(t) + w(t), gdzie u,v € C([a,b],R). Na przyktad f(t) =t +it?, t € [-1,1]. Definiujemy

iloczyn hermitowski
b
(o) = [ s

4) Zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzeni macierzy M, (C). Niech A, B € M, (C),

A = lai), B = [by]. §
= Z aijE‘j = tI‘(AT E)
ij=1
Definicja 10.1.5. Macierz sprzezona do macierzy A = [a;] € My, (C) nazywamy
macierz B = [b;;] € M,,x,(C), ktorej kazdy element jest liczbg sprzgzong do odpowiadajacego
mu elementu macierzy A, tj. b;; = @;;. Oznaczamy ja symbolem A.

141 2 0 B 1—1 2 0
Przyktad 10.1.6. Niech A = -3 T7—=5i 1 |. Woéwczas A = -3 T+ —
—1—47 1427 1 -1+ 1—2 1

Twierdzenie 10.1.7.
i) A,B€ Myx,(C) = A+ B=A+B

5N

A€ Myun(ClaeC = a-A=a-

Aemen((C)ABeMnxp(C) — A-B=A-B

iii

A%

ii)
i)
iv) A A-1 dla macierzy odwracalnej A
) A€ Myyn(R) = A=A
vi)

detA = detA dla A € M,(C)

Wiele stwierdzen jest analogicznych jak w przypadku przestrzeni euklidesowych.
Mozna udowodni¢, ze jesli (V,(.,.)) jest przestrzenia unitarna, to odwzorowanie
[|.|| : V — Rdane wzorem Vv € V' ||v|| = y/(v,v), jest norma w przestrzeni V. Zachodzi
rowniez nieréwnosé Schwarza Yu,v € V- {u,v) < ||ul| - ||v]].

Przyktad 10.1.8. Rozwazamy w C? standardowy iloczyn skalarny. Dla danego wektora

(p,q,r) € C3 mamy ||(p,q,7)|| = V/PD + q@ + 7 = /|p|® + |¢|? + |r[2>. Obliczymy norme
wektora u = (3,44,0) € C3.

’|(3_i74i70)’| = \/(S_Z)(3+l) — 1672 = m: \/%
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Wektory w,v nazywamy ortogonalnyms, jesli ich iloczyn skalarny jest rowny zero.
Piszemy wowczas u L v. Uktad wektorow {vy,...v,} C V nazywamy uktadem ortogonalnym,
jezeli Vi, j € {1,2,...,n} 1 # j = (v;,v;) = 0. Uklad wektoréw nazywamy uktadem
ortonormalnym, jesli jest uktadem ortogonalnym i kazdy wektor jest unormowany, czyli

Vi,j e {1,2,...,n} (v,v;) = { (1) : zii

Kazdy ortonormalny uktad wektoréw jest liniowo niezalezny. Jesli przestrzen wektorowa
jest skoniczenie wymiarowa, to kazdy ortonormalny uktad wektoré6w mozna uzupelnié¢ do
bazy ortonormalne;j.

Jesli B = (by,ba,...,b,) jest bazg ortonormalng przestrzeni unitarnej (V,(.,.)), zas
v,w eV, to wowezas v =y . (v, b;)b; oraz (v,w) = > (v,b;)(b;, w).

Zatem jesli B = (by,ba,...,b,) jest baza przestrzeni unitarnej (V, (.,.)), zas v,w € V,
v = [ou, Qg ), w = (B, Ba, . ., Buls, to wowezas baza B jest ortonormalna wtedy i
tylko wtedy gdy (u,w) = 1By + afa ... + By

10.2 Macierze hermitowskie i unitarne

Definicja 10.2.1. Sprzezeniem hermitowskim macierzy A = [a;;] € My, (C) nazywamy
macierz B = [b;;] € M,x,(C) taka, ze B = ZT, b;; = @j;. Oznaczamy ja symbolem A*.
Stosuje sie rowniez oznaczenia AY, Af.

141 2 0

Przyktad 10.2.2. Niech A = s s

. Wowcezas A* = 2 7+ 51

Twierdzenie 10.2.3. Niech A, B € M,,,4,(C),C € M,«(C), o € C. Wowezas
i) (A+ B)*= A"+ B*

)
i) (AC)* = C*A*
ii) (aA)* = @A*
)
)
)

s

)=

esli n = m, to detA* = detA oraz trA* = trA.

iv) (
v) J
vi) Jesli n = m oraz a € Spec(A), to @ € Spec(A*).

Definicja 10.2.4. Macierz kwadratowa A nazywamy macierzg
i) hermitowskq, jesli A = A*,

ii) antyhermitowskq, jesli A = —A*,
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iii) normalng, jesli AA* = A*A,
iv) unitarng, jesli AA* = A*A = I lub réownowaznie A~! = A*.
Uwaga 10.2.5. i) Kazda macierz rzeczywista symetryczna (traktowana jako macierz

nad cialem C) jest hermitowska, a kazda macierz rzeczywista antysymetryczna
(traktowana jako macierz nad ciatem C) jest antyhermitowska.

ii) Macierz rzeczywista ortogonalna (traktowana jako macierz nad ciatem C) jest macierza
unitarng.

iii) Macierze hermitowskie, antyhermitowskie, unitarne sa macierzami normalnymi.
iv) Kazda macierz zespolona kwadratowa mozna zapisaé jako sume macierzy hermitowskiej
i macierzy antyhermitowskie;j.
Przyktad 10.2.6.

| 1= . . a2 _ 3 3-3i|
A_[1+z' 2 }’A_A’AA _A_[3+3z' 6 ]_3A

Macierz jest hermitowska (a zatem normalna), ale nie unitarna.

1 4 1 —
_ 1 * 1 *
I I L

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ale jest unitarna (a zatem normalna).

O = cosa  isina
—isina  —cosa
Macierz jest hermitowska i unitarna (a zatem normalna).

1 i) . [ 1 -2 L [ 2
S Rl Bl e Y

Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani normalna, ani unitarna.

],aeR,CZC*,CC*ZI

110 1 01 211
E=|011|,Er=E"=|110|,EEf=FEFE=|1 2 1

1 01 011 11 2
Macierz nie jest hermitowska, ani antyhermitowska, ani unitarna, ale jest normalna.

Twierdzenie 10.2.7. Jesli macierz A € M, (C) jest unitarna, to wowczas |detA| = 1.

Wyznacznik macierzy unitarnej to liczba zespolona o module rownym 1, tj. lezaca na
okregu jednostkowym. W szczegdlnosci oznacza to, ze macierze unitarne sa nieosobliwe.

Twierdzenie 10.2.8. i) Zbior macierzy unitarnych stopnia n wraz z dzialaniem mnozenia
macierzy jest grupa. Nazywamy ja grupg unitarng i oznaczamy symbolem U(n).
Macierze te reprezentuja izometrie liniowe przestrzeni V.
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ii) Zbior macierzy unitarnych stopnia n o wyznaczniku réwnym 1 wraz z dzialaniem
mnozenia macierzy tworzy grupe. Grupe te nazywamy specjalng grupq unitarnych
i oznaczamy symbolem SU(n).

iii) Niech B, B’ beda dwiema bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej (V, (., .)).
Macierz przejécia P = Pg_.p jest macierzg unitarna. I odwrotnie, dowolna macierz
unitarna jest macierza przejscia miedzy dwiema bazami ortonormalnymi.

10.3 Unitarna diagonalizacja macierzy hermitowskich

Twierdzenie 10.3.1. i) Wartosci wlasne macierzy hermitowskiej (lub rzeczywistej
symetrycznej) sa liczbami rzeczywistymi.

ii) Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym macierzy hermitowskie;
(lub rzeczywistej symetrycznej) sa wzajemnie ortogonalne.

ii) Kazdej wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej k macierzy hermitowskiej (lub
rzeczywistej symetrycznej) odpowiada k liniowo niezaleznych wektorow wlasnych.

Twierdzenie 10.3.2 (Twierdzenie spektralne dla macierzy hermitowskich). Dla kazdej
macierzy hermitowskiej A € M,,(C) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz macierz
unitarna P € U(n) takie, ze

PT'AP = P*AP = D.

Oznacza to, ze dla danego operatora liniowego ¢ € End(V') (reprezentowanego przez
macierz A) istnieje baza ortonormalna przestrzeni (V,(.,.)), w ktoérej macierz operatora
¢ jest diagonalna (i elementy na diagonali sg liczbami rzeczywistymi). Mowimy wowczas,
ze macierz A jest unitarnie diagonalizowalna.

Wnhniosek 10.3.3 (Twierdzenie spektralne dla rzeczywistej macierzy symetrycznej). Dla
kazdej macierzy symetrycznej A € M, (R) istnieje macierz diagonalna D € M, (R) oraz
macierz ortogonalna P € O(n) takie, ze

P'AP = PTAP = D.
Mowimy wowcezas, ze macierz A jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Diagonalizacja macierzy za pomoca macierzy unitarnych:

1) Znajdujemy wartosci wtasne i odpowiadajace im wektory wtasne.

2) Normalizujemy wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym o krotnosci

algebraicznej rownej 1.

3) Wektory wlasne odpowiadajace wartosci wlasnej o krotnosci algebraicznej wiekszej
niz 1 dobieramy w taki sposob, by byly ortogonalne i nastepnie normalizujemy.
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5 2 —1
Przyklad 10.3.4. Macierz A = 2 2 2 ] € M;3(R) jest symetryczna, a zatem
-1 2 5

(A —tI) = —t(t — 6)%

ortogonalnie diagonalizowalna. Obliczamy x ()
Spec(A) = {\ =0, \y =6}, przy czym k; = 1, ky =

x 5 2 —1 x 0 3 0 =3 x 0
A-MD|yl=] 22 2|]|yl=]0lel| 22 2|yl=]0
z -1 2 5 z 0 -3 0 3 z 0
=
Stad { Tyt = 0 Zatem Ey = {(z, —2z,x),x € R}.
Wybieramy wektor wtasny v = (1, —2,1) i normalizujemy go \%(1 —2,1).
T -1 2 -1 z 0
(A=XD) |y | = 2 -4 2 y|=1]10]|=2x-2y+2=0.
z -1 2 -1 z 0

Zatem Fg = {(2y — 2,v, 2),y, 2z € R}.

Wybieramy wektory wlasne v = (2,1,0),w = (—1,0,1). W R3 rozpatrujemy standardowy
iloczyn skalarny. Oczywiscie (u,v) = 0 oraz (u,w) = 0.

Zauwazmy, ze (v, w) = —2 # 0, zatem v i w nie sa do siebie ortogonalne. Zortogonalizujemy
uklad {v, w} metoda Grama-Schmidta.

Niech ¢; := v. Poszukujemy c; = w + acq, @ € R. Dobierzmy « tak, by (c2,¢1) = 0.
Obliczamy {cy, ¢1) = (w + acy, c1) = (w, cq) + afcr,c1) =(—24+0+0) + (4 +140).

Skad 5o — 2 = 0, czyli a = 2 £ oraz ¢ = w + 511 (— é,;l)
Mamy (c1,ce) = 0. Normujemy wektory ¢; = 2—1' = (% % 0), é = ﬁ—; = %(—%, %, 1)
12 1
Rozwazamy baze (i, ¢1, ¢;). Macierz diagonalizujaca ma posta¢ P = | =75 & 730
1 V5
wo Vo
0 00
Mozna sprawdzi¢, ze PPT = I, zatem P € O(3) oraz P'AP =PTAP= |0 6 0 |.
0 06

Uwaga 10.3.5. i) Dla dowolnej macierzy A € M,(R) i dla dowolnych wektoréow
u,v € V prawdziwa jest rownosé¢ (Aul vT) = (ul', ATvT), gdzie uT,v? oznaczaja
odpowiednie wektory kolumnowe. W przypadku macierzy symetrycznej otrzymujemy

réwnosé postaci (Au®,vT) = (uT, AvT)

ii) Ortogonalna diagonalizacja macierzy symetrycznej moze by¢ widziana jako rotacja
ost uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby bylty one rownolegte do wektorow
wtasnych. Zobacz tutaj.

iii)
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A A
A “‘\ )\?V
: v —_ -
> >
En baza C=(u,v) 1
. U ~
Ex baza B4=(e1,e2) o Y=AX
P=P
B%-C
P-l P 7=Dx1
'=PX
A X=P1X’
€1
D
> A2€2
> — >
A€
Uwaga 10.3.6. i) Wektory wlasne macierzy hermitowskiej na ogot sa zespolone, zatem

unitarna macierz diagonalizujaca jest na ogo6t macierza zespolona.

ii) Rzeczywista macierz symetryczna jest macierza hermitowska, zatem jej wartosci
wlasne sa rzeczywiste. Poniewaz wartosci wlasne i sama macierz sg rzeczywiste,
wiec wektory wlasne mozna wybraé¢ jako rzeczywiste, a w konsekwencji macierz
diagonalizujaca jest rzeczywista macierzg ortogonalna.

iii) Macierze unitarne oraz rzeczywiste macierze ortogonalne mozna zdiagonalizowaé
przy pomocy macierzy unitarnej. Poniewaz wartos$ci wtasne i wektory wlasne sa na
0go6! zespolone, macierz diagonalizujaca jest macierza unitarna, nie zas ortogonalng.

Przyklad 10.3.7. Macierz obrotu jest rzeczywista macierza ortogonalna. W ogolnosci
moze by¢ zdiagonalizowana przez zespolona macierz unitarng.

cosa sina 0

Niech A= | —sina cosa 0 | € M3(C), gdzie a € R ustalone.
0 01
cose—t sina 0
det(A—tl)=| —sina cosa—t 0 |=(1—1t)((cosaw—1)?+sina?) =
0 0 1-1

(1—t)(1 —2tcosa+t})=0 = t=0 V 1-—2tcosa+t>=0
A=4cos’a —4=4i’sin’a, t=cosatisina
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Spec(A) = {\ =1,y = cosa+isina, \3 = cosa — isina}

T cosae —1  sina 0 x 0 1 -
(A-MD) |y | =| —sina cosa—1 0] |y |=]0 ;s{ z(cos o — )+ysu;a:0
; 0 0 0 . 0 —zrsina + (cosa — 1)y =
Jesli cosa = 1, wowcezas sina = 0 oraz A = I (postaé¢ diagonalna).
Zatozmy, ze cosa # 1. Wowcezas sina # 0 oraz y = —%x.
Stad xsina + (Cozlial)zx = sin’ atgfﬁjo‘_l)zx =202y — () = 2 = 0.

W konsekwencji y = 0, za$ z € C dowolne. Wybieramy wektor whasny u = (0,0, 1).

T —isina sina 0 T 0
(A=XI) |y | = | —sina —isina 0 y | =10

z 0 0 1 —cosa—isina z 0
Stad zsina + yisina = 0. Jesli sina = 0, wowczas cosae = +1 oraz A ma postac
diagonalng. Zalézmy, ze sina # 0. Wowcezas y = ix oraz z = 0. Wybieramy wektor
wlasny v = (1,4,0).

x isina sino 0 x 0
(A=X3I) | y | = | —sina isina 0 y| =10

z 0 0 1 —cosa+isina z 0
Stad zsina — yisina = 0. Jesli sina = 0, wowczas cosa = +1 oraz A ma postac
diagonalna. Zatézmy, ze sina # 0. Wowcezas y = —ix oraz z = 0. Wybieramy wektor

wlasny w = (—1,1,0).
Uktad (u,v,w) jest bazq wektorow wtasnych. Normujemy wektory bazowe . = u, 0 =

|Z—‘ = Lv w = |ﬂ = W Zauwazmy, ze uktad {4, 0,w} jest uktadem ortonormalnym.
Istotnle (,0) = ﬁu?)z()oraz (0,0)y=1-(=1)+i-i=—-1+1=0.
01 —1 0 0 V2
Macierz P = 1 0 i | eU(@3),zatem P! = P* = 1 —i 0 | oraz
V2 00 -1 —i 0
0 0 2 cosa  sina 01 —1
D =P AP = % 1 —i 0 —sina cosa 0 ¢ 1| =
-1 —i 0 0 0 V2 00
1 0 0 1 0 0
= |0 cosa—+isina 0 =] 0 e 0
0 0 cos o — i sin a 0 0 e@

Twierdzenie 10.3.8. Macierz jest unitarnie diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest macierza normalna.
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PODSUMOWANIE

Niech K =R lub K =C. Niech V = (V,+, K, ), u = (uy,. ..

V ooraz A = [a;;], U € M,(K)

K=R

JUp) € Vv = (v1,...,0,) €

iloczyn skalarny
(u,v) = w1 + ... + upvy

transponowanie
ATz ag]" = [ayq]

detAT = detA

macierz ortogonalna
Uur =U0TU =1

detU = +1

macierz symetryczna

A= AT

Macierz moze nie mie¢ wartosci wtasnych.

Macierz symetryczna ma
n rzeczywistych wartosci wlasnych.

iloczyn hermitowski
(u,v) = wvq + ... + U, o,

sprzezenie hermitowskie
A ag]" = [agi]

detA* = detA

macierz unitarna
UU*=U*U =1

|detU| =1

macierz hermitowska

A=A

Kazda macierz ma n warto$ci wlasnych
(liczac z krotnosciami).

Macierz hermitowska
ma n rzeczywistych wartosci wtasnych.

10.4 Rownoczesna diagonalizacja pary macierzy

Jesli macierze A, B € M,,(C) sa réwnoczesnie diagonalizowalne, tzn. istnieje P € Gl,,(C)
taka, Ze macierze P~' AP oraz P~ BP sg diagonalne, to wowczas macierze A i B komutujq,
tj. AB = BA. Istotnie, poniewaz macierze diagonalne komutuja, otrzymujemy

AB = (PP YAPP Y)B(PP™') = P(P'AP)(P'BP)P™' = P(P"'BP)(P *AP)P~' = BA.

Twierdzenie 10.4.1. Jezeli macierze hermitowskie (lub unitarne) A, B € M,,(C) komutuja,
to istnieje macierz unitarna P € U(n) oraz macierze diagonalne Dy, Dg € M,(R) takie,

ze PT'AP = D, oraz P"'BP = Dyp .
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1 2 2 3
Sa to rzeczywiste macierze symetryczne, a zatem kazda z nich jest ortogonalnie diagonalizowalna.

Przyklad 10.4.2. Niech A = [ 21 ], B = 3 2

AB = [ é; ; } = BA, wiec istnieje P € O(3) taka, ze macierze P~'AP, P~'BP sa
diagonalne.

Znajdujemy wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy A.

alt) = det(A — tI) = ‘ Ll == st s= - -3)

Spec(A) = {\; = 1, \a = 3} widmo proste

(A—Alf)_‘;_::i }Hﬂ:[g}:mﬂ/:o

Wybieramy wektor wlasny u = (1, —1) i normujemy go @ = %(1 —1).

[z ] -1 1 x 0
<A_)\2I)_y___1 _1}[y}—[0}:>x—y—0
Wybieramy wektor wtasny v = (1,1) i normujemy go 0 = \%(1, 1).
11 1 -1 10
_ 1 1 T _ 1 AP
Stad P = vl ] ] Ponadto P~ = P =71 ] oraz P~"AP = 0 3 ]
Obliczamy P~'BP = { } [ ] [ ] [ ]
Widzimy, ze Spec(B) = {A\ =1, s = 5}

133



