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Macierze i wyznaczniki

Notacja:

I - macierz jednostkowa odpowiedniego stopnia

O - macierz zerowa odpowiedniego wymiaru

M, 5n(K) - zbior macierzy o m wierszach i n kolumnach, o elementach z ciata K
M, (K) - zbér macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z cata K

Jesli nie wskazano inaczej lub nie wynika to z kontekstu, przyjmujemy K = R.

1 Dziatlania na macierzach, podstawowe typy macierzy
Zadanie 1. Zapisz macierz A = |a;;], jesli:

Zadanie 2. Wykonaj podane dziatania na macierzach.
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c) A—3I, gdzie A = 3 0 2
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d) A+ B, gdzie A, B € M,(C —{5_2. 4+2’}’_B[2+i 7 ]
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Zadanie 3. Oblicz iloczyny macierzy A i B (wykonaj te mnozenia, ktore sq mozliwe).
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a)A:{g i) _}] oraz B=1|2 1 -1
31 -1
1
b)A=[1 0 -1 0] oraz B= 2
0
-1



(1 2 3 21
C)A—_34:| oraz B_{456}
14 11— |t .
d) A= 5 0 ] oraz B = [ L nad ciatem C
[ cosa —sina cosf —sinf
e) A= . oraz B=| . ,aeR
| sina COoS (v sin 3 cos 8
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Zadanie 4. a) Nieech A= | > 5 Ll p=|1 o, c=|" 2|
00 2 S 11

Oblicz D = 2AB — CT 4+ 41.

0100
b)NzechA—{g _41,3— 000 1 . Oblicz A® oraz B*,B°, B*.
0000
1 01 210
Zadanie 5. Niech A= |1 1 0 oraz B= |1 3 1 |. Oblicz iloczyny.
1 21 3 1 1

a) AB b) BA ¢)A?* d)B? ) AAT f) BAT 4)ATA h)B'B i) ABT

j)ATB k) BTA 1) BBT

Zadanie 6. a) Czy iloczyn dwdch macierzy niekwadratowych moze byé macierzq kwadratowg?
b) Jakie warunki powinny byé spetnione, aby iloczyn dwdch macierzy byt tego samego wymiaru co
jeden z czynnikow?

c) Jakie warunki powinny byé spetnione, aby iloczyn dwdch macierzy byt tego samego wymiaru co
oba czynniki?

d) Czy w iloczynie OA = O obie macierze zerowe muszq/mogq byc tego samego wymiaru?

e) Podaj przyktad macierzy A i B takich, ze wykonalne sqg oba mnozenia AB i BA oraz AB # BA.

Zadanie 7. Korzystajgc z rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania macierzy, wykonaj dziatania.
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a) | 1 3 41197 9 99 |, b)| 104 98 100 | - | 999 9999 996
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ag 0 0 O by 0 0 O
. . . . o a9 0 0 . 0 b2 0 0
Zadanie 8. a) Oblicz iloczyn AB, gdy: A = 0 0 a3 0 | B = 0 0 by 0
0 0 0 ay 0 0 0 by

1
b) Oblicz C3, gdy C = | 0
0

o NN O
w o O

Zadanie 9. a) Znajdz przyktad dwdch niezerowych macierzy kwadratowych A i B stopnia 2
bedgcych dzielnikami zera, tzn. takich ze AB = O.

b) Jaki warunek muszq spetniaé macierze kwadratowe tego samego stopnia A i B, by prawdziwa
byta réwnosé (A — B)(A+ B) = A*> — B??



Zadanie 10. a) Wyznacz wszystkie macierze A € My(R) takie, ze A? = 1.
b) Wyznacz wszystkie macierze A € My(R) takie, ze A% = O.
¢) Wyznacz wszystkie macierze A € My(R) trdjkatne gorne takie, ze AAT = 1.

Zadanie 11. ZnajdzZ macierze X o elementach rzeczywistych spetniajgce podane rownania macierzowe.

Cawr |10 s 01 o , [11
a) 2X — 3X _{54 XXT=|1 || JX+XT=0 JX’=|

Zadanie 12. Wiedzqc ze (AB)T = BT AT | udowodnij, ze (ABC)T = CTBT AT,
11
o]

10
2X—|—3Y—[O 1}

Zadanie 13. Rozwiqz uktad réwnan macierzowych

Zadanie 14. Macierz kwadratowg A nazywamy macierzq symetryczng, gdy AT = A, zas antysymetryczng
gdy AT = —A.

a) Podaj przyktad macierzy symetrycznej i antysymetryczne;.

; 1 ;} Oblicz CCT,CTC.

¢) Uzasadnij, ze dla dowolnej macierzy A (nie koniecznie kwadratowej) iloczyny AAT oraz AT A
$G macierzami Symetrycznymi.

b) Dana jest macierz C =

2 Wyznaczniki

Zadanie 15. Oblicz wyznaczniki.

0 2 —4‘ b)’1—\/§ V5 =2 ) cosa + isina 1
5 6 VE+2 14+V2 1 Ccos v — ¢ sin «
k1 2 1 0 2 1447 4—1 1
d |2 k* 0 e)|3 -1 0 f)l2+i 4—3i 3—i
1 0 2 1 2 3 ) 2—21 1—1
1 z 22
g)| 2 1 =z ,gdyz:—%—i-i\/?g
z 221

Zadanie 16. Korzystajgc z twierdzenia Laplace’a oblicz wyznaczniki.

511 1 1 -1 2 0 1 4 32 0 1 0101

04 2 9 0 1 0 -3 2 -3 5 0 -1 20200

a) b) ¢Jj-1 1 20 3| d|2 1301
0030 3 2 =2 4

000 2 5 3 1 1 0 3 40 1 32000

-5 0 -1 0 2 11041

e)|sinx 0 sinz
ctgr sinx 0




Zadanie 17. Oblicz, wykorzystujgc wtasnosci wyznacznikow.

783 776 191 91 log2 log3 cos’x sin’x 19959
9| 897 889 ’ b)‘ 151 72 ' )| log 4 logQ) YD) gn?y costz | ¢ 1 97 6l
1 96 63
2 36 2 0 4 142 4T 2
pl=1 920, ¢gl=1 22| w| 357 i|-1 30
2 -3 4 2 4 3 421 1 -5 8
y o 15 o 110 100 1000 10000 100000
T 0,1 2 30 400 5000 60000
G2 4 taal |0 01 3 60 1000 15000
I 0 0 0,1 4 100 2000
L 0 0 0 01 5 150
0o 0 0 o0 01 6

Zadanie 18. SprowadZ macierze do postaci trajkgtne; gornej i oblicz ich wyznaczniki.

> e Lo g 2 160
a) A= -1 L 2 b) B=|4 4 6 c) C =
2 —34 789 -2 10T
3 2 20
[ 1 2 3 . n | (1 n n n |
—1 0 3 . n n 2 n n
_—1 -2 =3 O_ | nonon n
_bl Q12 Aa13 aln-
by by ass Q2p,
f)F: b by b3 ... as,
_b1 by bs ... bn_

Zadanie 19. a) Niech A, B,C € My(R) bedq takie, ze detA = 128, detB = 4,detC = 2 . Oblicz
det(2BCT) + det[(AB)T - (2C)].

. . a B , 200 2
b) Wiedzgc ze det { v o ] =5, oblicz det { 2y 26 ]

c¢) Niech A bedzie macierzq kwadratowq takg, ze det(2A) = 48, det(3A) = 108. Czy jest
mozliwe, by det(4A) = 967 Czy A moze byé macierzq stopnia 47

d) Oblicz det(AT - 2B), jesli A = [a;;), B = [bi;] sa macierzami stopnia 5 takimi, ze a;; =
t+J oy i=] b J—t ; i+7>2
2 i YTy 0 . itj<2

Zadanie 20. Jak zmieni sie warto$¢ wyznacznika stopnia n, jesl
a) pierwszq kolumne przestawimy na ostatnie miejsce, a pozostate kolumny przesuniemy w lewo



zachowujgc ich porzqdek,
b) zapiszemy wiersze w odwrotnym porzqdku?

Zadanie 21. a) Uzasadnij, ze wyznacznik macierzy antysymetrycznej nieparzystego stopnia jest
TOWNY 2ETU.

b) Jakq warto$é ma wyznacznik, ktérego wiersze z parzystymi indeksami majqg sume réwng sumie
wierszy z nieparzystymi indeksamsi?

Zadanie 22. Rozwiqz rownania z niewiadomqg x € R.

1 2 3 2?2 3 2 x 1 1
a)det | 1 3—2 3 =0 b)det | z -1 1| =0 ¢)det| 1 o 1| =0
1 2 bH5+z 0o 1 4 11 =z
Zadanie 23. a) Nie obliczajac wyznacznika znajdz wszystkie rozwigzania réwnania
1+x 1 11
2 2 2 2] 0
4 6-—x 4 4| 7
6 6 6 x
2 47 8 3 9
b) Nie obliczajgc wyznacznikow | 8 6 3 |, | 2 4 8 | uzasadnij, ze dzielg sie one przez 10.
215 317

Zadanie 24. W dogodny sposob oblicz wyznaczniki:

7T 7 7 7 7 1 2 3 ... n
1 00 47777 -1 0 3 ....n
a)| -1 20| b)|4 4777 -1 -2 0..mn
1 -2 3 4 4 4 77 : : -
44447 -1 -2 =3 ... 0
—t 0 O 0 a
—as ¢ 0 0 0 aip a2 @13 a4 Q15
0 —ag —t ... 0 0 G21 (22 (23 Q24 G25
d) . . .. . . 6) asz; a3z 0 0 0
: : : - : : aq1 Qg2 0 O 0
AR U B E R
a1 A1 n—2 A1p-1 QA1n
20 —b—3 b—a c—b 921 A2 n—2 AaA2p—1 0
f) —a a b g) | as asn—2 0 0
-b—-—3 a+b a+b+ec 0
apy - - - 0 0 0
C1 Co C3 Ch—1 Cpn
Ca Co C3 Cn—1 Cn a1x1 + by asxy + by a1 + by
h) C3 C3 Cs Ch—1 Cp Z*) a1xo + bl aoTo + bz anTo + bn
Cn—1 Cpn—1 Cp—1 Cn—1 Cn QT + bl A% + b2 anTp + bn
Cn, Cp, Cp, Cp  Cp




1 T 0O ... 0 0
1 1 Ty ... 0 0 Qo ai as ... an,
1 1 1 ...0 O ay ap ay ... Qp_1
]) . . coe, : : k) a2 ai apg ... QAp—2
1 1 1 =z
" Ap  An— Qp— e a
1 1 1 1 1 1 1 0

Zadanie 25. Oblicz wyznacznik macierzy A, obliczajac w tym celu (detA)?, jesh

a b c d

—b a d —c

A= —c —d a b
—d c =b a

3 Odwracanie macierzy

Zadanie 26. Czy podane pary macierzy sq¢ do siebie odwrotne.

) 79 -5 9 b) 8 -3 5 6
Y9las|| 4 -7 13 =5 || 13 16
Zadanie 27. Korzystajgc z definicji macierzy odwrotnej, wyznacz A~L.

a)A:{_i’ gleMz(R) b)A:[lzi ;iz]EMQ(C)

Zadanie 28. Wyznacz dopetnienia algebraiczne elementow ays @ as macierzy

2 7 3
5 3

—_ w

Zadanie 29. Postugujgc sie metodg dopetnien algebraicznych, wyznacz A=L.

2 73 1 1 0 1 1 1
W) A=3 9 4| vp)A=]1 0 1| ¢A=|1 1 -1
|15 3| 1 -1 -1 1 -1 1
(1 2 1 : 1+4 @ 1—1
d)A=|3 11 e)A:[(;(;rle _;ZZ} fJA=| i i o0
0 2 3 1 0 4

Zadanie 30. Postugujgc sie algorytmem Gaussa (metodg bezwyznacznikowq), wyznacz A~

. e
a)A:[ } b) A= 1 =10 c)A=12 30 d) A=
-2 -1 21 1 -1 1 0200
-1 010
12 3 4
2 3 1 2
JA=111 1 4
10 -2 —6



Zadanie 31. a) Wiedzqc, ze (AB)™' = B7'A™!, udowodnij, ze (ABC)™' = C~'B~1A~1.
b) Jakie sq mozliwe wartosci det(A), jesli A € M,(R) oraz A> + A~ =07
c¢) Niech A, B € M3(R) takie, ze det(A) =5, det(AB) = 3. Oblicz det(B~1A712AT).

d) Niech macierze A, B,C € My(R) takie, ze detA = 128,detB = 4, detC' = 2 .
Oblicz det(2BCT) oraz det[(A~'B)T(2C)] .

Zadanie 32. Rozwiqgz rownanie macierzowe.

W) X-A=B, gy A— 2:2}32{:;2}

b) A-X =B, gdy A— 46}32[11}

6 9 11
[ 3 -8 -1 -4 1
c)A-X—B,gdyA—__ 51,3—[ 0 3 _1}
1 0 11 01
d)A-(B—i—X)—C,gdyA—{_l 2],B—{1 0},0—{_1 O}
-1 -1 2 3 3 3 4 2
e) A- (X —C)= BT, gdy A= 1 21 ’B:{l 0 1},02 00
0 10 10
(1.0 0 0
f) (AX + )T = (2A)71, gdzie A = 1 1 (1) (1)
(1010
[0 01 -1
. 1 1 0 0
T — — =
g) ( X+ D"A=2A—1, gdzie A 1 00 0
0 -1 1 0
0 2 -1
h)3X'=A"1 gdzieA= 1|3 4 6
0 —5 7
1 11 100
i) X 1=A"'B gdzieA=|1 2 4|,B=10 2 0
1 39 0 0 3
j) AX 1?2 =1X71) gdzie A = 3 2
2 ’ 4 1

1 11 1
k) BIXT +1)"' =2B%AT  gdzie A= |1 2 4 |,B=10
1 39 0

o NN O
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Zadanie 33. Macierz A nazywamy macierzq ortogonalng, jesli AT = A=
cosa —sina

a) Wykaz, ze ortogonalna jest macierz A = | .
sina cosa



b) Jakie wartosci moze przyjmowaé wyznacznik macierzy ortogonalnej?

c¢) Uzasadnij, ze jesli macierze A, B sq ortogonalne, to A™*, AB rowniez sq ortogonalne.

4 Rzad macierzy

Zadanie 34. Korzystajgc z definicji (za pomocg minoréw), okresl rzedy podanych macierzy.

1 3
1 2 2 35 —1
ol 1A 2 gl A2 gl P2 opli22 -3
32 36 312 6 3 9
2 1 10 4 —11
2 6
1010 3
2 1—i 241 0000 O
g | i =3 2+3i )| 2010 1
2—i A—i -2 0000 O
3010 —1

Zadanie 35. Wyznacz rzqd nastepujgcych macierzy w zaleznosci od parametrow a,b € R.

- 1 a -1 2
a)all] b)[1a—1] C){l?)—a—l} D02 -1 a4 5
11 2 1 a 2 a 1 3 1 10 -6 1
(1 2a+5 da*+a a 1 1 4
e) | 2 ba+10 3a®+ 3a f)l1 b 1 3
| 3 6a+15 4a®+2a 1 20 1 4

Zadanie 36. Dobierz warto$¢ parametru a € R tak, by rzqd macierzy A byt najmniejszy.

a 1 a 1 1 -1 1 1
0 a 0 a a 1 a 2
o)A=1101 0 A=11 . 10
a 0 a O a 0 00

Zadanie 37. Korzystajgc z operacji nie zmieniajgcych rzedu, oblicz rzedy podanych macierzy.

(2 1 -1 -1 1 a1 2 2 3 4 5 6 7
a)l_l 1 1 =2 b2 -1 o 5 0)876543
3 3 -3 -3 4 L 10 6 1 12 13 14 15 16 17
4 5 =5 -5 7T 18 17 16 15 14 13
(316 21

2 14 2 2
d) 31313

21 21 4

Zadanie 38. Sprowadzajgc macierze do postaci schodkowej, okresl ich rzedy.



1 2 4
(1 2 3 4 1 1345 7 1111 1 4 5
255 7 2 9531 8 3455 1 2 -2

)|y 68 93 06439 7 100 45 | 9 9 7
35 4 4 2 8 6 5 4 11 50 35 0 2 4
) | -1 4 4]
3 1 2 -1 7
0 1 0 21

)| 3 2 2 18
0 1 1 5 4
| 3 -1 -1 4 2

Zadanie 39. Okresl rzqd macierzy w zaleznosci od parametru p € R.

1 p1 P 1 1 1—0p 2 1 P
a) |3 0 2 b) 2 2 p—1 c) 1 2—p 1 0
| p —p 1  p+2 3 p 1 2 1—p p
[p? 4 4 4 4] 2 2p+1 2p4+1 6p+2
P’ 2 4 4 4 2 dp+1 2p+1 Tp+2
A2 ooy 2 4 4| ¢
pe Zp 3 2 4p+1 P op
P 2p % 2 4 | 4 4p+2 3p+1 10p+2

Zadanie 40. Podaj mozliwe wartosci rzedu macierzy A € Mqys(R), jesli dwa wiersze sktadajg
sie z samych dwdjek, dwa wiersze sktadajq sie z samych czworek oraz ostatniq kolumne mozna
otrzymac dodajgc do siebie pozostate kolumny pommnozone przez pewne state.

5 Struktura algebraiczna zbioréw macierzy

Zadanie 41. Uzasadnij, ze zbior macierzy nieosobliwych stopnia n o elementach z ciata K wraz
z mnozeniem tworzy grupe. Oznaczamy jg symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg liniowq.

Zadanie 42. Ktore z podanych zbiorow macierzy kwadratowych ustalonego stopnia n nad ciatem
K tworzq grupe?

a) zbidr macierzy symetrycznych z dodawaniem

b) zbior macierzy nieosobliwych z dodawaniem

c) zbior Z = {A € M,(K) : detA = p}, p € K stata ustalona, z mnozeniem
d) zbior macierzy diagonalnych z dodawaniem

e) zbidr macierzy diagonalnych z mnozeniem

f) zbior macierzy diagonalnych nieosobliwych z mnozeniem

g) zbior macierzy trdjkgtnych gornych z mnozeniem

h) zbior macierzy trojkatnych gornych z zerami na przekgtnej z mnozeniem
i) zbior macierzy trojkgtnych gornych z zerami na przekgtnej z dodawaniem
J) zbior macierzy ortogonalnych z mnozeniem



Odpowiedzi

2 3 4 3 3 3 3
4 5 6 3 4 4 4 18" 0 1
1. a) 6 7 8 b) | 3 4 5 5 2. a) [7 6 b) 0 1 c)
8§ 9 10 3 4 6 6 - -3 -2
0 11 12 3 4 6 7

Ot O O = W

10 1 |
R [9+2i 8+2i 3+i 5 [ 24 14
332 AT g e){5+57; 2—2’] Dsl 7 —38} 3. ¢
2 1 0 -
10 -1 0
11 4 -2 20 =20 11 12 13
AB_[—lO 0} VAB=1BA=\ 4§ g C)AB:[% 26 27] 4)
-1 0 10
0 2 —1—4 1—14 cos(a+ ) —sin(a+p
AB:[?@' —Qi}’BA:[ 1+ 3 1—2’} e)AB:BA:{Sinéa—i-B)) cosgoz—l—ﬁ;]
0010 0001
118 9 5 | 13 —14 s |0 001 5 (0000
4. G)D_{G—l} b)A_[—S 10}’3_ 0000 B = 0000
0000 0000
5 2 1 3 1 2 2 2 2 5 5 1] 21 2
0 5. a)|3 41 b)| 5 5 2 )2 11 d)| 8 11 4| ¢ |1 2 3
78 3 5 3 4 4 4 2 10 7 2| 2 3 6
2 3 4 33 2] 14 8 4 2 2 4 [ 6 4 2
f) |2 48 g) |35 3 h) 8 11 4 i) |3 4 4 j) |7 5 3 k)
4 4 6 [222_ 4 4 2 48 6 5 21
6 75 5 5 7]
5 5 2 ) |5 11 7 6. a) tak b)) jedna macierz kwadratowa  c¢) obie
2 31 77 11 |
288 294 294
macierze kwadratowe tego samego stopnia d) mogq, nie muszq 7. a) | 770 783 783
671 690 683
300699 300800 300202 ‘“Obl Ob 8 8
b) | 301698 301798 301196 8. a) AB = 0 “%2 b 0 b) O3 =
299700 299802 299209 4303
0 0 0 asby
1 0 0 b
0 -8 0 9. ) AB = BA 10. a) {Z —a}’ gdzie > = 1 —bc b)
| 0 0 27
a b o 10 -1 0 1 0 -1 0
C_a},gdzzea:—bc C)[Ol}’{ 01},[0 _1],{ 0_1} 11. a)
B 1 1
_; :i] b) nie ma takich c)[_g 8:|,b€R d) (1) %},{_(1) :%] 13
53 7
X:[l 1},1/:[2 3] 4. b)CTC=|3 2 4 ,CCT—{g 6] 15. q
01 0 2 74 10 6 14

10



32 b)) -2 )0 d)2AP—2k2—4 )11 f)-2+19% g¢)0 16. a)80 b)
—71  ¢) =516 d) 40 e) sin2z 17. a) 15 b) 11 ¢)0 d)cos2z €) 0 f)

18 g¢) -1 k)-8l 4)168 j) —178 &)1 18. )52 )0 ¢ -8 d)nl
6) (1)”7171! f) bl(bg — alg)(b3 — (123) ot (bn — an_ljn) 19. a) 16512 b) 20 C)
nie, nie  d) 0 20. a) Zostanie pomnozona przez (—1)""'. b) Zostanie pomnozona przez

n(n—1)

(—1)"=z . 21. b)0 22. ag)x=-2WWbr=1 blox=-2Wwbzr=0 ¢
r=-2Wbzr=1 23. a)z €{0,2,6} 24. a)6 b)567 ¢)n! d) (=1)"[t" —
ajay...a,] €)0 f)acla—3) g) (—1)@)(11”@2,”,1 cam B) (D), TR (Crrr — cx)
i) 0 dlan >3, ayxy + by dlan =1, (a1by — aghy)(xe — x1) dlan =2 ) [, (1 —x) k)
(=) (ag + a,)r"2" ! 25. detA =a®+b* + & + d? 26. a) tak b) nie 27. a)

. . 7 5 6
_ 3 _9;,45
11—1[2 5} b){ St ;1“31} 28. Dis=4,Dy=4 29. a) |6 3 3
1 3 —§Z+Z _ZZ_Z 1 —1 _3—
1 1 1 0 11 ~1 4 -1 _
)L 2 -1 -1 )il1 0 -1 d) L 9 -3 =2 e) ;’jg SOSZ
-1 2 -1 1 -1 0 -6 2 5 :
5 11 _
4i —4i —1—i] 5 = 1w I
f) g5 | —4 3+5i 1+ 30. a) & [ 1 3] b) B 3 g9 c)
I ! 3 g
b b -1 6 4
1 1 5
SN R S o R - RS B D S
_ 2 2 2
§ _; (1) VIiv oo 9 1 0 2 1 P16 o 0 1
0 100 4 -1 -5 3| o f 0o 3
3. b)) -1,1 ¢ d)128,1 32. a) X = {? :i} b) nie istnieje  ¢) X =
5 —4 3 10 00 _1 _(1) } ;
_ - - . o
-1 0 -2 0
O 0 6 -3 111 .
X = X=19 12 18| i)x=|2112| kKX=
L =10 - 0 —15 21 I3 8 2
0 0 -1 0 3
1.3 1
2 4 6
E)X=|-2 0 —; 33. b)—1,1
11 _u
4 4 2

3. )2 b1 ¢)1 )2 ¢)1 f)2 ¢3 h2 35 a)2daa+4 1 da
a=4 b)2 dla dowolnego a  ¢) 2 dla dowolnego a d) 3 dlaa # 3,2 dlaa=3 ¢)3 dla
aeR\{0,-1,-2}, 2 dlaae{-1,-3}, 1 dlaa=0 f)3 dla dowolonych a,b € R 36. a)
r(A) =2 dla dowolnego a b)) r(A) =3 dlaa € {-1,0,3} 37. a)2 b)2dlaa=3,3dla
a#3 ¢)2 d)4 38. a)3 b)2 )4 d)3 e)4 39. a)3dla € R\{0,2}, 2 dla
p€{0,2} b)2 dla dowolnegop ¢)3 dla € R\{0},1dlap=0 d)4dla €R\{0,2,3},
3dlap=3,2dlap=2 )3 dla € R\{-1,0}, 2 dlap € {-1,0} 40. 4,3,2,1 42.
grupy: a), c) tzw. specjalna grupa liniowa ozn. SL,(K), d), f), i), j) tzw. grupa ortogonalna
ozn. O,(K)

11



