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Przeksztalcenia liniowe

Notacja:

M,(B,C) macierz odwzorowania liniowego ¢ w bazach BiC
Aut(V)  grupa automorfizmoéw przestrzeni liniowej V'

UWAGA: R" = (R, +, R, -) oraz C" = (C", 4, C, -), chyba ze wyszczegolniono inaczej.

1 Definicja odwzorowania liniowego

Zadanie 1. SprawdZ, czy podane przeksztatcenia sq liniowe.
a) f:R3—=R3, f(x,y,2) = (v +2y,22 + 3y,y — Hx)
b) f:R—R? f(x) = (5x,x +2)
c) f:R* = R? f - symetria wzgledem osi Ox
d) f:R3— R3, f - rzut prostokgtny na plaszczyzne Oxz
e) [ Rala] = Ryfz], Vp € Rafz] f(p)(x) = p"(2)
f) f:C(lab],R) = R, Vg € C([a,b], R) : f(g)(x) = [ glx)da
0) | My(R) = R, YA € Myys(R) f(A) = det(A)
h) f: R =R, VueR? f(u) =uow, gdzie v € R ustalony
i) f:R? = R3 VueR® f(u) =u x v, gdzie v e R ustalony
7) [ R =R, f(u) =|u| dlugosé wektora
k) f:C([0,1], R) = C[0,1], Vg € C([0,1],R) : f(g)(x) = 29(5) dla x € [0,1]

) f:R* = R? f - obrot o kqt 5 w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara
wokot punktu (1,2)

m) f: Ro[z] = Rlz], Vp € Rofa] : f(p)(x) = [y p(t)p'(t)dt

n) f:RY — R?, f((an)n€N> = (a1, as)



o) f:

MQ(R)—HR,f([Z szaﬂz

p) [ R,[z] = Ry[z], f(p)(z) = p(x +1) — p(z)

q) f:Ru[z] = R,[x], f(p)(7) =2 p(x)

Zadanie 2. Odwzorowanie liniowe ¢ jest zadane poprzez ponizsze przyporzgdkowania.

WZOT Q.
a) ¢ :
b) ¢ :
c)p:
d) ¢:

e) p:

R? - R?, o(1,3) = (1,1), 9(3,7) = (5,7)

R® — R3, o(3,4) = (3,5,7), 0(4,5) = (4,7,9)

R3 — R, p(1,1,1) = (1,4,6), ¢(4,5,1) = (0,3,7), p(4,7,4) = (1,4,9)
Ro[z] — Ry[z], p(5z) = 10, p(z + 3) =6, p(2* — z) = 62 — 2

Ro[z] = Ry[z], p: (x> +2) =62+ 10, f(x — 1) =4, f(2z) =8

2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego

Zadanie
a) p: R?

3. Wyznacz jgdro i obraz odwzorowania liniowego .
— R2, rzut prostokgtny na 0§ Ox

Podayj

b) o : R? — R2, obrdt wokdt poczqtku uktadu wspdtrzednych o kqt % w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazowek zegara

c) p:R3
d) o :R3

— R3, symetria wzgledem osi Oy
— R3, rzut prostokagtny na ptaszczyzne Oyz

Zadanie 4. Wyznacz jgdro i obraz odwzorowania lintowego ¢, wskaz ich bazy i okresl wymaiary.
Czy ¢ jesy monomorfizmem / epimorfizmem?

a) ¢
b)
¢)p:
d) ¢
e) o
fe:

g) e

h) ¢ :

R? — R?, o(z,y) = (22 — y, 3y — 62)

R -5 RY, o(r,y,2)=r—y—z,0+y+4z,20 +y+ 5z, —x — 2)
R* - R3, o(z,y,2,t) = (x+22+t, 20 +y— 32 —5t,x —y + 2z + 4t)
Rolr] = Rola], (p)(z) = (a2 + 22) - p(~2), « € R

R? — Rslx], ¢(a,b) = az® + ax +a

R? — R?, o(z,y,2) = (x — 3y + 2z, —2x + 6y — 42)

R* - R3, o(z,y,2,t) = (x+2y +2z—t,x + 22 +t,20 +y + 3t)

My o(R) = R, p(A) =tr(A), tzn. gp( [ CCL Z } > =a+d



z’)gp:ngg(R)—)Rz[:ﬁ],gp<{c€L Z]>:d$2+c+b+a

7) ¢ : R — R* odwzorowanie zerowe, tzn. ¥(x,y,2) € R® p(x,y,2) = 0= (0,0,0,0)

Zadanie 5. Podaj wymiar przestrzeni Ker(y) dla odwzorowania liniowego .

a) p: RS = RS rank(p) =5 b)¢: R — R? epimorfizm

c) ¢V — W i macierzq ¢ pewnych bazach przestrzeni V,W jest

© o
N O

1
1
3

I N
~N = W

Zadanie 6. Czy odwzorowanie liniowe ¢ : R" — Rk > 0 moze byc¢ epimorfizmem?

Zadanie 7. Niech f : R — R bedzie dowolnym odwzorowaniem liniowym. Niech g : R? — R?,

9(z,y) = (z,y — f(x)).
a) Uzasadnij, Ze g jest odwzorowaniem liniowym.
b) Wyznacz jadro g. Czy g jest izomorfizmem?

Zadanie 8. Niech ¥ : RN — RN, Z((an)neN> = (Sp)nen, gdzie S, = a1+as+...+a,. Uzasadnij,

ze 3 € Aut(RY). Podaj wzdr odwzorowania odwrotnego.

Zadanie 9. Znajdz przyktad odwzorowania lintiowego p spetniajgcego podane warunksi.
a) o :R? = R3 Ker(p) = {(z,0) e R*: z € R}, Im(yp) = {(r,s,t) € R?: 2r = 35 = 6t}
b) o : R - R?, Ker(p) = {(z,—x,2,—2) : x,2,€ R}, Im(p) = {(s+t,s—t): s,t € R}
¢) ¢ : Rolx] — Ro[z], Ker(yp) = lin{z — 1,2% — 1}, Im(p) = lin{x?}
d) ¢ : R? — R? Ker(p) = Im(p) = {(2t,3t),t € R}
e) o R3 = R? ¢(1,2,1) = (1,1), p(0,1,—1) = (=2,2), Ker(p) = {(¢,t,t) : t € R}

f) f: R — R? takie, ze Ker(f) = U oraz go f = 0, gdzie U = lin{u; = (0,—1,1),uy =
(1,0,1)}, g: R*> (s,t) = 3s—t R

3 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Zadanie 10. Napisz macierze podanych odwzorowan lintowych wzgledem baz standardowych rozwazanych

przestrzeni wektorowych.
a) p: R* — R?, symetria wzgledem prostej y = x

a) p :R* = R®, p(z,y) = (v +y,3z — 6y, 4z — y)



b) o : R3 — R3, rzut prostokgtny na prostg | : v =2y = 4z

c) ¢ Rolz] = Ryfa], o(p)(z) = (3 — z)p"(x) + 4p'(x)

d) p R =R p(r,y,2) = (v +y,z+2y—2y+22)

e) o : R3 — R3, rzut prostokgtny na plaszczyzne m: x + 2y + 4z =0
f) s Maxs(R) = Mzxa(R), p(A) = AT

9) ¢ Rale] = R, w(p)(x) = (p(0),0/(1),1"(2))

h) ¢ Rafe] > Rolal, o(p)(x) = 2 [(2% + 32 +2) - pla)]

Zadanie 11. Zapisz macierz odwzorowania liniowego g : R® — R?, g(z,y,2) = 2x,y + 2) w
podanych bazach.

a) wR3 oraz w R? bazy kanoniczne

b) wR? baza kanoniczna, zas w R? baza (u1 (1,2,0),us = (1,1,1),u3 = (0,0, 1))

¢) wR? baza kanoniczna zas w R* baza (v1 (1,2),v2 = (0,1))

d) wR? baza (uy = (1,2,0),up = (1,1,1),us = (0,0, 1)), zas w R? baza (v; = (1,2),v, = (0,1))

Zadanie 12. Korzystajgc z definicji, zapisz reprezentacje macierzowe podanych odwzorowan lintowych
we wskazanych bazach odpowiednich przestrzeni liniowych.

a) p : R* - R3, o(z,y) = (x +y,20 + y,x — 3y) w bazach (u; = (1,1),us = (1,—1)) oraz
(Ul = (17 _170)702 - (07 L, _1>7U3 = (0707 1))

b) ¢ : R? = R?, ¢ - symetria wzgledem osi Oy, w bazach (u1 = (=3,5),us = (2,1)) oraz
(v1=1(2,4),00=(3,1))

3

0) ¢+ Rafi] = Role), 9(p)(x) = p/(z — 1), w bazach (po = Lps = 2,90 = Z.ps = 22) ora
(00=1,¢1 = z,¢2 = 2%

d) K = Q(W?2) ={a+b/2: a,b € R} - cialo, ¢ : K* — K?, ¢(x,y,2) = (v +y,y — 2), w
bazach (uy = (1,0,0),us = (0,v2,0),us = (001+\/_)) oraz (v :(1,\/§ » = (v2,0))

e) L:R,[z] = R,[z], w bazie (1,z,2°, ... 2")

f) [ R,[z] = Ropa[z], w bazach By, Buya, gdzie B = (1,z,2%,...,2%) dlai=n,n+1
g) Evs : R, [z] = R, Evs(p(x)) = p(3), w bazach (1,z,...,2") , {1}

h) ¢ : R, [z] = R,[z], o(p)(x) =p(z+ 1), w bazie B= (1,z,...,2")

i) ¢ : Rolz] — Rs[z], o(p)(z) = 3z - p(—x), w bazach B = (by = x* + 2z, by = 3w — 1, by =
-5 C=(a="+z, =02, c3=2"+1, cs =2 - 1)



Zadanie 13. a) Znajdz w bazach kanonicznych macierz odwzorowania liniowego ¢ : R? — R?
takiego, ze o(1,1) = (0,1), p(—1,1) = (3,2).

b) Dane jest odwzorowanie liniowe g : R — RY. W przestrzeni R® rozwazamy baze kanoniczng
(61,62,63). Wiedzgc, zZe g(e1) = (1,-3,2,4),g9(ea) = (5,-3,0,2),9(e3) = (—2,0,1,1), znajdz
9(1,2,—1) oraz jgdro odwzorowania g.

Zadanie 14. Uzasadnij, ze f jest odwzorowaniem liniowym. Zapisz macierz tego odwzorowania
w bazach standardowych i wyznacz Kerf. Czy f jest monomorfizmem?

a) f: Rolz] = Ryla], f(p)(x) = (3 —x)p"(z) + 6p'(z)
b) f:R? = Ry[z], f(a,b) = (a+b)x®+ (3a —b)x + 6a
c) f: R = R Vw € R? f(w) = v x w, gdzie v = (vy,vy,v3) € R® to ustalony wektor

niezerowy, zas v X w oznacza tloczyn wektorowy

Zadanie 15. Czy ta sama macierz moze reprezentowaé dwa rézne odwzorowania liniowe? Doktadniej
mowiqc, czy mogq istnieé bazy B, B',C,C" i odwzorowania liniowe @, takie, ze Mpe(p) = Mpie (V) ¢

Zadanie 16. Dane jest odwzorowanie liniowe f : R? — R? takie, ze f # 0, fo f =0 oraz baza

B = (v1,v2). Wyznacz macierz M(B, B) jesli wiadomo, ze f(vy) = vy.

Zadanie 17. Rozwazmy przestrzen wektorowq (C,+,R, ). Znajdz macierz odwzorowania liniowego
f:C—=C, f(z) = (24 3i)z przyjmujgc w C baze B.

Zadanie 18. Macierz odwzorowania liniowego ¢ : U — V w bazach By = (uy,us,u3), By =
1 2 3
4 5 6

(2U1,U3,U2 -+ U3), B(/ = (Ul — U2,2U1 —+ Ug).

(v1,v9) ma postaé A = } Znajdz macierz A’ tego odwzorowania wzgledem baz By, =

Zadanie 19. Stosujgc wzor na zmiane macierzy odwzorowania linioweqgo przy zmianie baz, znajdz
macierz odwzorowania liniowego ¢ : V- — W w zadanych bazach By, By, .

a) V=RW=R? o(z,y,2) = (x—y,y — 2), By, = (v1 = (1,2,2), v = (1,1,1),v3 = (1,1,2)),
B{/V = (wl = (17 1)aw2 = (170))

b) V = Ryfz], W = Rs[z], ¢(p)(z) = 3zp(—zx), B, = (p1 =22+ 2x,pp =30 —1,p3 = — 5),
By =(@=2*+2,¢p=0—z,q3=a2>+1,qs =2 — 1)

Zadanie 20. Wyznacz wzor odwzorowania liniowego o reprezentowanego w zdanych bazach przez
macierz M,(B,C).
a) p: R? -5 R?, B=(by =(8,2),b=(7,1)), C= (c1 = (6,7),c2 = (4,5)),

o=y ]

b) o R = R% B= (b1 =(2,1),bo=(4,-1)), C= (c1 = (1,-1), 2 = (2,5)),
Mtp(Buc) = { Z

—_

1
2



¢)p:R¥=R% B= (b =(1,0,1),bo = (0,1,1),b3 = (0,0,1)), C - baza kanoniczna,

wiser-[3 1]

d) o:V =V, V={acosl+ bsinb, a,b € R}, B = (61 = cosf —sinf, by :sinﬁ), C = (01 =

cosf +sinf, cy = cos@),
00
ER

e) o R¥ =R B=C= (by =(1,0,1),by = (4,-2,1),b3 = (—2,3,3)),

1 2
M,(B.C)=| -3 1
0 1

N O =

Zadanie 21. a) Odwzorowanie liniowe ¢ : R — R? w bazach kanonicznych reprezentowane jest

(1) 1 i } Czy wektor v = (1,3) nalezy do Imp?

b) Odwzorowanie liniowe ¢ : Ry[z] — R?* w bazach B = (by = 142,by = z),C = (¢1 = (1,1), ¢

Z ; } . Znajdz obraz p(x) = 2z — 1

przez macierz M = [

(1,0)) jest reprezentowane przez macierz My(B,C) = {
poprzez .

c¢) Podaj przyktady baz przestrzeni R? i R3, w ktorych odwzorowanie liniowe ¢ : R3 — R? dane
wzorem o(x,y,2) = (x +y,z —y) jest reprezentowane przez macierz

100
A‘{o 2 0]

d) Dany jest endomorfizm ¢ : R? — R?, o(z,y) = (z+4y, 3z —y) oraz baza B = (by = (1,1),b, =
(3, 4)) przestrzeni R?. Znajdz takg baze C przestrzeni R?, Ze

MW(B,C):{_QL ﬂ

e) Endomorfizm ¢ : R* — R? w bazach B = (b1 = (3,1), b,
)
2

5,2)), C=(c1 = (-1,7),¢0 =
. Wyznacz macierz M,(B',C")

/ ( (57 _6)762 = (_47 5))

f) Odwzorowanie liniowe ¢ : R® — R? w bazach B = (b1 = (1,2,2),bo = (1,1,1),b35 =
0 —1
0 1

(1, —6)) jest reprezentowany przez macierz M, (B,C) {
3

(‘3»&@”
—_— 1 —

tego odwzorowania w bazach B' = (b = (—1,4),by = (—1,3)),

(1,1,2)),C = (e1 = (1,1), 2 = (1,0)) reprezentowane jest przez macierz M,(B,C) = { _(1)
Za pomocq macierzy My,(B,C) wyznacz obraz wektora v = (1,1,4) poprzez ¢.

Zadanie 22. Odwzorowanie liniowe ¢ : R* — R3 w bazach kanonicznych reprezentowane jest

102 3
przez macierz A= | 2 0 0 —1
000 2



a) Wyznacz macierz A" = M,(B',C') tego odwzorowania w bazach B' = (b} = (1,1,1,1),b, =
(1,1,1,0),b5 = (1,1,0,0),b; = (1,0,0,0)), €' = (¢, = (0,—-1,0),¢, = (1,0,0),c, = (1,1,1)).

b) Oblicz v(2,0,0,1) na dwa sposoby, za pomocg A i za pomocg A’.

c) Czy p jest monomorfizmem lub epimorfizmem?

—

Zadanie 23. Odwzorowanie liniowe ¢ : R* — R* dane jest za pomocq przyporzgdkowania.
30(27 37 07 07 ) = (_]-7 37 _27 _3)7 90(07 07 ]-7 17 ) = (]-7 07 _17 0)7

©(1,3,0,1) = (1,4, =5, —4), ©(0,2,1,0) = (3,1, -4, —1)

a) Podaj wzor .

b) Wyznacz jgdro i obraz ¢, wskaz ich bazy i okresl wymiary. Czy ¢ jest monomorfizmem lub
eptmorfizmem?

c) Wyznacz macierz A odwzorowania ¢ w bazach kanonicznych.

d) Wyznacz macierz A" = M,(B',B") odwzorowania ¢ w bazie

B = (b, = (1,0,1,0),b, = (0,0,0,1),b5 = (1,1,0,0),b; = (1,1,1,0)).

e) Wyznacz ¢(1,2,3,4) na dwa sposoby, za pomocg A i za pomocg A'.
-5 1
5) 3 0
]’ B=1 9
01 5

a) Jakie odwzorowania liniowe R™ — R* (wzgledem baz kanonicznych) reprezentujq te macierze?
b) Jakie odwzorowanie liniowe reprezentuje tloczyn AB?

— N W

Zadanie 24. Dane sq dwie macierze A = [ _i

_ O O Ot

Zadanie 25. a) Czy odwzorowanie liniowe ¢ : R?* — R? p(x,y) = (z+3y, 22—y) jest odwracalne?
Jesli tak, podaj wzor © macierz odwzorowania odwrotnego do ¢ w bazach standardowych.

b) Przeksztatcenia liniowe @, : R — R? okreslone sq w bazach kanonicznych przez macierze

4 3 1 11 2
M%"_L 2 o}’Md’_{:& 0 1}'
Podaj macierze odwzorowan o + 1,2, p — 3.

c¢) Dane sq odwzorowania liniowe f : R® — R?, f(x,y,2) = (4o + 3y + 2,5z + 4y + 2z) oraz
g:R?* -5 R3 g(x,y) = 3z — y, 5z — 3y, 7z — By). Za pomocq rachunku macierzowego wyznacz
wzory odwzorowan h = go f oraz p = fog.

d) Dane sq odwzorowania liniowe f i g. Za pomocq rachunku macierzowego wyznacz wzor
odwzorowania h = g*> o f oraz h(1,2,0).
JR =R flr,y,2)=(x—y+22+2), g:R =R gle,y)=2c+y,2—-y)

e) Dane sq odwzorowania liniowe f, g, h. Za pomocg rachunku macierzowego uzasadnij, ze h jest
odwracalne i podaj macierz odwzorowania h™' w bazach kanonicznych. Ponadto wyznacz wzor
odwzorowania o = 3go f + h™1.

fR =R floy,2)=(v,y+z,24+2,2), g:R*=R gloy z2t)=@+t,y—tz—1)
h:R* =R h(z,y,2)=@+2y,c+z,2+y+2)

7



Odpowiedzi

1. odwzorowania liniowe: a), c), d), e), f), h), i), k), n), o), p), ¢) 2. a)p(xy,x2) = (41 —
To, Tw1—2x9)  b) p(x1,29) = (71,371 — T2, T1+T2)  ¢) (w1, T2, x3) = (v1 — T2+ 23, 5x1 — 420+
3w, Twy —bwa+4ws)  d) p(ar?+br+c) = 6ax+2b+3¢  e) p(az®+br+c) = 6ax+6a+4b 3.
a) Ker(p) - 05§ Oy, Im(p) - 0§ Oz b) Ker(p) = {(0,0)}, Im(p) =R?* ¢) Ker(p) = {(0,0,0)},
Im(p) = R*  d) Ker(p) = {(2,0,0) : z € R} 0§ Ox, Im(p) - plaszczyzna Oyz 4. a)
Ker(p) - prosta y = 2z, baza {(1,2)}; Im(p) = {(2z — y,3y — 62) : x,y, € R}, baza {(—1,3)},
dim (Ker(y¢)) = dim (Im(p)) = 1, nie monomorfizm, nie epimorfizm  b) Ker(p) = {(—t, —3t,t) :
t € R}, baza {(—1,-3,1)}; Im(p) ={(2z —y—z, 2 +y+42,20+y+5z,—v — 2) : z,y,z € R},
baza {(2,1,2,-1),(—-1,1,1,0)}, dim (Ker(¢)) = 1, dim (Ker(y)) = 2, nie monomorfizm, nie
epimorfizm  ¢) Ker(p) = {(=2z —t,—2 4+ 3t,z,1) : z,t € R}, baza {(—2,—1,1,0),(-1,3,0,1)};
Im(p) plaszezyzna m @ x = t,y = =2t + s,z =t — s, t,s € R, baza {(1,-2,1),(0,1,—1)},
dim (Ker(y)) = dim (Im(y)) = 2, nie monomorfizm, nie epimorfizm  d) Ker(¢) = {p € Ry[z] :
p(x) = const}, baza {q(z) = 1}; Im(p) = —2ax> + (b — 4a)x® + 2bx, dla p(z) = 2* + bz + ¢, baza
{—223 — 42% 2 + 2z}, dim (Ker(p)) = 1, dim (Ker(p)) = 2, nie monomorfizm, nie epimorfizm
e) Ker(p) = {(0,b) : b € R} = 1in{(0,1)}, dim (Ker(p)) = 1; Im(p) = lin{z? + = + 1},
dim (Im(¢)) = 1, nie monomorfizm, nie epimorfizm  f) Ker(¢) = lin{(3,1,0),(—-2,0,1)},

lin{(1,-2)}, dim (Ker(p)) = 2, dim (Im(y)) = 1, nie epimorfizm  g) Ker(y) =
}, m(yp) = R?, dim (Ker(y)) = 1, dim (Im(yp)) = 3, epimorfizm, nie monomorfizm

h) Ker(g) = {_d fl];b,c,deR}, baza{[_ol H[g H[? 8]},dim(Ker(¢)):

—b—c b |
c 0"

w
/5)—\‘
&
I
=
B

Im(p)) = 1, epimorfizm, nie monomorfizm i) Ker(p) = {{

b.c € R}, baza { { }[ -1 0]} dim (Ker(9)) = 2: Tm(p) = {ra? + s : r.2,€ R} =
(¢) =

0
lin{1, 2%}, dim (Im 2, nie monomorfizm, nie epimorfizm  j) Ker(¢) = R?, dim (Ker(p)) =

3; Im(yp) = {(0 0,0,0)}, dim (Im(y)) = 0, nie monomorfizm, nie epimorfizm

5. a)0 b)3 ¢)3 6. nie 7. dzomorfizm 8. E_1<(Sn)n€N> =
ap)nen, gdzie ay = Sy oraz Vk > 2 ap = Sgi1 — Sk. 9. a) gp(a: y) = (3cy,2cy, cy),
c#0 b)oxyzt) =@+y+z+t,e+y—z—1) ¢)op) =2*-pl) = (a+b+
c)z?, dla p(x) = az®* + bx +c d) p(x,y) = (6x — 4y,92 — 6y) ¢ go( y z) = (—4dz +

y+32y—2) f) flryz) = (-o+y+zn-3v+3y+3) 10, a){(]l] o)

10
11 16 8 4 046 1(1)(1) 20 —2 —4
3 —6 b) 5= | 8 4 2 c){006} N e) 5 | 19 —4 —2
4 -1 421 17 -8 —4
0 1
1000 0 0]
000100 Lo 26 4 0
010000 0 6 18 24 2 0 0
D1oo0o001 0 9){833] "0 0 12 36 11'“){011] )
001000 00 0 20
(00000 1]




2 0
2 20 200 2 20 2 3
{221} C){—411} d)[—2 —2 1] 12 a) 15 1 b)[i—1] 2
3 5 5
(0100 0] [0 0 0
00 2 0 . 0 1 0 0
01 -1 1 0 1 ]2 0003 ...0 010
00 1 - d) V2 o _ vz o1 \/52 ¢) : : : Jlo ot
00 0 1 2 lT5 2ty : : . . 3
00 00 . n : :
_O 0 00 0_ _O 0 0
. 1111 1
; 0123 ET; 3 -3 15
0013 5 3 3 15 -3 3
2 2 01 1
- - z 6 -9 -3
(0000 ... 1 |
0 6 10
b) g(1,2,—1) = (13,-9,17), Ker(g) = {(z,—z,—2x) : = € R} 14. ) 00 6l
6 0
Kerf = {a : a € R}, nie monomorfizm b) | 3 —1 |, Kerf = {(0,0)}, monomorfizm ¢)
1 3
0 —7Us3 (%)
U3 0 —v |, Kerf ={a-v|a € R} wektory rownolegte do v, nie monomorfizm 15.
—V2 1 0
01 2 =3 2 3 | 14 -9 —17
tak 16. {00} 17. a)[3 2] b)[—SQ] 18. 5[ 0 9 16
3 =3 —15
00 —1 1 3 3 15 _
19. «a) {_1 0 0] b) 5 6 —9 _3 20. a) o(x,y) = (x+y,x+2y) b)
-6 -9 -3
p(r,y) = (32+7y,40+7y)  c) p(x,y,2) = (v+y, —20—4y+52)  d) p(acost + bsind) = acosd
e) p(z,y,z) = (—1052—165y+94z, 39x—i—61y 33z, —50x—T9y+48%) 21. a)tak b)p(p) =
(3.1)  ¢) B = {(1,0,0),(0,1,0), (1,—1,—1)}, € = {(1,—1), (&, -1} d) € = {(4,1),(7.2)}
9 1 1 -2 -2 =2
e) MB/C,:{ } f) o) = [=3,3]c = (0,-3) 22. o)A =4 3 1 1
11 1
2 0 0 0
b) ©(2,0,0,1) = (5,3,2) ¢) nie monomorfizm, ale epimorfizm 23. a) p(z,y,2,t) =
(20 +y+zy—z+t2c—2y—t,—y+z—1t) b) Kerp=In{(3,1,0,-1)(5,0,1,1)}, Imp =
—2 1 1 0
. . . . 0 1 -1 1
lin{(1,1,-2,-1),(0,1,—1,—1)}, nie epimorfizm, nie monomorfizm c) A = 9 _9 0 —1
0 -1 1 -1
0O -1 -2 0
, 1 -1 -1 0
d) A = 2 1 -1 0 e) ¢(1,2,3,4) = (3,3,—6,—3) 24.  a) palx,y,z,t) =
2 0 20

O O O O




(2x + z +5t, —4x + by — 2t), pp(x,y, z,t) = (b +y+32—5t,3x + 22,2+ 2y + z,y + 5z +1t) b)

¢ R > R% o(x,y,2) = (Bo—12y+23z,2+3y—7z)  25. a) odwracalne, My = % [ ; _?1) ],

¥ l(xay) = (+T3ya2Ty) b) MW-H// = |: 4 2 1 :| aMQQO = |: 2 4 0 :| aMW—3¢ = |: -8 2 -3 :|
c) h(z,y,2) = (Tx + by + z,5x + 3y — z,3x + y — 3z2), p(z,y) = (34x — 18y,49z — 27y)  d)

1 2 =2
hz,y,z) = (bx — 3y + 62,2 + 3y + 3z), h(1,2,0) = (=1,7) e) Mp-1 = 0o -1 11|,
-1 -1 2

o(x,y,2) = (4o + 2y + 2,2y + 2,22 — y + 22)
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