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Zagadnienie wlasne operatora liniowego

Notacja:
End(V) algebra endomorfizmoéw przestrzeni V'
Spec(A) widmo (spektrum) macierzy A, tj. zbiér wartosci wlasnych
B, podprzestrzen wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej A

xa(t) € K[t] wielomian charakterystyczny macierzy A € M, (K)

1 Algebra endomorfizméw (operatoréw liniowych)

Zadanie 1. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq (nad ciatem K ). Czy ¢ € End(V)?

a) V' - dowolna, p(x) = a, gdzie a € V' ustalony wektor

b) V - dowolna, o(x) = x + a, gdzie a € V ustalony wektor

c) V - dowolna, p(r) = o -z, gdzie a € K ustalony skalar

d)V =R,[z], o(f) = fop, p(x) =ax + b, gdzie a,b € R ustalone

e) V=R,[z], o(f) = f®, k € N ustalone

)V =R3, o(x1,29,73) = (1 + 2,72 + 5, x3)

g) V =R3 p(xy, 79, 73) = (x1 + T3 + T3, T9, T3)

W)V = C([0, 1}, R), ¢(F(x)) = 2f(2) dlax € [0, 1

i) V = My(R), p(A) =34 — AT

V=R p(r,y,z2) = (zy,z,2)

k)V = R2 - 0brdt o kqt T w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara wokdt Py = (1,2)
)V = R3, @ - rzut prostokgtny na prostg l:x=1,2 =0

m) V =R?, ¢ - rzut prostokgtny na 0§ Ox

n)V =R2% ¢ - obrot o kqt T w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara wokot O = (0,0)

Zadanie 2. Wyznacz wzor podanych endomorfizmow.

(.1'1, 1’2) = (41’1 — 61’2, ry — 1'2)
(.361,232) = (131 + 2.1’2,371)
c) o, jesli o € End(R?), o(x1,22) = (21 + 5T9, 1)

d) ©?, jesli o € End(R?), p(x1, T, x3) = (11 + 319 — 43,211 + 279 + T3, T1 + X9 + T3)

Zadanie 3. Dla danego ¢ € Aut(R3?) wyznacz !
a) p(x1, 72, 73) = (21 + T2 + T3, T2 + T3, 71 + T2)
b) p(x1, 22, 23) = (1 + 322 + 13,421 + 979 + 523, 71 + T2 + 273)

Zadanie 4. Niech ¢ € End(R3). Czy podprzestrzenie liniowe U, W, Z przestrzeni R® sq -
niezmiennicze?



a) o(x1,x0,23) = (321 — x2 + 3,271 + 3,221 — 229 + 323), U = 1in{(0,1,0),(0,0,1)},
W = lin{(1,0,—1), (1,2,1)}

b) p(x1, 29, 23) = (1 — T2 — 3,229 — 23, 323), U =1in{(0,1,0)}, W =lin{(1,0,0),(0,1,0)}
c) (a1, x9,x3) = (=321 —2w9—4x3, 201 + 729+ 1023, 1 — 229 —223), U = lin{(1,0,0), (0,1,0)},
W =1in{(1,0,—1), (4,2, —5)}, Z = lin{(3,2,1), (1,0, 1)}

2 Wartosci i wektory wlasne, podprzestrzenie wlasne,
diagonalizacja endomorfizmu

Zadanie 5. Czy A\ jest wartoscig wtasng macierzy A?

-1 4 6 0
pa=[ e was[t 0] ans
Zadanie 6. Czy v jest wektorem wtasnym macierzy A?

a)v:(—l,l),A:[g (25} 2 b)v=(1,-2,2), A=

Ul W w
o N o
QPN RN

Zadanie 7. Podaj wartosci wtasne macierzy A € My(R) oraz okresl ich krotnosci algebraiczne.

52 70 000 0
03 -1 7 230 0
JA=1g0 c13| Y4500 1 o
00 05 007 —1

Zadanie 8. Niech V =R? lubV =R3. Jesliv € V to wektor wltasny ¢ € End(V') odpowiadajgcy
wartosci wltasnej A, to p(v) moze miec inny zwrot lub diugosé, ale nie kierunek. Korzystajac z tej
interpretacyi geometryczne) wyznacz wartosci wtasne 1 wektory wtasne podanych endomorfizmouw.

a) V=RZ% ¢ - rzut na 0§ Ox

b) V =TR? ¢ - obrit o kgt § wokét punktu O = (0,0) (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara)
c) V =R2, ¢ - symetria wzgledem osi Oy

d) V =R?, ¢ - jednoktadnosé wzgledem punktu O = (0,0) w skali k = 5

e) V=R2 ¢ - obrot o kgt a € [0,27) (przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara)

)V =TR3, ¢ - rzut prostokatny na plaszczyzne Oxy

g) V =R3 ¢ - obrét wokdét osi Oz o kqt 15 (przeciwnie do ruchu wsk. zegara patrzqc z gory)
h)V =R3, ¢ - symetria wzgledem plaszczyzny Oxz

i)V =R3, ¢ - symetria wzgledem osi Oz

J) V= R3, © - rzut prostokgtny na ptaszczyzne m:x+y+2=0

Zadanie 9. Wyznacz wielomian charakterystyczny x a oraz spektrum Spec(A) macierzy rzeczywistej
A. Okresl krotnosci algebraiczne wartosci wtasnych. Wyznacz odpowiadajgce im wektory wtasne,
podprzestrzenie wtasne i wymiar tychze podprzestrzeni. Czy podane macierze sq diagonalizowalne?
Jesli tak, wskaz macierz diagonalizujgcg P 1 dokonaj diagonalizacyi.



o 3 - 2 -1 1 2.0 1
W) A= |7 1} b)A:{_S _2} )A=| -2 1 1| dA=| 04 0
L 2 1 3 -5 0 —2
[0 10 gggg 12 -2 300
e)A=| -4 40| flA= gA=|10 3| hA=|-3409
—2 1 2 303809 13 0 00 3

5 2.2 2 2

Zadanie 10. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ i okresl ich krotnosci algebraiczne.
Wyznacz odpowiadajgce vm wektory wtasne, podprzestrzenie wtasne i wymiar tychze podprzestrzeni.
Czy @ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow wtasnych, macierz D endomorfizmu
w w tejze bazie oraz macierz diagonalizujgcg P.

a) p € End(R?), p(z,y) = (2,7 +y)

b) v € End(R?), p(x,y) = (—y, )

C) 2 S End(R3)7 90<x>ya Z) = (_yw%'a Z)

d) p € End(R?), o(z,y,2) = (2,20 + 2y, —x — y — 2)

e) o € End(R?), p(x,y,2) = (v — 2,2y, + 2)

f) v € End(R3), (z,y,2) = 3z — y,6x — 2y,2x — y + 2)

g) ¢ € End(R?), p(x,y,2) = (=T + 2y + 62, —4x + 2y + 32, —8x + 2y + 72)
[ =

z-p'(x)

i) ¢ € End(Rs[z]), wgp(x)g = p"(z)

' 1), ¢(p(x)) = 2zp'(z) + 2°p(0) + p(2)
)

Zadanie 11. Czy wektory wtasne endomorfizmu ¢ € End(V') stanowiq baze przestrzeni V ¢ Jesli
tak, zapisz macierz endomorfizmu ¢ w tejze bazie.

Zadanie 12. Wyznacz spektrum macierzy rzeczywistej A. Czy A jest diagonalizowalna?

[ 1 -1 -2 4 —4 —4 g;éf
a) A= 8 —11 -8 b)A=| 8 -8 -8 c) A=
~10 11 7 8 8 8 00 71
: 0005
(402 2 2 5 0 0 0
06 0 2 0 5 0 0
JA=1006 9 eA=1 1 4 3 9
(000 2 1 -2 0 -3

Zadanie 13. Podane macierze majq tylko jedng wartosé wtasng A = 1. Nie wyznaczajqc podprzestrzeni



wtasnych okresl krotnosé geometryczng .

100 100 1 00 100
A=|lo010|,B=|110|,c=|110|,D=]010]¢€MR)
00 1 01 1 111 101

Zadanie 14. Wyznacz wielomian charakterystyczny xa oraz spektrum Spec(A) macierzy A €
M, (C), n € {2,3,4}. Okresl krotnosci algebraiczne wartosci wtasnych. Wyznacz odpowiadajgce
im wektory wtasne, podprzestrzenie wltasne © wymaar tychze podprzestrzeni. Czy podane macierze
sq diagonalizowalne? Jesli tak, wskaz macierz diagonalizujgcqg P i dokonaj diagonalizacyi.

) Do i 0 -2 i-1 2 1
@A:{l } wA:{zl_i} c)A=| 04 0 dJA=| 0 20 3
20 —i 0 0 i—1
123 4
0123
JA=100 2 3
000 2

Zadanie 15. Wyznacz wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu ¢ przestrzeni C-liniowej i okresl
ich krotnosci algebraiczne. Wyznacz odpowiadajgce im wektory wtasne, podprzestrzenie wtasne
i wymiar tychze podprzestrzeni. Czy ¢ jest diagonalizowalny? Jesli tak, podaj baze wektorow
wtasnych, macierz D endomorfizmu ¢ w tejze bazie oraz macierz diagonalizujgcg P.

a) ¢ € End(C?), ¢(z,w) = (-w, 2)
b) ¢ € End(C?), p(z,w,v) = (2 —v,2w, z + v)
c) o € End(C?), p(z1, 22, 23) = (—i21 — 223, 22,221 — 123)

Zadanie 16. a) Dla jakiej wartosci x € R macierz A € M4(R) jest diagonalizowalna?

1
x
3

S O DN
OO W
— = =

0

b) Dana jest macierz A endomrofzimu ¢ € End(R*Y) w bazach kanonicznych. Dobierz wartosé
parametruy p € R tak, by ¢ miat dwuwymiarowq podprzestrzen wtasng odpowiadajgcq wartosct
wtasnej A = 5.

S O W
ooy o
— o O =

Zadanie 17. Niech f € End(R") i niech A to reprezentacja macierzowa f w bazie kanonicznej.
Przedyskutuj diagonalizowalnosé f w zalezno$ci od parametru a € R.

01 0 0
a 0 0 00 —a2 0
a) A=12 1 —a b) A= 00 0 1
3 o—a 1 10 a2+1 0
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Zadanie 18. W tym zadaniu wykorzystaj diagonalizacje endomorfizmu.
a) Dany jest ¢ € End(R?) taki, ze p(1,2) = (2,4), ¢(—2,1) = (=2,1). Wyznacz »*°(1,0).

b) Dany jest ¢ € End(R?) taki, ze (0,1,1) = (0,1,1), ¢(2,2,0) = (0,0,0), ©(1,0,0) = (-1,0,0).
Wyznacz wzor na ¢(z,y, z) i oblicz ¢'%(2, 3,6).

c¢) Dany jest o € End(R®) taki, ze ©(1,0,0) = (1,0,0), ¢(1,1,0) = (=1,-1,0), ¢(1,1,1) =
(0,0,0). Oblicz p'(3,6,9).

d) Dany jest o € End(R?), o(x,y,2) = (=7x + 2y + 62, —4x + 2y + 3z, —8x + 2y + 7z). Oblicz
1%%3(0,0, -1).

€ M;3(K) w podanych przypadkach.

_ o O
o = O

0
Zadanie 19. Wyznacz widmo macierzy A= | 0
0

o) K=R b K=C ¢ K=127/2Z

Zadanie 20. Dany jest endomorfizm ¢ przestrzeni C*(R,R).

a) Niech o(f) = 2f" —4Af. Znajdz wektor wtasny fo odpowiadajgcy wartosci wtasnej A = 2,
taki ze fo(1) = 1.

b) Niech o(f) = f". Podaj przyktad wektora wtasngo odpowadajgcego wartosciom wtasnym
)\1 - O, )\2 - —9, )\3 - 10

Zadanie 21. Wyznacz wartosci wtasne i wektory wtasne podanych operatorow.

a) operator rézniczkowania - na R, [x],

b) operator transponowania T € End(M,(R)), T(A) = AT.

Zadanie 22. a) Dana jest podprzestrzern W = lin{e*; a € R} przestrzeni liniowej C(R,R).
Wyznacz widmo operatora rozniczkowania % € End(W).

b) Podaj przyktad endomorfizmu przestrzeni zespolonych ciggow liczbowych CN nie posiadajgcego
zadnych wartosci wtasnych.

c¢) Podaj przyktad macierzy, ktora jest diagonalizowalna, ale nie jest odwracalna.

d) Uzasadnij, ze kazda macierz A € My(R) taka, ze det(A) < 0, jest diagonalizowalna.

Zadanie 23. Niech V to skoriczenie wymiarowa (rzeczywista lub zespolona) przestrzen liniowa.
Jakie wartosci wtasne moze mie¢ endomorfizm ¢ € End(V') posiadajecy zadane wtasnosci?

a) ?=¢ b)*=0 c)P=—p d)¢’=id

Zadanie 24. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzeniq lintowg nad ciatem K. Niech
Ae M,(K), X € Spec(A) oraz niechv = (vq,...,v,) € V bedzie wektorem wtasnym odpowiadajgcym



wartosci wtasnej X\. Uzasadnij, ze prawdziwe sq¢ nastepujgce stwierdzenia.
a) \F € Spec(A¥) dla kazdego k = 2,3, ..., oraz v jest wektorem wtasnym odpowiadajgcym N
b) c- X € Spec(c- A) dla kazdego c € K, oraz v jest wektorem wtasnym odpowiadajgcym c - A

¢) p(A) € Spec(p(A)) dla kazdego wielomianu p € K[X], oraz v jest wektorem wtasnym
odpowiadajgcym p(\)

d) Jesli A jest nieosobliwa oraz A # 0, to + € Spec(A™') oraz v jest wektorem wlasnym

)
odpownadajgcym %
e) Spec(A) = Spec(AT)
f) Jesli X € K = C, ale wielomian charakterystyczny xa macierzy A ma wspdtczynniki

rzeczywiste, to X\ € Spec(A). Ponadto wektor w = (wi,...,w,) € V taki, Ze w; = v; jest
wektorem wltasnym odpowiadajgcym .

g) Jesli K jest ciatem algebraicznie domknietym (np. C), Spec(A) = {A1,..., \n} oraz xa
jest wielomianem charakterystycznym macierzy A, to wowczas det(A) = xa(0) = A1 -... - Ay,

h) A jest odwracalna < 0 ¢ Spec(A)

i) Jesli K jest ciatem algebraicznie domknietym (np. C) oraz Spec(A) = {A\1,..., A} to
wowezas tr(A) = A + ...+ A,

Zadanie 25. Dane sq macierze A = (1) [ 1 } € My(C). Sprawdz, Ze rank(A) =
rank(B), det(A) = det(B), tr(A) = tr(B), x B(t), a mimo to macierze A i B nie sq
podobne.

Zadanie 26. a) Wyznacz wartosci wltasne macierzy A € M3(C) oraz AT oraz odpowiadajgce im
wektory wtasne. Zauwwaz, zZe choé na mocy zadania 24 wartoSci wtasne sqg identyczne, to wektory
wlasne mogq byc¢ rozne.

2 -1 2
A= -2 3 -4
1 -1 3

b) Wyznacz wartosci wtasne oraz odpowiadajqce im wektory wtasne macierzy A € GL3(C) oraz
macierzy A™L.

-2 1
A= -1 3 -1
2 -4 3

c) Wyznacz wartosci i wektory wtasne macierzy A, A%, A=1 A+ 41, gdy

A= { _f _” € My(C).



Zadanie 27. a) Dana jest macierz A € M3(C) taka, Ze jej slad tr(A) = 2 oraz Ay = 7 to wartosé
wlasna macierzy A, ktorej odpowiadajq wektory wtasne v = (1,2,1) oraz w = (1,1,0). Oblicz
detA.

b) Dana jest macierz A = _g _é € My(C). Wyznacz Spec(A) oraz Spec(A?). Okresl
krotnosci algebraiczne wartoééi wtasnych.
2 =2 1
¢) Dana jest macierz A = | —1 3 —1 | € M3(C). Bez wyznaczania wartosci wtasnych,
2 —4 3

znajdi sume kwadratow wartosci wtasnych.

Zadanie 28. a) Uzasadnij, ze wielomian charakterystyczny podanej macierzy A € M,(K) ma
postaé xa(t) = (=1)"(t" + an_1t" "t + ... + ag). Zauwwaz, iz oznacza to, zZe kaidy wielomian
p € K,[X] stopnia n, o wspétczyniku wiodgcym (—1)" jest wielomianem charakterystycznym
pewnej macierzy stopnia n.

00 ... 0 —Qo
10 ... 0 —ay
A= 01 ... 0 —ay
00 ... 1 —Qp—1

b) Podaj przyktad macierzy B € My(R) majgcej doktadnie jedng wartosé wtasng.

c) Podaj przyktad macierzy B € My(R) majgcej doktadnie jedng warto$é wtasng i nie bedgcej
macierzq trojkatng.

d) Podaj przyktad macierzy B € My(R) nie majgcej zadnej wartosci wtasnej.

e) Podaj przyktad macierzy B € My(R) majgcej dwie wartosci wtasne i nie bedgcej macierzq
trojkagtng.

f) Podaj przyktad macierzy C € M3(Q) majacej dwie wartosci wtasne i nie bedgcej macierzg
trojkgtng.

g) Podaj przyktad macierzy, ktorej wielomianem charakterystycanym jest x(t) = t3 — 82 + 5t + 7.

Zadanie 29. Wykorzystujgc diagonalizacje macierzy wyznacz wzor na A¥, k € N.

a)AZH :g]eMQ(R) b)A:[;l _?}GMQ(R)

Zadanie 30. Korzystajgc z diagonalizowalnosci macierzy, wyznacz wzor ogolny ciggow zadanych
rekurencyjnie.

by =0
a1 = 0 fl =1 b; -1
a) { as =9 b)§ fo=1 ¢) by = 2
Ay = 2an_1 + 3an—2 fn - fn—l + fn—2 bn — Gbn_l _|_ bn_2 _ 30bn_3
a =1 Zl _ 6_1 ar =0
d) ¢ az=5 e) a2:8 f)Q as=-2
ap = 6an_1 — 8a, 2 5 (p = 20p-1 — 20p 2
ap = —Up_1 + 40,3 + 4a,_3
a; = 2
a9 = 2
g) as = 4

Up = 20p-1 + Qp—2 — 2053



3 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Zadanie 31. Dia danej macierzy rzeczywistej A oblicz A, wykorzystujgc w tym celu twierdzenie
Cayleya-Hamiltona.

14 11 7T 2 =2 3 -2 -1
a)A:|:2 3} b)A:{2 1} c)A=| -6 -1 2 d) A= 2 3
6 2 1 -2 0 5

Zadanie 32. Korzystajgc z twierdzenia Cayleya-Hamiltona oblicz podane macierze.

a)A5+A3’gdyA:[(1) 1] b) A, gdy A = [ ] C)Aloo,gdyA:[é ;]
6 _o 2 0 2 02 0
d)AG’gdyA:{()‘ —1} e) A, gdy A= |0 2 1| [fJAC giyA=] 11 —1
00 3 ~11 1
0 1 0 010
g) A0 4 A998 gdy A = 0 0 1 h) AS gdy A= |1 0 1
-1 -1 -1 10 o
0 2 0 2
i) A%, gdy A = 2 -8 —26 g) AS —25A2 + 112A, gdy A = 2 10
—2 2 8 13
(1.0 0 1 0 2
k) A gdy A=|1 0 1 1) —A3+4A2 +5A—2[, gdy A= | 0 1 1
(010 00 2
3 1
3 _
m)A,gdyA—_5 _2}

Zadanie 33. Korzystajgc z twierdzenia Cayleya-Hamiltona oblicz wartosci wtasne macierzy B =

AY 343 1342 — 24 4 8T, gdy A — H _H € My(R).

Odpowiedzi

1. endomorfizmy: a) oraz b) tylko dla a =0, c), d), €), g), h), i), m), n) 2. Postugujgc sie
mnozeniem macierzy znajdujemy:  a) @*(x1, T9) = (2221 — 4279, Txy — 1379) ) (w1, 29) =
(1121 4+ 1029, 571 +622) ) @*(x1,72) = (21+2029, 23)  d) (71, T2, v3) = (3214529 —Dw3, TX1+
11y — 5x3, 421 + 629 — 223) 3. a) o wy,w9,23) = (1 — To, —T1 + X9 + T3, 71 — T3) b)
QO_l(SL’l,QZQ,.T:g) = (-13251 + 8%2 — 61’3, 3131 — To + I3, 5331 — 21‘2 + 31‘3) 4. CL) tylkO W b)
tylko W ¢) tylko W 5. a) tak b) nie 6. a)tak, N\ =3 b) nie 7. a)
M=5k =2 X =3 k=1 =-1Lk=1 bMN=3 =1 =0 \=-1
wszystkie krotnosci 1 8. a) N =1, v = (2,0)dlax #0; X =0,v=(0,y) dla
y # 0  b) brak wartosci wtasnych — ¢) \y = —1, v = (2,0) dla x # 0; X =1, v = (0,y)
dlay #0 d) A\ =3, v#0 dowolny ¢) gdy a =0, to X =1, v # 0 dowolny; gdy a =,
to A = =1, v # 0 dowolny; gdy o € (0,7) U (w,27) brak wartosci wtasnych ) A\ = 1,
v=(z,y,0) #0; X =0,v=1(002) #0 g) AM=1,v=1(0,0,2) dlaz#0 h)N\ =1,
v=10,0,2) dlaz#0; A=—-1,v=(x,y,0)# i)A\=1,v=1(0,0,2) dla z #0; X =—1,
v=(2,y,0) #0 j) A\ =0, v = (z,2,2) dlax #0;, =1v=(r,y—ov—y—D) #
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0 9. a) xa(t) = t* — 3t + 5, brak wartosci wltasnych, A - nie jest diagonalizowalna b)
xa(t) = > — 1, Spec(A) = {\; = 1, \y = —1}, widmo proste tzn. k1 = ky = 1, By = 1in{(1,—1)},

dimFE; =1, E; = lin{(1,-3)}, dim E_; = 1, diagonalizowalna, P = [ _1 _il)) ], P71AP =
1 0

c) xa(t) = —t3 + 6t% — 8t, Spec(A) = {\; =0,y = 2, \3 = 4} widmo proste, Ey =

0 —1
lin{(1,~1,~1)}, dim Eo = 1, By = lin{(~1,1,1)}, dim By = 1, By = lin{(~1,1,~1)}, dim B, =
1 -1 -1 0 00
1, diagonalizowalna, P= | -1 1 1 |, P7'AP=|0 2 0 d) xa(t) = (4—t)(*+1),
-1 1 -1 0 0 4

Spec(A) = {\ =4}, ky =1, Ey = 1in{(0,1,0)}, dim Ey = 1, nie jest diagonalizowalna e)
xa(t) = (2 —t)3, Spec(A) = {\ = 2}, ky = 3, Ey = 1in{(1,2,0),(0,0,1)}, dim Ey = 2, nie
jest diagonalizowalna — f) xa(t) = t3(t — 7), Spec(A) = {\y = 0,\y = T}, ky = 3,ky = 1,
Ey = 1in{(1,0,0,—1),(0,1,0,-1),(0,0,1,—1)}, dim Ey = 3, Er = lin{(2,0,3,2)}, dim B, = 1,

10 0 2 00 00
. . B 0 1 00 = 10000 . .
diagonalizowalna, P = o o 13l P AP = 000 0 g) diagonalizowalna,
-1 -1 -1 2 0007
-2 0 6 1 0 0 1 00
P = 11 -7, P'AP = |0 3 0 h) diagonalizowalna, P = | 3 =9 1 |,
11 5 0 0 =3 0O 10
300
P1AP=10 3 0 10. a) Spec(p) = {1 =1}, ky =2, By =1in{(0,1)}, dim E, =
0 0 4
1, ¢ - me jest diagonalizowalny b) brak wartosci wtasnych, ¢ - nie jest diagonalizowalny

c) Spec(p) = {\ = 1}, ki = 1, ¢ - nie jest diagonalizowalny d) Spec(p) = {\ =
—1,X = 1, A3 = 2}, widmo proste, E_; = 1in{(0,0,1)}, dimE_, = 1, By = lin{(1,-2,3)},
dimE; = 1, Ey = 1in{(0,-3,1)}, dim Ey = 1, ¢ - diagonalizowalny, baza wektoréw wtasnych

-100 0 1 0
{(0,0,1),(1,-2,4),(0,-3,1)}, D = 010f,P=1]0 -2 -3 e) Spec(p) =
00 2 1 i o1

2

{M =2}, ky =1, E; =1in{(0,1,0)}, dim By = 1, ¢ - nie jest diagonizowalny f) Spec(p) =
=00 =1}, by = 1,k = 2, Ep = lin{(1,3,1)}, dim By = 1, By = lin{(1,2,0), (0,0, 1)},
dim F, = 2, ¢ - diagonalizowalny g) Spec(p) = {\ = 0,X0 = 1}, ky = 1,ky = 2, Ey =
lin{(2,1,2)}, dim Ey = 1, E; = lin{(1,4,0), (0, —3,1)}, dim Ey = 2, ¢ - diagonalizowalny )
Spec(p) = {1 = 0, 2 = 1, A3 = 2}, widmo proste, Ey = lin{1} wielomiany state, dim Ey = 1,
Ey = lin{z}, dim B, = 1, By = lin{z?}, dim Ey = 1, ¢ - diagonalizowalny, a w zasadzie P = I,
D = M,, gdzie M, to macierz w bazie standardowej i) Spec(p) = {\ =0}, ky =4, Ey =
lin{1,z, 2%}, dim Ey = 3, ¢ - nie jest diagonalizowalny 7) Spec(p) = {1 =0, 2 =2, A3 = 5},
widmo proste, By = lin{x? -4}, dim Ey = 1, By = lin{z? -3z -2}, dim Fy = 1, E5 = lin{a*+1},
dim E5 = 1, ¢ - diagonalizowalny, baza wektoréw wtasnych {by = x? — 4,by = 2% — 3z — 2,b3 =

—4 -2 1 0 00
>+ 1}, P = 0 -301|,D=1]020 k) Spec(p) = {\ = —1,) = 1},
1 11 0 0 5
. 10 0 1 . . 10 01
/ﬁ:k‘Q:Q,E_l:hn{[_l 0},[0 _1]},d1mE_1—2,E1—hn{[10},{01}},



1 010 -1 000
. ) ) 0 1 01 0O -1 0 0
dim Fy = 2, ¢ - diagonalizowalny, P = 1 o010l D 0 010 1)
0 -1 01 0 0 01
Sp@C(gD) = {)\1 = 0, /\2 = 1}, ]{?1 = 1,]{?2 = 3, EO = hn{[ _(])- 0 } dlmE() = 1, E2 =
01 00
) 10 01 00 . 1 010
hn{[ 01 ] , [ 10 ] , [ 01 }}, dim Fy, = 3, ¢ - diagonalizowalny, P = 1010l
0101
000 N 0o
D = 11.  a) tak, b) nie ¢) tak, | 0 2 0 d) tak
00 20 0 3 00 2
0 00 2
0 0 0
0 -2 0 12. CL) Spec(A) = {)\1 = 1,)\2 = —3}, d1mE1 = 1,dimE,3 = 1, A
0 0 4
nie jest diagonalizowalna — b) Spec(A) = {\ = 1, = =3}, dimF; = 1,dmFE_35 = 2,

A diagonalizowalna  ¢) Spec(A) = {\ = 7,Ms = b}, dimE; = 2,dimEs = 1, A nie jest

diagonalizowalna — d) Spec(A) ={ A\ =4, 2 =6, \3 =2}, dim Ey =dim F, = 1,dim Eg =2, A

diagonalizowalna  e) Spec(A) = {\; =5, g = —3} dimFE; =dimE 3 =2, A dzagonalzzowalna

13.  Dla macierzy A, B,C,D odpowiednio 3,1,1,2. 14.  a) xa(t) = > = 3t + 5,

Spec(A) = {\ = ?)_—\/Tli,)\g = 3+‘ﬁz} widmo proste, E, = hn@{(H*ﬁ’ 1)}, dime¢ E,, = 1,
1+\/71 1— \/71

By, = linc{(:=42 1)}, dimg By, = 1, A - diagonalizowalna, P = { 2 2 1, P71AP =

3++/114
+2 0 ]

0 3—/1Ti b) xa(t) = (1 —t)(1 — i —t), Spec(A) = {\ = i, = 1 — i},

widmo proste, E; = linc{(i — 3,1)}, dimc E; = 1, E1_; = linc{(0,1)}, dimc E1; = 1, A
- diagonalizowalna c) xa(t) = (4 =)t —i)(t + 31i), Spec( ) = {1 =40 =i, =
—3i}, widmo proste, Ey = linc{(0,1,0)}, dim¢ By = 1, E; = linc{(4,0,1)}, dimc E; = 1,

0 2 —1
E_s = linc{(—,0,1)}, dim¢ E_3; = 1, A - diagonalizowalna, P = | 1 0 0 |, P'AP =
01 1
40 0
0 ¢ 0 d) xa(t) = (i =1 —t)(2i = t)(i = 1 — 1), Spec(A) = {M =20,y =i — 1},
00 =3

k’l = 1,]€2 = 2, Egi = 1111([:{(2,1 + ’L,O)}, dlm(c EQZ' = 1, Ei—l = hl’l@{(l,0,0)}, dlIl’l(C Ez'—l = 1,
A - nie jest diagonalizowalna e) xa(t) =, Spec(A) = {1 = 1, = 2,03 =}, by = ko =
2, E; = linc{(1,0,0,0)}, dimc E; = 1, Ey = linc{(0,0,0,1)}, dimc By = 1, A - nie jest
diagonalizowalna 15. a) Spec(p) = {\1 =i, Ao = —i}, widmo proste, E; = linc{(i,1)},
dim¢ E; = 1, E_; = linc{(1,49)}, dim¢c E_; = 1, ¢ - diagonalizowalny b) Spec(p) = {\ =
2, A2 = 1—1i,\3 = 1+1i}, widmo proste, By = linc{(0,1,0)}, dim¢ Ey = 1, By_; = linc{(—4,0,1)},
dimc E1—; = 1, Eiy; = ling{(¢,0,1)}, dimc E14; = 1, ¢ - diagonalizowalny c) Spec(p) =
{A\ =1, = =3i, A3 = i}, widmo proste, By = linc{(0,1,0)}, dim¢ Fy, = 1, E; = linc{(i,0,1)},
dim¢ E; = 1, E_3; = linc{(—4,0,1)}, dimc E_3; = 1, ¢ - diagonalizowalny 16. a)x =0
b)p==6 17.  a) dlagonalizaowalna dla a € R b) diagonalizowalna dla a € R\ {—1,0, 1}
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18. a) ¢'%(1,0) <2“°+4,2”’; L b)) pla,y,2) = (—x+y — 2,2,2), 9'9(2,3,6) = (=5,6,6)

(_ ,0) 19. a) Spec(A) = {0} b) Spec(A) = {0,i,—i} «¢)

¢) 9'%(3,6,9) =

Spec(A) = {0,1} 20. a) folx) = e3*3 b)) fi(x) = x +5, fo(x) = —9sin3z, f3(z) =
V10 21. a) N = 0, Ey - niezerowe wielomiany state b) \y = 1, Ey - niezerowe
macierze symetryczne, Mo = —1, E_1 - niezerowe macierze antysymetryczne, 22. a)
Spec(L) =R b) p(a,a2,a3,...) = (0,a1,a2,...) «¢) [ ? g } 23. a)0,1 )0

¢)0,-1 d)nadR: 1, nad C : 1, -1 + ¥3j 1 _ 3, 26. a) Spec(A) = Spec(AT) =
{1,6}, dla macierzy A: E, = hn{(l,l,()) ( 2,0,1)}, Es = lin{(1,-2,1)}, dla macierzy AT:
E; = lin{(2,1,0),(-1,0,1)}, Es = lin{(—l,l,—2)} b) dla macierzy A: Spec(A ) = {1,6},
Ey =1in{(2,1,0),(-1,0,1)}, Es = lin{(=1,1,-2)},  dla macierzy A~': Spec(A™") = {1, ¢},
E, = l1in{(2,1,0),(-1,0,1)}, Es = lin{(—1,1,-2)} ¢) Spec( ) = {1,3}, E, = lin{(1,1)},
FE3 = lin{(1,-1)}, Spec(A2) = {1,9}, Spec(A™') = {1,3}, Spec(A + 4I) = {5,7}, wektory

wtasne te same dla wszystkich macierzy 27.  a) detA = =588 b)) Spec(A) = {\ =

—1, X =1}, ko= ky = 1, Spec(A?) = {1}, k =2 ¢)38  28. b [(2) ‘;’ 2
000 00 7

{(1) _H d){(l] _H e)“) _g} f)l8 07 g) |00 5 29. a)
011 01 -8

2 37 (—2) 0 2 -3
k
T ][]
31 0 n n
b)Ak:ﬁ{_éng 07"H } 30. a) a, = 2-(=1)" +2-3" b)
Fum F(O5E) = (58)) b= 54 3 S (D) o= —her g dea

(=2)"! f)an—z(1+z)”1—z‘(1 il g)an =143 (—1)n4 12
-3 -2 2
3 4 -1 1 L
2 —1] b) A —{ 5 _1]0)A g[ 6 5 2] d)

6 -2 5
15 10 -5 - 100
Alt=2| -18 13 —14 32. a) (2) g} b) {(1) 5(1)] c) {(1) 221001} d)
6 4 13
8 0 38 [ 1 1 —1 10 1 2 2 2
Er N E e S I R I R
00 27 (00 0 10 1 2 1 1
440 —40 100 6 0 20 A7 12
i)BY=256B j)| —40 —64 0 k)| 25 1 0 )| 0 6 10 ){60 _13}
20 20 —104 25 0 1 0 0 16

33. Spec(B) = {i,—i}
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