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Przestrzenie euklidesowe

1 TIloczyn skalarny i norma

Zadanie 1. Czy g : V xV — R jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej V- = (V,+,R,-)?

a) V=R% g(x,y) = 3v1y1 + 22192 — HToy1 + TT2yo
b) V =R2, g(z,y) = 3z1y1 — 5T1Y2 — Sxoy1 + TToYo
¢) V=R? g(z,y) = 3z1y1 — 221Y2 — 2221 + 422y
d)V =R", g(z,y) =", Ty, gdzze x = (xb..., n), Y= (Y1, Yn)

e)V:C([0>27T]7R) flaf2 fO fl )dx
f) V:C([()?QW]?R) f1>f2 fO fl )d:L‘
Q)V C([a b] ) f1,f2 f fl

h)V =R;z], g(p, Q) p(1)q(1) +2p(2)q(2)

i) V =Ry[z], 9(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1

)V =Ru[z], g(p,q) = Doi_gp(xi)q(zs),
k) V = M,(R), g(A, B) = tr(A - BT)

gdzie o < x1 < ... < T,

21 3 Y1
DV =R3 g(x,y) = [z1a0as3] | =1 1 0 Yo
3 0 1 Ys

m) V' = R[z], g(p, g) = deg(p - q)
n) V =Rlz], g(p,q) = (p- q)( ) gdzzeozE]Rustalone

0) V =Ry[z], g(p.q) = [, p

p) V =Rylz], g(p,q) = [ e )dw
q) V =C([-2,2,R), g(f1, f2) = f ( 1) f1(22) f2(27)dx
T)V:C([ 171]’R)7 g(flan f fl f %

WSKAZOWKA do j): Wykorzystaj wyznacznik Vandermondea.

Zadanie 2. Oblicz iloczyn skalarny wektorow u,v € V' w danej przestrzeni euklidesowey.

a) V =TR? ze standardowym iloczynem skalarnym, u = (2,

b) V =R* ze standardowym iloczynem skalarnym, v = (1,

c) V = Ro[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) +p
u=22>+3r—1,v=-Tr+5

d) V =C([0,1],R) z iloczynem skalarnym (f, g) fo r)g(x)dr, u=e>* v=e*+5

e) V = My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(A- BT), U = { L } V= [ —? (1) }

Zadanie 3. Niech f,g,h € C([a,b],R), przy czym Va € [a,b] h(x) > 0. Uzasadnij, ze funkcja



® : C([a,b],R) x C([a,b],R) = R dana wzorem

B(f,g) = / f(@)g(2)h(z)dz,

jest iloczynem skalarnym w C([a, b], R).

Zadanie 4. SprawdZz, ze ponizsze odwzorowania to normy w podanej przestrzeni R-liniowe;.
a) YRR y(@)=lz] b))l R* =R, |lz]le =320, |l
) |llm : R = R, [|z]ln = maxicicp || @) [ ]]e : R" = R, [|z]le = /320, ()

e) Niech 1% := {(an)nen : Vnen an € R A supla,| < oo} przestrzeri ciggdw ograniczonych
oraz ||| - 1 = R, |[(an)nenl| = sup |ax|

f) Niech X C R" zbior otwarty, k € N oraz ||.|| : C*(X) — R, ||f|| = sup,ex | f(2)]

g) Niech ¢ := {(an)nen : Vneny an € R A Flim, o0 a, < 00} to przestrzen ciggow zbieznych
oraz ||.|| : ¢ = R, ||(an)nen|| = sup |a,|

h) Niech ¢y := {(an)nen : Vnen an € R A lim,, o0 a,, = 0} to przestrzen ciggow zbieznych
oraz ||.|| : co = R, [|(an)nen|| = sup |an|

Zauwaz, ze zachodzqg inkluzje cy C c C [*°.

Zadanie 5. Niech (V,{-,-)) bedzie przestrzeniq euklidesowq. Oblicz normy podanych wektoréw.

a) V =TR* ze standardowym iloczynem skalarnym; v = (2,7,—1,0)
b) V =C([0,27],R) ze standardowym iloczynem skalarnym; f =5, g =z +5, h = 2sinx — cosx
c) V =Ry[z] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—=1) + p(0)q(0); f =3 =Tz, g=x+1

d) V = My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(A - BT); C = [ g i } , D= { :1 (1) }

Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzeniq euklidesowq oraz niech u,v € V' bedg takie, ze ||u|| =
3, [lu+v|| =4,|lu—v|| =6. Oblicz ||v]|.

Zadanie 7. Oblicz miary katow pomiedzy parami wektorow w danych przestrzeniach euklidesowych.
a) V =R* ze standardowym iloczynem skalarnym; u = (3,2, —1,0),v = (7,0,1,—1)

b) V =Ry[z]| z iloczynem skalarnym (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1); u(z) =2,v(x) =5 —=x

¢) V = C([—m,m],R) z iloczynem skalarnym (f,g) = ["_ f(z)g(z)dzx; uw(z) = sinz,v(z) =
cos T
Zadanie 8. Rozwazmy V = C([0,27],R) z iloczynem skalarnym (f, g) fo . Podaj

przyktad wielomianu mozliwie najnizszego stopnia, tworzqcego z funkcjq f(xr) = sinx kqt arccos *2/—5.



2 Dopelnienie ortogonalne, baza ortogonalna

UWAGA: Jesli nie podano inaczej, w przestrzeni R" rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarny.

Zadanie 9. Czy podane uktady wektorow sqg ortogonalne w przestrzeni euklidesowe; V.
a) V=R u=(2,01),v=(31,-1)
b))V =R, u=(2-31,-1),v=(6,1,-2,7)

c) V =C([—n,n],R) z iloczynem skalarnym (f, g) f f(z)g(z)dz, u(r) =sinz,v = cosx

d) V = My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(ABT), C = [ (1) g } ,D = [ 2 8 }

e) V =R3 ze iloczynem skalarnym (x,y) = 32191 + 2x2ys + T3y3 + T1y3 + x3y1, v = (1,1,0),v =
(1, -1,-1)

Zadanie 10. a) Niech v = (1,2,0,3),v = (2,3, —1,0). Dobierz parametry a,b € R w taki sposdb,
aby wektor z = (0,0,1,1,) + au + b ortogonalny do u i do v.

b) Wyznacz wszystkie wektory v € R* ortogonalne do u = (1,0,1,0) i takie ze ||v|| = 2.

¢) Niech u = (1,1,—1,0). Znajd? przyktad wersora v € R* takiego, ze <(u,v) = %.

Zadanie 11. Rozwazmy przestrzen Rlz| z iloczynem skalarnym (p, q fo
a) Oblicz (z*,—1) , ||z + 1]| oraz cos ¥(z + 1,z — 1).
b) Znajdz niezerowy wielomian mozliwie najnizszego stopnia nalezgcy do <lin{x -1, $2}>

¢) Dobierz a € R tak, by wielomiany p(x) = 3z*+azx—1, q(x) = 22*+6x—1 byly ortogonalne.

Zadanie 12. Rozwazmy przestrzen R-liniowq V (ze standardowym iloczynem skalarnym, jesli nie
podano inaczej) i jej podprzestrzen liniowg U C V. Sprawdz, ze w € U+,

a) V=R, U={Bx—y,x+2y+220—2z22z+4z2), v,y,2,w € R}, w=(2,1,-3,-1)
b) V =C([-m,7],R), U =1lin{l,2?% 3(e* + ¢ %),sin’z}, w = sinz
c)V=RU={(z,y,2): 20 =3y =52}, w=(4,-6,0)

d) V=R, U={(z,y,2,t): +y=0,2+t=0}, w=(0,0,1,-1)

e) V =C([0,2r],R), U = lin{1, cos 2x,sin 2z}, w = 2sinx — 3cosx

)V =Ryx] z iloczynem skalarnym (p, q fo r)dr, U =Ry[z], w = 62> — 6z + 1

Zadanie 13. a) Dana jest podprzestrzen W = {(x1, 29, 73,74) € R* 1 21 + 29 — 23 + 74 =
1 — To + 23 — x4 = 0} przestrzeni R*. Wyznacz baze przestrzeni W+,



b) Dana jest podprzestrzen W = lin{w; = (3,2,0,1, —4),wy = (1,2, —-2,0,1), w3 = (3,—2,6,—2,5)}
przestrzeni R®. Wyznacz baze przestrzeni W+.

Zadanie 14. Rozwazmy przestrzen liniowg R, [x] z iloczynem skalarnym (p,q) = Y., a;b;, gdzie
p=> 1oz, g=> 1 bx'. Wyznacz dopelnienia ortogonalne podprzestrzeni U i W.

U={f€Ralt]: (1) =0} W ={feRy[a]: deg(f) — parzysty}

Zadanie 15. Uzasadnij, ze B jest bazq ortogonalng przestrzeni V i wyznacz wspotrzedne wektora
v eV w tejze bazie.

a) V=R* B= (b =(1,-2),by = (12,6)), v = (1,3)

b) V=R B= (b1 =(3,12).bs = (12, 52)), v = (13,26)

137 13 137 13

c) V =Rslz| z iloczynem skalarnym (p,q) = aa; + (b — ¢)(by — ¢1) + (2¢ — b)(2¢1 — by) + ddy,
gdzie p(x) = ax® + bx* + cx + d, q(v) = ay23 + byx? + c1x + dj,
B = (bi(z) =2,ba(z) =z + 22, b3(x) = x + 227, by(z) = 32%), v(z) =2? —x + 1

d)V =R B= (b =(2,1,1,0),by = (0,1,-1,3),bs = (2,-5,1,2),by = (—11,2,20,6)),
v=(1,0,0,—1)

Zadanie 16. Rozwazmy przestrzen R, [z] z iloczynem skalarnym (p,q) = agb+ a1by + ... + ayby,
dla p = a,x" +...a1x + ag, ¢ = b,z 4+ ... 4+ bix + by.

a) Uzasadnij, ze baza standardowa B = (b1 =1,by=2x,...,b, = :v") jest ortonormalna.
b) Oblicz iloczyn skalarny wektoréw p = > +x — 1,q = 3z + 1 w przestrzeni Ry[x].

Zadanie 17. Korzystajoc z macierzy przejscia P = Pe_5 od bazy kanonicznej C do bazy ortonormalnej
B przestrzeni V', oblicz wspdtrzedne podanych wektoréw w bazie B.

(I) V :RQ; B: (bl = (%57%)7172 = (%7__51-))); v = (174)
b) V= Rg; B = (bl = \/Lg(la_la 1)ab2 = %(273:1)763 = \/L§<_4> 1’5))? V= (17 L, 1)

Zadanie 18. Metodg Grama-Schmidta dokonaj ortogonalizacji baz podanych przestrzeni euklidesowych
V', a nastepnie wskaz bazy ortonormalne.

a) V=R baza {u; = (1,-2,0),us = (5,5,1),u3 = (5,4,4)}
b) V =R3 baza {u; = (1,2,1),us = (—3,—4,—1),u3 = (—4,—7,0)}
c)V =lin{u; = (1,2,-2,1),uy = (1,1,0,2),u3 = (1,8,1,0)} Cc R*

d) V =Rylz], z iloczynem skalarnym (p,q) = p(—1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1),
baza {p1 = 1,ps = x, p3 = 2*}

e) V =lin{u; = (1,8,4),uy = (2,6,3)} C R?



)V =lin{fi =1, fo ==x, fs = 2%} C C([1,1],R) ziloczynem skalarnym (f, g) f f(z

g)V =R? baza {u; = (1,0),us = (0,1)} 2 iloczynem skalarnym (z,y) = [ L1 T2 ] [ g 421 1 [ 51 }
2

R)V =lin{fy = 1,fo = x4+ 1, f3 = |z|, fs = sinz} C C([1,1],R) z iloczynem skalarnym

g) = [, f(@)g(x)dz
i) V =Ryx], 2 iloczynem skalarnym (p,q f p(x)g(x)dx, baza {p1 = 1,ps = x,p3 = 2*}

Zadanie 19. Podane uktady wektorow uzupetnij do bazy ortogonalnej przestrzeni V.
a) V=R v = (1,4,—1),vo = (2,—1,—1)
b) V=R v =(1,1,1,0),v5 = (0,1,—1,1)

c) V = Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = (azx* + bx + ¢, a12* + byx + ¢1) = aa; + bby + ccy,
V1 = 2¢ + 1

d)V:{(x,y,z,t)G]R“: $+y:y—|—Z:t}CR4, ’U1:(3,2,3,5)

Zadanie 20. Wyznacz baze ortnornormalng B' przestrzeni euklidesowej V' i podaj wspdtrzedne
wektora v € V' w tejze bazie.

a) V={(r,y,z,w) ER*: do — 2 =2y — 32+ 2w =0} CR*, v =(1,1,4,5)

b) V = Ra[z] z iloczynem skalarnym (p,q fo zr)dr, v=1x

c) V = My(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = tr(ABT), v = { ; _g ]

d) V = Ry|z] 2z iloczynem skalarnym (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2), v=2*>+z + 1

3 Projekcje ortogonalne
UWAGA: Jesli nie podano inaczej, w przestrzeni R" rozpatrujemy standardowy iloczyn skalarny.

Zadanie 21. Dana jest podprzestrzen U C V przestrzeni euklidesowej V. Wyznacz rzut ortogonalny
7y (v) wektora v € V' na podprzestrzen U.

a) V=R2 U to 0§ Oy; v=(7,4)
b) V =R2 U to prosta x = 3y, v = (—3,5)
¢) V=R U toprostal: £=—y=zv=(—4,5,0)

d)V =R3 U to prostal: x =2y =4z;v=(3,-2,1)



¢) V=R, U=lin{us = (1,1,-1,0),us = (0,2, —1,1),u3 = (3,5, —4,1)}; v = (3,2, 7,0)
)V =C0,1,R), U =lin{fus = + 1,up = & — 1}; v = 22

g) V =C(0,27],R), U = lin{u; = 1,uy = cosz}; v=uzx

BV =R, U=1linfu, = (1,1,1,1),us = (1,2,2,—1),u3 = (1,0,0,3)}, v = (4, —1,3,4)

i) V =TR3 z iloczynem skalarnym (x,y) = 2x1y; + Tays + T3y3 — T1Y3 — T3Y1,
U =lin{u; = (0,1,1),us = (0,0,1)}, v = (1,1,1)

PV =R, U={(z,y,2) eR®: 22—y +32 =0}, v=(1,1,1)

Zadanie 22. Wyznacz rzut ortogonalny my(v) wektora v € V' na podprzestrzen U, dla ktorej
wskazano baze ortogonalng B.

CL) V= RS; B = (bl = (57 _173)7b2 = (1727 _1))7 v= (]-7 L, 1)
b) V=R B= (e =(1,0,0,0,0),e5 = (0,0,1,0,0),e5 = (0,0,0,0,1)); v=(1,2,3,4,5)

¢) V=R, B= (b = (1,0,2,0),b = 55(2,2,-1,1)); v=(1,0,0,0)

d) V =C([0,27],R), B= (u; = sinz + cosz,up =sinz — cosz); v=ux

e) V =Ry[x] z iloczynem skalarnym (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2),
B=(bi=x—-1,bp=3"—-6z+1); v=1

f) vV =C([0,27],R), B = (b1 =sinx, by =sin2x,...,b, = sinnx); v=21x
Zadanie 23. Dana jest podprzestrzen liniowa U przestrzeni R>.
U={(z,y,2,t,u) ER>: 2+ y+22=0A 2+ 2+t+2u=0}

a) Wyznacz baze U.

b) Metodg Grama-Schmidta dokonaj ortogonalizacji tejze bazy.

c¢) Podaj baze ortonormalng.

d) Wyznacz wspotrzedne wektora p = (1,7, —4,1,1) w znalezionej bazie ortogonalnej.
e) Wyznacz rzut ortogonalny wektora v = (1,0,2,1,1) na podprzestrzen U.

3.1 DMacierze ortogonalne i izometrie liniowe

Zadanie 24. SprawdZ, ze podane macierze sq ortogonalne.

i3 Vo2 22
a)A:{g _Z} b) A= iﬁ iﬁ c) A=3 2 -1 2
5 5 2 2 2 2 -1




. 1 -1 -1 -1
cosa sina 0 1 -1 1 1
d) A= | —sina cosa 0 [, a € R ustalone e) A= 1 1 -1 1
0 01 1 1 1 -1
41 1
vy o
DA=| =% G %
0% %

Zadanie 25. Rozwazmy R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy endomorfizm ¢ : R? —
R? dany wzorem p(x,y) = (—x +y,y) jest izometrig liniowq?

Zadanie 26. a) Uzasadnij, ze macierz trojkgtna gorna (lub trdjkatna dolna) i ortogonalna jest
diagonalna.

b) Niech A bedzie macierzq ortogonalng, za$ B macierzq powstalq przez permutacje wierszy
macierzy A. Uzasadnij, ze B rowniez jest ortogonalna.

Zadanie 27 (Izometrie liniowe na ptaszczyznie). Nazwij przeksztatcenia ortogonalne pltaszczyzny
R?, reprezentowane przez macierz A. Okresl, czy sq to symetrie (wzgledem czeqo?) czy rotacje (o
jaki kqt?).

@A:{é?] WA={_32} WA:{&—E} WA:{_é—?]

@A:{gé] ﬁAZ{_gé} WA:{?_%} MA:[—g_é}

Zadanie 28. Wyznacz wspotrzedne punktu, ktory otrzymujemy poprzez zadany obrot.

a) obrot punktu P = (
b) obrot punktu P = (
c¢) obrot punktu P = (

v)

zegara (parzqc z gory

1,—2) o kgt § w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara
3,4) o kqt T w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara
5,2,60) o kqt m wokot osi Ox w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek

Zadanie 29. Rozwazamy w R? baze kanoniczng (ey, s, e3) i standardowy iloczyn skalarny. Dane
jest [ € End(R3) takie, ze f(e1) = e, f(ea) = es, f(es) = —ey. Czy f jest izometrig liniowg?
Jesli tak, podaj jakg.

Zadanie 30. a) Wyznacz macierz izometrii liniowej plaszczyzny R? bedgcej symetrig ortogonalng
wzgledem prostej y = 2.

b) Wyznacz macierz izometrii liniowej ptaszczyzny R? bedqceej symetrig ortogonalng wzgledem
prostej y = 3x.

c¢) Wyznacz macierz odpowiadajacq izometrii liniowej ¢ = @30po0p; plaszczyzny R?, gdzie o
jest obrotem (rotacja) o kqt 30° przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, o jest odbiciem (symetrig
ortogonalng) wzgledem prostej tworzqcej z dodatniq potosig Ox kat 120°, za$ @3 jest obrotem o
kgt 210° przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Zadanie 31. Dany jest punkt Py = (19, %0, 20) € R®. Podaj jego wspdtrzedne po dokonaniu obrotu

0 5 wokdt osi Ox, nastepnie obrotu o § wokdt osi Oy i kolejno obrotu o 3 wokdt osi Oz.

7



Zadanie 32. W R" rozwazamy standardowy iloczyn skalarny. Czy A € O(2) (A € O(3))? Jesli
tak, jakie przeksztatcenie liniowe plaszczyzny (przestrzeni) reprezentuje?

3 4 i 3 0 0 -1 -7 4 4
@A:é[ : 3} b)Azg[g _4} JA=| -1 0 0| @Aa=1| 4 1 8
0 -1 0 4 8 -1
1—1—\/7i —1 \/75—1 cos M sinp 0
) A=5|1-¥2 1 L2 f) A= | sinng —COS77 0 |, n€R ustalone
1 V2 1 0 —1
(-1 2 2 1 001
gg A=+ 2 -1 2 hA=| A :f] i) A= 100]
2 2 -1 2 2 010
Zadanie 33 (Obrot prostej na plaszczyznie). Wyznacz réwnanie prostej I powstatej przez obrot

prostej | o réwnaniv y = mx, m € R o kgt 7.

Zadanie 34. Wyznacz macierz rotacji w przestrzeni o kqt 6 wokot osi o kierunku w.

a) u= \/Lg(l, 1,1) oraz § = 2m

Zadanie 35. a) Dane jest f € End(R?) bedgce ztozeniem odbicia wzgledem prostej y =
rotacjq o kqt % i nastepnie z odbiciem wzgledem osi Oy. Wyznacz reprezentacje macierzowq f w
bazie kanonicznej. Czy f jest obrotem, czy odbiciem?

b) Zapisz macierz reprezentujacq p € End(R3), bedgce zioz’eniﬂn obrotu o kqt 5 wokdt osi Oy,
potem obrotu o kqt 5 wokdt osi Oz. Wyznacz obraz odcinka OF poprzez ¢, gdzie O = (0,0,0),
P=(1,1,1).

—t  t4+t* 1+t
1+t —t t+¢
t+t* 1+t —t

Zadanie 36. Uzasadnij, ze dla dowolnego t € R macierz A, = ﬁ

reprezentuje obrot. Wyznacz cosinus kgta obrotu oraz o$ obrotu.
Zadanie 37. Uzasadni, ze jesli A, B € SO(2), to wéwczas AB = BA.

Zadanie 38. W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym dane jest odwzorowanie
g € End(RY) takie, 7e g<(2,2,2,2)> — (4,0,0,0), g((2,0,2,2)) —(3,-1,1,1), g<(2,2,0,2)> —

(3,1,-1,1), g((2, 2,2, 0)) = (3,1,1,—1). Czy g jest przeksztatceniem ortogonalnym?

Zadanie 39. a) Rozwazmy przestrzen V = R, [z]| z iloczynem skalarnym (p,q) = f p(x)q(x)dx
oraz odwzorowania fi, f; € End(V) dane fi(p(z)) = p(—z) oraz fo(p(x)) = x"p(: ) dlap e V.
Czy sq to przeksztatcenia ortogonalne?

b) Czy f1 i fo sq przeksztatceniami ortogonalnymi, jesli w przestrzeni R, [x] rozwazymy iloczyn
skalarny (p,q) = > 1, a;b;, dla p(z) = ag+ a1z + ... ap2", q(x) = by + bz + ... bya™ ?

Zadanie 40. Wykorzystujgc rotacje Givensa, skonstruuj baze ortonormalng przestrzeni R,
zawierajgcq dany wersor x.

0)zr=14(-1,2,0,-2) br=-(5-13) cr=L(111) dz=1(304)

e) x = \/%(6, —-1,3)



Odpowiedzi
1. a) b), f), i) 1), m), n), r)nie «¢),d)e), g),h),ij)k)o)p)q)tak 2. a)13 b)0 ¢)

—37 d)e— g(e ~1) ¢)3 5. a)Vvbd )3T )1 d)V3 6. ||v|| =17
7. a) arccos \/2—4 b) arccos \/% ¢) arccos(—1) 8. 1—5u 9. b),¢),d), e)sq
ortogonalne 10. a)a=-2b=2 b)v=(v1,v,—01,04) takie, ze 207 + v; + v = 4,

np. v=(1,1,-1,1) ¢) v = 1(v6,V6,V6,V56) 11. a) (2%, -1) = =% , [z + 1| = ﬁ
cos(z+1l,x—1)=—-2 b)502?-522+9 cla=—g  13. a){(1,0,0,0),(0,1,~1,1)}
b){(-1,2,1,0,0),(3,-1,0,1,0),(=2,1,0,0,1)}  14. U+ =lin{l+z+... 42"} - wiclomiany,
ktorych wszystkie wspotczynniki sq takie same, Wt - wielomiany stopnia nieparzystego 15. a)

v= (=13 b)v=(292) c)v=(3,-3,2,005 d)v=(3-2,0,—5)5 16. 1 17.
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o= (5 2 bu=(L, 5 2y 18 0) {Z(1,-2,0), A (6,3,1), A(~2,~L,3)}
b) {5(1,2,1), 75(=1,0,1), =(1,~1,1)} c){%(l,?,—?,l),f( 10.1,3) 7o (—2.5, 15— 35
d) {5 5050 =D o) {5(1.8,4),5(20,-2,-1)}  f) {@\[ %( -3 9
{(1,0), \/g(—l,—%)} h) {\%, 32,v6(|z] — 3, (smx—3(sml—cosl) )}, gdzie a = 1+

127811&2 i) {1,v/3(22 — 1),v/5(62% — 62 + 1)} 19. a)vs=v1 xvy=(—-6,-3,-9) b)
vy = (10,1,1),1)4:—(1 —-1,0,1)  ¢) vy = —2x+F,u3 = 2?  d) v, = 2(7,-11,7,—4)
20. o) B = {5(0,1,0,-1), 4=(1,3,4,3)}, v = (=2v2, ) b) B = {1,V3(2z -
1D,6v5( — o+ D}, v @,%?ow o8 =1 ol[o o] |1 o]0 ]re-
(1,5,2,=3)s  d) B' = {F, 5z -1), \1[(3;1:2—6:134—1)}, v = (35 u5 5B 21. a)
(0,4) ) £(6,18) ¢) (

( . __g,lg,—g) d) 2(4,2,1) , g §£10,9, 19,1)  f)az—3 19) T h)
3(5,3,3,9) 1) (0,1,0) ) =(3,9,1) 22 a) (3,15 15 b) (1,0,3,0,5) ¢) £(3,2,1,1)
d) —2sinz  e) 0 f) —2wsinz — wsin2z — 2wsin3zw — ... — 2fsmmc 23.  a) baza
{bp = (1,1,-1,0,0),b = (0,2,—1,1,0),b3 = (0,4,—2,0,1,)}  b) baza ortogonalna C = {c; =
(1,1,-1,0,0),¢0 = (—1,1,0,1,0),c5 = (— §,§,O %,1)} ¢) baza ortonormalna C' = {c| =
%01,0’2 = \/Lgc%cg = \/%03} d)p=4%1c e) m(v)=35(-5-17,11,12,-9) 25. nie
27. a) identyczno$é  b) odbicie wzgledem osi Oy ¢) odbicie wzgledem osi Ox  d) obrét o
kgt 180°  e) odbicie wzgledem prostej y = x  f) obrét o kat 90° zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara  g) obrot o kgt 90° przeciwnie do ruchu wskazowek zegara  h) odbicie wzgledem prostej
y=—x 28. a) (343, \/73—1) b)(4,-3) ¢)(5,—2,—60) 29. dzometria liniowa,
Aozenie obrotu o kgt 3 wokdt prostej o kierunku v = (1,—1,1) i odbicia wzgledem plaszczyzny
prostopadtej do v 30. a): { _i ;l ] b) & { _;l i} c) i { \/1 \_/;} 31.
(ﬁ(ﬁo + 10 + V620), ﬁi(\/gxo + V350 — V2%), \%(—xo + 4o)) 32. a) obrdt o kqt 210°
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara  b) odbicie wzgledem y = %x c) ztozenie obrotu o kqt
—% wokot prostej o kierunku v = (1,1,1) 7 odbicia wzgledem ptaszczyzny prostopadtej do v d)
obrot o kqt m wokdt prostej o kierunku v = (1,2,2) e) obrdt o kgt arccos 2+\f wokot prostej o
kierunku v = (v2+1,—1,1)  f) obrot o kat ™ wokdt prostej o kierunku v = (sm n, —1 —cosn,0)
g) obrot o kgt m wokdt prostej o kierunku v = (1,1,1) h) obrét w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara o kqt 2w i) obrot o kgt 2w wokdt prostej o kierunku v = (1,1,1) 33.



m+Dzx+(m—-1)y=0 34. a)

o = O
_ o O

% zgodnie z ruchem wskazowek zegara

b)

”l&”l& o © o

36.
40. a)
L _(~15,3,26)
-1,3),

OP', gdzie P' = (—1,/2,0) cosf =

a), b) fi i fo sq ortogonalne

b) —=(5,-1,3), 5=(1,5,0),
1(—4,0,3)

5(3,0,4),(0,1,0),

\/263
e) \/E( )

10

1(~1,2,0,
) 5011, 3(-V2 V2,0, J5(~
1

;{ﬁ—
1 V3

}, rotacja o kgt

|
|§‘° |§ o

0 , obrazem odcinka OP jest odcinek
0

_1 1+4t+t2
T2 1t 38.

~2),(2, ;é,o 0), (0, 0,1,0> (

w
©

tak

v = (1,1,1)

“f

2 4
verave 0 5)
1,-1,2) d)

(1,6,0), 18,3, 37)
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