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Przestrzenie unitarne

1 Macierze hermitowskie, unitarne i normalne

Zadanie 1. Dla danych macierzy A wyznacz macierz A*.
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Zadanie 2. Czy podane macierze sq hermitowskie? Czy sq unitarne?
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Zadanie 3. Niech A € M,(R) bedzie rzeczywistq macierzq antysumetryczng. Uzasadnij ponize
stwierdzenia.

a) 1A jest hermitowska

b) Jesli istnieje v € V taki, ze A*v =0, to wowczas Av = 0.
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a) Sprawdz, ze A jest antyhermitowska.

b) Rozwazmy iloczyn skalarny (A, B) = tr(A*B). Oblicz norme macierzy A.

Zadanie 4. Dana jest macierz A = [

} € M,(C).
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Zadanie 5. Dana jest macierz A = { 94+ —3

} € M,(C).
a) Uzasadnij, zZe A jest hermitowska.

b) Sprawdz, ze wartosci wtasne A sq rzeczywiste.
c¢) Sprawdz, zZe wektory wtasne macierzy A odpowiadajgce réznym wartosciom wtasnym sq ortogonalne.

Zadanie 6. Dana jest macierz A € M, (C). Uzasadnij ponizsze stwierdzenia.

0) detd — det A

b) Jesli A jest hermitowska, to trA € R oraz detA € R.

b) A jest unitarna wtedy i tylko wtedy, gdy jej kolumny tworzq uktad ortonormalny w C™.
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Zadanie 7. Czy podane macierze s¢ normalne? A unitarne?
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Zadanie 8. Uzasadnij, ze macierz A jest unitarna wykazujgc, zZe zbior wierszy tej macierzy jest
uktadem ortonormalnym.
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2 Unitarna diagonalizacja

Zadanie 9. Dokonaj unitarnej diagonalizacji macierzy hermitowskiej A € M, (C). Wskaz macierz
unitarng U diagonalizujgcq A.
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Zadanie 10. Dokonaj ortogonalnej diagonalizacyi rzeczywistej macierzy symetrycznej A. Podaj
macierz ortogonalng @ diagonalizujgcq A.
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Zadanie 11. Dokonaj unitarnej diagonalizacji podanych macierzy normalnych / antyhermitowskich
A € M3(C). Podaj macierz unitarng U diagonalizujgeq A.
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Zadanie 12. a) Mowimy, Ze macierze diagonalizowalne Ay, ..., A, € M,(K) (endomorfizmy
diagonalizowalne 1, ..., ¢, € End(V)) sq¢ wspdlnie/réwnoczesnie diagonalizowalne, jesli
istnieje taka baza przestrzeni V., w ktorej wszystkie Ay, ..., A, sq diagonalne. Uzasadnij, zZe
macierze diagonalizowalne Ay, ..., A, € M,(K) sq wspdlnie diagonalizowalne wtedy i tylko wtedy

gdy Ay, ..., A, komutujg parami.

b) Dane sq macierze A = (1) ?},B:{é f} € My(R), gdzie a #b, a # 0,b#0. Czy A i

B komutuja? Czy sq diagonalizowalne?



Odpowiedzi
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wspdlnie diagonalizowalne (ani A, ani B nie jest diagonalizowalna)
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