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TEMAT: Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Ny =NuU {0}

7 zbior liczb catkowitych
Q zbior liczb wymiernych
R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegdtowy (maly) istnieje
= 1stnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as, ..., @m, @mi1,-..,a, to dowolny ciag liczb.

Sume ay + as + ... + a, oznaczamy symbolem Y | a;. Symbol ¢ to wskaznik sumowania
lub indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, zas$ n to gérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci
agtas+...4+a,=(ag+as+ ...+ ay) + (Qpni1 + amao + ... + a,) oraz
clay +ag+ ...+ a,) =ca; +cag + ...+ cay, czyli

n m n n n
E a; = E a; + g a;, c E a; = g ca;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m-+1
Przyktad 1.1.1. 330 i =1+2+3+4+5+6=21
9 i 5
Yisms=ctstitnta
)n+1

S (B =l ()= e

[SIE

[SIES

HNoczyn ay-as-. . .- ap_1 - a, oznaczamy symbolem [['_, a;,. Symbol ¢ to wskaznik iloczynu,
m to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gérny wskaznik iloczynu.



Przyktad 1.1.2. [[_,(9—j)=9-8-7-6-5-4-3
[M,i=1-2-3-...-(~1)-n=n!

z-r-..ox=[[
e

n razy

1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci
Niech A bedzie zbiorem niepustym.

Definicja 1.2.1. Dowolng funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem wewnetrznym w
zbiorze A. Wartos¢ funkcji h(a, b) € A nazywamy wynikiem dziatania dla pary argumentow
a,b e A.

Przyktlad 1.2.2. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w N.
iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q.

Wilasnosci dziatlain wewnetrznych

Definicja 1.2.3. Niech x: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym.
i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b € A axb="bxa.
ii) Dzialanie % nazywamy tgcznym, jesli Va,b,c € A (axb)xc=ax (bx*c).

iii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania *, jesli
Vace A axe=exa=a.

Przyklad 1.2.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym lacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym.

ii) Mnozenie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym w R* = R\ {0}. 1
jest elementem neutralnym.

Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja eq, e € A bedace elementami neutralnymi w A. Wowczas
€y = €1 %xey =eq. L]

Przyklad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior.
i) Zbior pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X ), U).
ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N).

Definicja 1.2.7. Niech * : A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym, posiadajacym
element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o’ € A taki, ze a x a’ =
a' x a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dzialania x.



Przyktad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5
(tzw. element przeciwny).

ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest % (tzw. element odwrotny).

iii) W (R, o), gdzie x o y = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do x jest —2 — x.

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dziatanie wewnetrzne jest taczne oraz posiada element neutralny,
to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Dowdd. Rozwazmy zbior A z dziataniem tgcznym o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dzialania o. Niech @', a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowcezas

!/ " !/ "
aoa'=e = a"o(aocd)=a"oe

(alloa)oa/ :a//

eoa/:a//

/ "
a =a

U

1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, zas x : G x G — G dzialaniem wewnetrznym w G.
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, x) nazywamy pdtgrupq, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G,*) nazywamy monoidem, jezeli dziatanie jest laczne i posiada element
neutralny.

iii) Pare (G, *) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest laczne, posiada element neutralny
oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem x w G.

Jesli dodatkowo dziatanie x jest przemienne, to méwimy o pdtgrupie przemiennes,
monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyktad 1.3.2. Oznaczmy R* = R\ {0}.



(N7 +) (Z7 ) (Qv +) (Qv ) (R*> +) (R*7 )
wewnetrznosé v v v v nie v
—1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v v
przemiennosé v v v v v
el. neutralny brak v v v v
0¢N 1eZ 0eQ 1e@Q 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2:b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
b=1¢7Z d=-a€cQ a =1 o =1
nie dla a =0 Va € R*
potgrupa monoid grupa monoid grupa
przemienna  przemienny abelowa przemienny abelowa

Przyktad 1.3.3. Niech X = {1,2,4,...,2",...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to

bez el. neutr.

mnozenie liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?

Jesli a,b, c € X, to istnieja k,m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2*.

wewnetrzne
przemienne
taczne

el. neutralny

brak el. odwrotnego

aob=2".2m=2"t"m¢c A
@ob=2".2m =2ntm = gmitn — 9m. 9" — hoq

(aob)oc=2mtm.ok = gnitmik — gn.gm+tk — 40 (hoc)

e=25.s5€N) aoe=a & 2" =2" = s5=0,e=1€ X

aob=1&2"m=20 & m=-—n=m=-n¢Ng

Whniosek: monoid przemienny (tj. potgrupa przemienna z jedynka)

Definicja 1.3.4. Zespo6l (A, o,*) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dziatan wewnetrznych o: Ax A — A, % : Ax A — A nazywamy pierscieniem, jesli (4, o)
jest grupa abelowa, za$ dzialanie x jest laczne oraz rozdzielne wzgledem dziatania o, tzn.

Ya,b,c € A

4

(aob)xc=(axc)o(bxc) N cx(aob)=(cxa)o(cxb).



Pierécienn, w ktéorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
Y Y

jedynkqg lub z jednosciq. Pierdcien, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy

pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
e=0 zero e=1 jedynka
a' = —a element przeciwny a' =a ' element odwrotny
no=a+...+a, n €N at=a-...-a
—_——— —_——
n n
0-a=0 A =e=c=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) a"=at-...-a’
N , ———
m n

Definicja 1.3.5. Zespol (K, o, *) zlozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatan wewnetrznych o : K x K — K, x: K x K — K
nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,),
o (K \ {eo},*) jest grupa abelows,
e dzialanie * jest rozdzielne wzgledem dziatania o.
Zatem cialo to pierscien przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, =

0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa
odwracalne.

Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposob nastepujacy:
a -1
g::a*b , a,be K, b#0.

Przyktad 1.3.6. i) (R, +,-) cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciala
(R*,-) grupa multiplikatywna ciala
ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych
iii) (Z,+,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ Z)

iv) (Z/pZ,+p, ), gdzie pEN, p > 2
+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p



Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie cialem.

ot

Z/5Z to cialo

B o = o T
— O W NN
N = O = W W
W N = O
O OO O OO
=~ W N~ Ol
W = =N O
N =~ = W OoOlWw
=N W O

= w N = OO
=W N~ Olx

W~

7, /A7 nie jest cialem

W R ot on W =

W N = OO
O W N =
— O W NN
N — O W W
W N R Ol
oS O O OO
W N = O
N O N O
=N W oW

Definicja 1.3.7. Niech (A, +,-) bedzie pierscieniem. FElementy a,b € A,a # 0,b # 0
nazywamy dzielnikami zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.3.8. W ciele nie ma dzielnikéw zera.

Dowdd. Niech (K,+,-) bedzie cialem oraz niech a,b € K. Zalozmy, ze a -b = 0 oraz
a#0. Jedli a # 0, to istnieje ! € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a' (a-b_(a'-a)-b=1-b=h.

Zatem b= 0. [

Przyklad 1.3.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala.

V(x1,91), (22,102) € R? (1, 91)+ (22, ¥2) = (21422, Y1+Y2), (T1,91) (T2, Y2) = (T1T2—Y1Y2, T1Y2+T2y1).

(C,+) jest grupa abelowa.

Dziatanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) €
R?, za$ elementem przeciwnym do (x1,y;) € R? jest (—x1, —y;) € R%

(C\ {(0,0)},-) jest grupa abelowa.
Dziatanie - jest wewnetrzne.
przemiennosé:
(2, 92) - (21, 91) = (w221 — Yay1, T2y1) = = (2122 — Y1y, T1y2 + T2y1) = (21, 41) - (22, 2)

6



tacznos¢: L =P
L= (a, b) ) [(951791) : (30272/2)] = (a, b) : ($1302 — Y1Y2, T1Y2 + 9021/1) =
= (aff1132 — ay1y2 — br1ys — broyr, axi1ys + axays + bxizo — bylyQ)
P =[(a,b) - (z1,91)] - (x2,92) = (az1 — byr, ays + bx1) - (22, 92) =
= (a1’1ﬂ72 — byrwo — ay1y — bx1yo, axiyr — by1y2 + ayiwo + bm19€2)
el. neutralny: e = (1,0)
V(z1,11) €R® (1,0) (z1,91) = (1 21— 0-y1, 1-y1 +0-21) = (21,%1)

el. odwrotny do (x1,41) # (0,0):
(rr) - (@0) = (1L0) (0= bynan +be) = (1,0) & [ 20 ][0 <[]

1 N
Y(z1,11) #(0,0) a= 55—, b= —"—"=
) 200 0= T e

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.
L = (a,b)-[(x1,y1)+(z2,y2)] = (@, b)-(x1422, y1+y2) = (az1+azs—by1 —bys, ays+ays+br1+bz,)
P =[(a,b) - (x1,y1)] + [(a,b) - (x2,92)] = (axy — by1, ayy + bx1) + (axy — bya, ays + bxs)

Definicja 1.3.10. Zdefiniowane powyzej cialo nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi.

Przyktad 1.3.11 (Struktura grupy na krzywej eliptycznej). Niech K = R lub K = C.
Krzywq eliptyczng nad ciatem K nazywamy krzywa zdefiniowana réwnaniem

y? = 23 + ax + b, gdzie a,b € K sa takie, ze 4a® + 27b* # 0.

Warunek ten zapewnia, iz krzywa nie ma punktéw osobliwych.

y? = 23 + 20z nad R y? = 23 — 20z nad R y? = 23+ 10 nad R



Oznaczmy
E(K)={(z,y) € K x K: y* =2+ ax + b} U {0},

gdzie O jest pewnym wyroznionym punktem, zwanym punktem w nieskoriczonosci.

W zbiorze E(K) mozna zdefiniowaé¢ operacje grupowa + ,dodawania” punktow, dla
ktorej O jest elementem neutralnym i taka, ze (F(K),+) jest grupa abelowa.

Niech A = (x1,11), B = (%2,y2) to dwa punkty ze zbioru E(K). Zdefinujemy dzialanie
+: E(K) x E(K) — E(K) w opisany nizej sposob.

. A+O=A O+B=B8B

2. Jesli 1 = x9 oraz y; = —y1, wowczas A+ B = O.
3x%+a - A—RB
. 2y1 ! B
3. W pozostatych przypadkach obliczamy \ = :
Yi1—y2 . A 7é B
T1—T2

Wowcezas A+ B = C = (x3,y3), gdzie 13 = A2 — 11 — 15 oraz y3 = —\w3 — v, dla
v =1 — 1.

W przypadku gdy A # B oraz x; # z5 dodawanie punktéw mozna opisa¢ geometrycznie
w nastepujacy sposob.

Wyznaczmy prosta [ przechodzaca przez punkty A i B. Mozna wykazaé, ze wowczas
prosta [ przecina krzywa w doktadnie trzech punktach A, B oraz D = (x4,y4), gdzie
x5 = A2 — 2, — x5 oraz y3 = \x3 + v, dla v = y; — A\zr;. Inaczej méwige x4 = 3 zas

Ys = —Ys.

Krzywe eliptyczne znajduja zastosowanie w kryptografii. Wiecej informacji mozna
znalez¢ tutaj lub tutaj.



