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TEMAT: Dziatania i wybrane struktury algebraiczne

1.1 Notacja
Przyjmujemy nastepujaca notacje.

N={1,2,3,...} zbior liczb naturalnych

Ny =NuU {0}

Z zbior liczb calkowitych b= U 2) < £ <) ij
Q zbior liczb wymiernych /004\7) - ,{(?‘ @. 0

R zbior liczb rzeczywistych

Oznaczenia kwantyfikatorow

vV  kwantyfikator ogolny (duzy) dla kazdego
3 kwantyfikator szczegoltowy (maly) istnieje
= 1stnieje doktadnie jeden

Symbol sumy i iloczynu

Niech n € N oraz niech ay,as, ..., 0mn, @ni1,-..,a, to dowolny ciag liczb.

Sume ay + az + ... + a, oznaczamy symbolem Y | a;. Symbol ¢ to wskaznik sumowania
lub indeks sumowania, m to dolna granica sumowania, zas$ n to gérna granica sumowania.

Zauwazmy ze dla dowolnego m € N, m < n oraz ¢ € R zachodza réwnosci A% A = A
agtas+...4+a,=(ag+as+ ...+ ay) + (Qpni1 + amao + ... + a,) oraz
Ao (M) IR

clay +ag+ ...+ a,) =ca; +cag + ...+ cay, czyli
Zai:Zai—k Z a;, cZai:ani. AL’/A“Ay{ (74‘\%1)45/3
i1 i1 i1 i1 m(Ab

i=m+1

Prgzyklad 1.1.1. Z 11_ 1+2+34+4+5+6=21 - {(M\ <<l A%ab
Zz51+2__+ T3 +10+11 it ‘1@}
o () =143+t (@) = = B
HNoczyn ay-as-. . .- ap_1 - a, oznaczamy symbolem [ ], a;,. Symbol i to wskaznik iloczynu,

m to dolny wskaznik iloczynu, zas n to gérny wskaznik iloczynu.
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Przyklad 1.1.2. H?:o(9—j):9-8-7-6-5-4-3
M ,i=1-2-3-....(=1)-n=n

z-r-..ox=[[
n razy
. . .. . M
1.2 Dzialania wewnetrzne i ich wlasnosci Q/l/ n t+
Niech A bedzie zbiorem niepustym. (% N) |— ()A,()om) ﬁ\(yspﬁ) X+ AS

Definicja 1.2.1. Dowolng funkcje h : A x A — A nazywamy dziataniem WM—L
_zbiorze A. Wartos¢ funkcji i(a, b) € A nazywamy wynikiem dziatania dlapary argumentow
a,b e A.

Przyklad 1.2.2. i) Dodawanie jest dziataniem wewnetrznym w N.
ii) Odejmowanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w N. QQ ~ & - ‘6 ﬁf / ]\/

iii) Dodawanie nie jest dzialaniem wewnetrznym w R\ Q. Q@ oA ) _\/(/R>_ /\ 6@

Wilasnosci dzialarn wewnetrznych

™~ Y
(\)\W‘{ Definicja 1.2.3. Niech x: A x A — A bedzie dzialaniem wewnetrznym. 0
o T
% i) Dziatanie x nazywamy przemiennym, jesli Va,b€ A axb="bxa. Nom'/\”\ \
K?&\ ¢ ARAR J $5a0
w

ii) Dzialanie * na\zywamy tacznym, jesli Va,b,c € A (a*xb)xc=ax (bxc). 01 N (o
M
(] 0
\ﬁiii) Element e € A nazywamy elementem neutralnym dziatania x, jesli

A = - mx\s x U
‘0\»*{’ (,NUU Vae A [axe exa=a, a\\e\cé\\)\) LQAf)’(C ;,Ovﬁ«Qq V@)
6\‘-0“ Przyklad 1.2.4. i) Dodawanie jest dzialaniem wewnetrznym tacznym i przemiennym
w R. 0 jest elementem neutralnym. €+ = O \Jac & 0+0O =0q =00
ii) Mnozenie jest dzialaniem wewngtrznym lacznym i przemiennym w R* = R \{0}. 1

jest elementem neutralnym. VO» ¢ QA’COB doh=A-a=a
‘ 0 Twierdzenie 1.2.5. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja eq, e € A bedace elementami neutralnymi w A. Wéwcezas
€y = €1 %xey =eq. L]

Przyklad 1.2.6. Niech X to dowolny zbior. ‘?QQ) 3 ()(> 2boio r

b W
V/)@f i) Zbior pusty @ jest elementem neutralnym w (P(X),U). o taAe 2
= b vom

boo\&\'nau W STV U | da
0A (010 ﬁ’@&@»
, posiadajacym

QU K=
qu ii) Zbior X jest elementem neutralnym w (P(X),N).
o =
\\//\t\Deﬁnicja 1.2.7. Niech * : A x A — A bedzie dziatlaniem wewnetrzny

P\(\ element neutralny e € A. Dla dowolnego a € A kazdy element o’ € A taki, ze a x a’ = Wion )
a’ * a = e, nazywamy elementem symetrycznym do a wzgledem dziatania .
| doo LN N~

A . 2
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Przyktad 1.2.8. i) W (R, +) elementem symetrycznym do 5 jest —5

tzw. element przeciwny). b
‘ /(\& " e L= -7
\R ii) W (R*,-) elementem symetrycznym do 5 jest % (tzw. element odwrotny).
\Q\\"Qo : A :
iii) W (R, o), gdzie x o y = x + y + 1, elementem neutralnym jest —1, za$ elementem
symetrycznym do x jest —2 — x. K fvent, | nig e EhAl Tt

L2 eeR A FxeR eox -
e=°¢ € €oxX =X e+ x +/ = _ -
2 X > e 1e R

Woraaun xR >Whaar  dgg X.Ze xor =€ => ><+><‘+1=—/1

Twierdzenie 1.2.9. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest laczne oraz posiada element neutralny. |
to kazdy element posiada co najwyzej jeden ele%ent symetryczxi}i_) Xz2=2-x
— TE A 2AL

%{i Rozwazmy zbiér A z dziataniem 190znxm.o. Niech e bedzie elementem neutralnym
dzia

ia o. Niech @/, a” to dwa elementy symetryczne do a € A. Wowcezas

aod =e = a"o(acd)=d"oe Qv
A
(alloa) Oa/ — a// d ) SU (m

eoa/:a//

] a=ad" Ct?\\‘> 65/\

1.3 Podstawowe struktury algebraiczne

Niech G bedzie zbiorem niepustym, za$ x : G x G — G dzialaniem wewnetrznym w G.

\
Definicja 1.3.1. i) Pare (G, x) nazywamy pdtgrupg, jezeli dziatanie jest taczne.

ii) Pare (G,*) nazywamy W, jezeli dziatanie jest taczne i posiada element

neutralny. /&75’\4 WA 2 - vwwwv\njm/\
C\“S iii) Pare (G, ) nazywamy grupg, jezeli dzialanie jest laczne, posiada element neutralny
/ oraz kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem x w G. NEWN/

Jesli dodatkowo dziatanie x jest przemienne, to méwimy o pdtgrupie przemiennes,
monoidzie przemiennym, grupie przemiennej (abelowej).

Przyktad 1.3.2. Oznaczmy R* =R\ {0}.

C/”/“ ,4 Clv Lo fo”?ﬁﬂfv(’a/ @quﬂ
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wewnetrznosé b v v v v nie v
/_iPLMU\%L NG ?OM_%W/\/ —1+1=0
0 ¢ R*
tacznosé v v v v \}/ v
o
przemiennosé v v v v ne ¢ v
3(5@4{«\”
ol neutralny brak v v v mam\« v
0¢N 1€eZ 0e€Q 1€Q 2{316,\,»@0\* 1 eR*
el. symetryczny brak v brak v
2-b=1 a+a =0 a-a =1 a-a =1
bz%%Z a=—-a€Q a’:% a’:%
nie dla a =0 \ Va € R*
NE Stne o |
potgrupa monoid monoid /N grupa
przemienna  przemienny przemienny R504™ ¢ abelowa
bez el. neutr. wIN e et

2 A

Przyktad 1.3.3. Niech X = {1,2,4,...,2",...}, n € Ny = NU {0}, za$ dzialanie o to
mnozenie liczb. Czy (X, o) jest potgrupa/grupa (abelowa)?

Jedli a, b, c € X, to istniejg k, m,n € Ny takie, ze a = 2",b = 2™, ¢ = 2.
wewnetrzne aob=2".2Mm =2t ¢ A
przemienne @ob = 2".2™ = 2"tM = 2mtn — M . 9" — phogq
laczne  (aob)oc=2mtm. ok = gntmtk — on om+k — 40 (hoc)
el. neutralny e=2%seN; aoe=a & 2" =2" = s=0,e=1€ X
brak el. odwrotnego aob=1<< 2" =20 & m=-n = m=-n¢N,

Whniosek: monoid przemienny (tj. potgrupa przemienna z jedynka)

Definicja 1.3.4. Zespol (A, o, %) zlozony z niepustego zbioru A i okreslonych w nim
dziatan wewnetrznych o: Ax A — A, % : Ax A — A nazywamy pierscieniem, jesli (4, o)

jest grupa abelowa, zas dzialanie x jes%gzne oraz rozdzielne dem dziatania o, tzn.
/ SN
Va,b,ce A (aob)xc=(axc)o(bxc) A cx(aob)= (cxa)o(cxb).
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