Pierécienn, w ktéorym dziatanie * posiada element neutralny, nazywamy pierscieniem z
jedynkqg lub z jednosciq. Pierdcieri, w ktorym dziatanie * jest przemienne, nazywamy
pierscieniem przemiennym lub komutatywnym.

Notacja addytywna Notacja multiplikatywna
g+, : .
‘ | o/+ dodawanie % /- mnozenie
a+b suma a-b iloczyn
€o = e= ZEero €. - e=1 jedynka
a' = —a element przeciwny a’ =a"' element odwrotny
no=a+...+a, n €N at=a-...-a
—_——— —_——
n n
0-a=0 A =e=c=1
meZm<0 ma=(—a)+...+(—a) a"=at-...-a’
N , N———
m n

Definicja 1.3.5. Zespot (K, o, %) ztozony ze zbioru K zawierajacego co najmniej dwa
elementy i okreslonych w nim dziatan wewnetrznych o: K x K — K, x: K x K — K

. o L. — ———
nazywamy ciatem, jesli

e (K, o) jest grupa abelowa (z elementem neutralnym e,), f—
(K ) ( ) wny. 1T LD
o (K \ {eo},*) jest grupa abelowa,
e dzialanie x jest rozdzielne wzgledem dzialania o.
Zatem cialo to pierScien przemienny z jedynka (rézna od zera, tj. 1 = e, # e, =
0), w ktorym wszystkie niezerowe (tj. rozne od elementu neutralnego e,) elementy sa

odwracalne. e
E'm‘xm'%m;/]:ek ©
Zatem w ciele mozna zdefiniowaé operacje dzielenia w sposéb nastepujacy:

%::a*b_l, a,be K, b#0.

Przyktad 1.3.6. 1) (R,+,") cialo liczb rzeczywistych
(R, +) grupa addytywna ciala
(R*,-) grupa multiplikatywna ciala
ii) (Q,+,-) ciato liczb wymiernych
iii) (Z,+,-) piericieri przemienny z jedynka, ale nie cialo (bowiem np. 271 ¢ Z)

i) (Z/pZ,+p, ), gdzie p N, p > 2
+p, -p dodawanie i mnozenie modulo p



Jesli p to liczba pierwsza, to Z/pZ jest cialem (tzw. cialo reszt modulo p). Jesli p
nie jest liczba pierwsza, to Z/pZ jest pierscieniem, ale nie cialem.

+510 1 2 3 4 5
0101 2 3 4 &
. 111 2 3 40 N
Z/5Z to ciato 91234 01 5
313401 2 3
414 01 2 3 4
A
+4/0 1 2 3 .
001 2 3
Z/AZ nie jest ciatem 111230
212 3 01
313 01 2

Definicja 1.3.7. Niech (A,+,-) bedzie pierscieniem. FElementy a,b € A,a # 0,b # 0
nazywamy dzielnikami zera, jesli a - b = 0.

Uwaga 1.3.8. W ciele nie ma dzielnikow zera.

Dowdd. Niech (K,+,-) bedzie cialem oraz niech a,b € K. Zalozmy, ze a -b = 0 oraz
a#0. Jedli a # 0, to istnieje a=! € K. Otrzymujemy

0O=a'-0=a' (a-b_(a'-a)-b=1-b=h.

Zatem b= 0. [

- walYwvg R xR,
Przyklad 1.3.9. Sprawdz, ze zbiér R? wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
ponizej ma strukture ciala. -

Y(x1, 1), (T2,12) € R? (w1, 91)+ (22, 12) = (x1+x2,y1+y2), (21, Y1) (22, y2) = (T1Z2—Y1 Y2, T1Y2+T2t1).

(C,+) jest grupa abelowa. ’_IQ‘(M 1 Y1)

Dziatanie + jest wewnetrzne, taczne, przemienne. Elementem neutralnym jest (0,0) €
R?, za$ elementem przeciwnym do (x1,y;) € R? jest (—xy, —y;) € R%

(C\ {(0,0)},-) jest grupa abelowa.
Dziatanie - jest wewnetrzne.
przemiennosé:
(w2, 92) - (21, 91) = (2221 — Yoy, Tay1) = = (2122 — Y1y2, T1y2 + 22p1) = (21, 51) - (22, 72)

6



tacznos¢: L =P

L= (a, b) : [(whyl) ’ (30272/2)] = (a, b) : ($1302 — Y1Y2, T1Y2 + 9021/1) =

= (az179 — ayr1y2 — bx1ys — broyy, ax1ys + axayy + br1x2 — by1Yy2)

P ={[(a;b) - (x1,51)] - (w2, 42) = (a1 — byr, ayr + bxy) - (22, 42) =

= (a1’1ﬂ72 — by1xa — ay1ys — bx1Ye, aT1yy — by1ys + ay1z2 + bm19€2)
el. neutralny: e = (1,0)

V(zy,y) € R? (1,0)- (a,91) = (121 = 0-y1,1-y1 +0-21) = (21, 41)

el. odwrotny do (z1,y1) # (0,0):

(w1,91) - (a,b) = (1,0) & (ax; — byy, ay; + bry) = (1,0) < {Z _;jl } ' { Z} - {(ﬂ

x1 Y1
Y(z1,11) #(0,0) a= 55—, b= —"—"=
(@m) £ 0.0) a=Hrm b=

Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +, bowiem L = P.
L = (a,b)-[(x1,y1)+(z2,y2)] = (@, b)-(x1422, y1+y2) = (az1+azs—by1 —bys, ays+ays+br1+bz,)
P =[(a,b) - (x1,y1)] + [(a,b) - (x2,92)] = (axy — by1, ayy + bx1) + (axy — bya, ays + bxs)

Definicja 1.3.10. Zdefiniowane powyzej ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
symbolem C. Elementy tego ciata nazywamy liczbami zespolonymi.

Nitomo W 1A w4 y

Przyktad 1.3.11 (Struktura grupy na krzywej eliptycznej). Niech K = R lub K = C.
Krzywq eliptyczng nad ciatem K nazywamy krzywa zdefiniowana réwnaniem
y? =a® +ax + b, gdzie a,b € K sy takie, ze 4a® + 27b* # 0.

Warunek ten zapewnia, iz krzywa nie ma punktéw osobliwych.

y? = 23 + 20z nad R y? = 23 — 20z nad R y? = 23+ 10 nad R



Oznaczmy
E(K)={(z,y) € K x K: y* =2+ ax + b} U {0},

gdzie O jest pewnym wyroznionym punktem, zwanym punktem w nieskonczonosci.

W zbiorze E(K) mozna zdefiniowaé operacje grupowa + ,dodawania”’ punktow, dla
ktorej O jest elementem neutralnym i taka, ze (F(K),+) jest grupa abelowa.

Niech A = (x1,11), B = (%2,y2) to dwa punkty ze zbioru E(K). Zdefinujemy dzialanie
+: E(K) x E(K) — E(K) w opisany nizej sposob.

. A+O=A O+B=B8B

2. Jesli 1 = x9 oraz y; = —y1, wowczas A+ B = O.
3x%+a - A—RB
. 2y1 ! B
3. W pozostatych przypadkach obliczamy A = :
Yi1—y2 . A 7é B
T1—T2

Wowcezas A+ B = C = (x3,y3), gdzie 3 = A2 — 11 — 13 oraz y3 = —\w3 — v, dla
v =1 — 1.

W przypadku gdy A # B oraz x; # r5 dodawanie punktéw mozna opisa¢ geometrycznie
w nastepujacy sposob.

Wyznaczmy prosta [ przechodzaca przez punkty A i B. Mozna wykazaé, ze wowczas
prosta [ przecina krzywa w doktadnie trzech punktach A, B oraz D = (x4,y4), gdzie
x5 = A2 — 2, — x5 oraz y3 = \r3 + v, dla v = y; — A\zr;. Inaczej moéwigc x4, = 3 zasd

Ys = —Ys.

Krzywe eliptyczne znajduja zastosowanie w kryptografii. Wiecej informacji mozna
znalez¢ tutaj lub tutaj.



Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 2
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Liczby zespolone

00mm plex numm be (/;?x//?’ )

2.1 Cialo liczb zespolonych

Ax—A=O ¢
Motywacja 2/)( = A K-2° 9

N «— Z —s Q — R % C
n—n n»—»% z—(x,0

x*A=0
X? — 2 = 0 réwnanie o wspotezynnikach z Q, jego rozwiazania £v/2 ¢ Q
Cwiczenie: Q(v2) = {a +bv/2: a,b € Q} jest cialem takim, 7e Q — Q(v/2) — R

X2 + 1 = 0 réwnanie o wspotczynnikach z R, jego rozwigzania +i nie naleza do R
RG@)={a+bi:abeR}=C

C cialo algebraicznie domkniete - tzn. rozwiazania rownan algebraicznych (wielomianowych) 3
o wspOtczynnikach z C naleza do C < 4 2 X —— (% o /

4 g ~

Zanurzenie R w C 0 /{ iR \(.(0\9
Niech Q =R x {0} = {(x,0) : z € R} C R%. Wowezas (Q,+,-) jest cialem.

wewnetrznosé: (1,0) 4 (22,0) = (21 + 22,0) € Q, (21,0) - (22,0) = (x122,0) € Q <0\

przemiennosé: (1,0) + (22,0) = (21 + 22,0) = (22 + x1,0) = (22,0) + (21,0)
(.Tl,O) . (.CEQ,O) = <x1$270) = (x233170) = ([L’g,O) . ($1,0>

lacznosé: [(21,0) + (x2,0)] + (23,0) = (21 + 22 + 23,0) = (x1,0) + [(22,0) + (x3,0)]
[(21,0) - (22,0)] - 73,0 = (212273, 0) = (21,0) - [(22,0) - (23,0)]

el. neutralne: (0,0) dla dodawania oraz (1,0) dla mnozenia
1

el. symetryczne do (z1,0): (—21,0) wzgledem +, (5-,0) wzgledem -
rozdzielnosé: [(1,0) + (x2,0)] - (23,0) = (21 + x2,0) - (23,0) = ((x1 + x2)23,0) =
= (212 + 3 + 2223,0) = [(21,0) - (23, 0)] + [(2,0) - (23,0)]

Niech h: R — Q, h(z) = (2,0). Jest to zanurzenie, czyli bijekcja taka, ze

h(xy + x2) = h(x1) + h(zg) oraz h(xy - x2) = h(z1) - h(z2). <— 2g50dnce 4 oz g
Utozsamiamy zbiory R oraz (2 i piszemy x zamiast h(z). My |-
K _—




(-1.9) = -4

\/\/) (O /\ (0'0'4 /l} 0- /IJ(O /Ig (X/IlM/I)O (\H\'Vz ) ::()(4\6((\jﬂ‘jt) 53724 YZW)

2 _- ?=i.i=(0,1)-(01)=(~1,0) = —1
\) /\ ..)\ s

1\//\//@ CBZ:(E,y):($,O>+(O,y)=($,0)+$+Z'y ()(4//\_1/')‘(’,LO/ I

v

;l\y

Zdefiniujmy i := (0, 1) tzw. ]ednostka urojona. Wowczas .
oW . €=U 10) =

1

?
Posta¢ z = x +iy, gdzie x,y, € R to tzw. postaé kanoniczna (algebraiczna, Gaussa) liczby = ()gl A~
zespolonej. Liczbe z € R nazywamy czeSciqg rzeczywistg liczby z i oznaczamy Rez. Liczbe «7 1
y € R nazywamy czescig urojong liczby z i oznaczamy Imz. Liczby postaci iy, y € R

nazywamy czysto urojonymi. M (\A) 1L UO I ) h (@ ) )5 0y JO’I” )
Tz = = (% /
1 )

2 = 29 & (Rezl = Rez; A Im21 Ing)

Postac algebraiczna pozwala na dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jak wielomiandw
zmiennej i, przy warunku i? = —1. v

(z1,91) + (22, 92) = (21 + T2, 91 + Y2) (w1 +iy1) + (z2 + i) = (21 + 22) +i(y1 +42)

(x1,y1) - (X2, y2) = (x122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) (1 4 1v1) - (22 +4y2) = (1209 — y1y2) + i(T1y2 + T2y1)

Przyktad 2.1.1. (2+7i) — (4—2i) = =2+ 9i
’i,

(3—1i)- (243i) =6+ 9i — 2(— 32 = 9+ 7
- =

243i _ (24302450 _ 4+10i6i+15¢ _ —11416i _ 11 | 16, /H Qy 2 1y2
2-5i — (2-5i)(2+51) 4-252 29 20 T 29
N—— "
A +b-y

Uwaga 2.1.2. W ciele C nie mozna okresli¢ porzadku liniowego.
—_—

~l=i-i=(=i)- (=) 1=1-1=(-1)-(-1)

Utozsamiamy liczby zespolone z punktami na plaszczyznie lub wektorami zaczepionymi
w (0,0).

Plaszczyzna zespolona - geometryczny model ciata liczb zespolonych C

Aimz

Z1+Z5=(X1+X2) H(Y1tY2)
iy=0+iy @--------o--- pz=x+y 0 T
----------------- 5'22:X2+iy2
, — e o — P
X=x+i-0 Re 7 X1 Xo Xi+X2 | Re 7

10



&%= (xu/g) ()c-ug) Nt

“><Z+vz * le

Definicja 2.1.3. Niech z =2 +1wy € C, z,y € R.

—_—

%‘ = X“U = X‘o'/-\j

i) Liczbe zespolong w = x — iy nazywamy liczbg sprzezong do liczby z. Oznaczamy ja

z.

i) Liczbe rzeczywista /22 + y? nazywamy modutem liczby z. Oznaczamy ja |z|.
_—

AImz

Z=X+i
Y [froemmmrrremmnneenee g : y
E >
= Re z
|7 RN 3
Z=X+HY=X-1y

Almz

D Z=X+Hy
v
.\-
7
Y,
o -
X Re z

Twierdzenie 2.1.4 (Wtlasnosci liczb zespolonych). Niech z, 21, 2o € C. Wowezas prawdziwe

sa nastepujace réwnosci.

1) Re(21 -+ ZQ) = Re21 + REZQ, Im(21 + ZQ)

= Imz; 4+ Imzy

ii) Rez = 3(2+2), Imz=.(z—2)
i) (2) = 2 X =
iV) 21+22:§1+22, 21—22251—22, Z1 Z2—Zl 2’2 PN
_ /
iv) () =2, dlaz#£0 \*\\\\’\\
vi) o] = [ 2 = 7] \ —
- e
vil) z-z = |2]?
viii) Rez < |Rez| < |z|, Imz < |Imz| < |z|
ix) |21 - 22| = |21] - 2]
X) |21 + 20| < |z1| 4+ |22] (nier6wnosé trojkata) ‘|21| —|2al| < |21 — 20
Dowgd. vii) (z + iy)(x —iy) = 2* — i*y? = 2* + y? = |2|?
viil) Rez = 2 < |z] < /22 +y2 = |z|
def i
+ V) |z
) 1 = R‘el - R’e <§1+§2> - Re (zl—i-zg) + R (z1+22> S 217::,22 Z1ZEZ2 |Zl—|}22‘ +
|lezf|22| = |21 + 22| < a1] + [22]
|21] = |21 — 20+ 20| < |21 — 20|+ 22| A |22] = |za— 21+ 21| < |za— 21|+ 2] = ‘|le_|22’ <
‘21 — 22‘ |:|

11



XA ata d cd
/‘O L@(/bfarcznm Z-gx=x

2.2 Postaé trygonometryczna i wyktadnicza

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

2 2
Niech z = o + iy # 0. Wowczas z = |z| <|§—| —HIZ_I) Poniewaz, (%) + <|y—|> =1, wiec
istnieje kat ¢ taki, ze T ee——

z = |z|(cos p +isinp).

§imz 270 = |2z 0

x

) pZ=X+y [ cos@= A

o S VAL
5 sincp:% Qé%

) x
Dowolny taki kat nazywamy argumentem liczby z. Ten z argumentow liczby zespolonej,
ktory lezy w przedziale [0,27), nazywamy argumentem gtdwnym liczby z i oznaczamy
argz. Zatem dowolny argument liczby z ma posta¢ argz + 2k, k € Z. Przyjmujemy,
ze argument liczby z = 0 jest nieokreslony. Dowolna liczbe z € C,z # 0 mozemy
zatem przedstawi¢ w postaci z = |z|(cos ¢ F 78I ¢), gdzie ¢ to jeden z jej argumentow.
Powyzsze przedstawienie napz’vaanTy postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Gdy 21 # 0,20 # 0, 21 = |z1](cosa 4+ isinq), zo = |z3|(cos 5 + isin ), to wowczas
21 = 29 wtedy 1 tylko wtedy gdy |z1| = |22| oraz 5 = o + 2kn dla pewnego k € Z.

Przyklad 2.2.1. Przedstaw podane liczby w postaci trygonometryczne;j.

o 2= —i 0 +k1)-y 2= —\/27 — 3i _er *’i;>
2 =T7(1+ 0i) 2| = /02 + (-1)2 =1 12| = 2T+ 0=6 A 6

§ »z:l(O—l—(—l)-i) z:6<cjf‘gji)v

) cosp =0 cosp=—% < O
g U { sing = —1 ing=—-1 .
© sin <O
0 =0+ 2km ¢ =—2+2km ¢ = Lm+ 2k, keZ
argz =0 argz = %ﬂ' argz = %W =~ O‘avomj ary.,
= Qrgunnent Groy Vonc"i
z = T(cos0+isin0) —i=1(cos 3w+ isin 3m) —+/27 — 3i = 6(cos Im + isin %w)qj

——— _

12



Mnozenie i dzielenie liczb w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 2.2.2. Niech z = |z|(cos ¢ + isin ),

21 = |z1|(cosa +isina), zo = |z2|(cos f + isin ). Wowczas: 7 Z
i) z1-20 = |21] - [22] - (cos (a4 B) +isin(a + 3)), | o e
ii)—le (cos(a— ) + isin (a — B)), /2//2/ "20</
Q T~
. i) 2" = |z|" - (COSM_—l—isinngo) tzw. wzor de Motvre’a ’ ?l T

Dowdd. 1) zy - z9 = |z1] - |22|(cos a + i sin &) (cos B + i sin 5)

Cos S5
= |z1] - |22 ((cosacosﬂ — sin asin §) + i(sinozsj.uﬁficosoz )

~~ g

cos (a+p3) sin (a+p3)

ii) analogicznie
iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy 2% = z - z = |2|*(cos 2 + i sin 2¢).
Przeprowadzajac dowod indukcyjny, otrzymujemy teze. [

Przyktad 2.2.3. Przedstaw liczbe z = —sin {5 + i cos {5 W postaci trygonometrycznej.

METODA I: Poniewaz |z| = 1, zatem z = cosp + isinp dla pewnego ¢ € [0,2m).
cosp = —sin{5 <0
singp = cos 7; > 0

Na mocy wzordéw redli/fczfjr‘l;ygh o =5 + {5 oraz z = cos (g + %) + 4 sin (% + 1).

= ¢z II éwiartki

" at ~
METODAII:z:@inl—HCOSIO—_@.s %—l—zcosﬁ _z(cosm+zs1nm):

(cos%—kising) (cos + 4 sin 10) = cos (§+10 + i sin (§+

=

20

Przyklad 2.2.4. Oblicz (223)

O
m 1+2\/_—2< f>—2(cosﬂ+zsm3) 1—i = <‘[ \[):/Q(COS —I) +isin(—%))

1—J{_i\i/§ : COS(§+ )+Zsm(§ +§))> = \/§(COS( ) + ¢sin ( +%7r)) [/ﬂ; _,(,'_Zlm) j

'{L . 20 r'z 20 -
wtd (—“{’j{g) 2'9(cos (£2) + isin (114207T)) = 2'0 (cos (£7) +isin (7)) =
—
N =21 (cos (127 — 3) + dsin (127 — 3)) = 21 (cos T — isin ) = 21° (4 = i) =

=29(1 — /3i)

10/°

¢

oM

Twierdzenie 2.2.5 (Wlasnosci argumentu). Niech z, 21, 2o € C.
Wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) arg(z120) = argz; + argzs + 2k, k € Z (k=01ub k= —-1) @/3
-

1 7



ii) arg(Z) = argz — arges + 2km, k € Z (k=01lub k=-1)

iii) arg(z") =n-argz +2km, k € Z

iv) argz = 2w — argz, gdy argz # 0

Dowdd. iii) Na mocy i) dla n = 2 mamy arg(z?) = arg(z - z) = argz + argz + 2km =
2argz + 2km. Przeprowadzajac dowod indukeyjny, otrzymujemy teze.
v) z -z = |2?| oraz 0 = arg(|z?|) = argz + argz + 2k, skad argz = —27 —argz O

C 7 N _ ) — 3
‘Y/ Przyklad 2.2.6. argi = 5 arg(—1) == arg(—i) = 57 ' 1 j/—ﬁi_,

= (=1)-(—i) = argi =7 + 37+ 2km = 27 + 2k dla pewnego k € Z, tj. k= —

Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej Z = [ 4 / ( (o d(/ i Sm

Dla ¢ € R definiujemy|e’ = cos ¢ + isin .| Zatem dowolng liczbe zespolong z # 0 J <
mozna zapisa¢ w postaci z = |z|e'?, gdzié ¢ to pewien argument liczby 2. < /2/ ()
A d

Przyklad 2.2.7. a) €2’ = cos T +isin3 =0+1-7 =

b) €™ = cosm +isint =—-1+0-7i = e +1=0
g il A najpickniejszy wzér w matematyce

Twierdzenie 2.2.8. Niech «, f € R. Wowczas:

¢ilo+) — gio . i gilo—p) —
e

(efe)* :ei"ﬂ/dlakez, T

i)
i)

iii) el@+2km) = ¢ia dla k € Z,
)

—

ii

iv) e 0, | =1.

Dowdd. 1), ii), iii) Analogiczny jak dla wtasnosci dziatan na liczbach w postaci trygonometrycznej.
iv) Mamy |e™®| = |cosa + isinal = Vcos?a +sina = 1, zatem € = 0 & cosa =
sin a« = 0, co nie jest mozliwe, gdyz gdy cosa = 0, to sinae = £+1. [

Whiosek 2.2.9. Niech z = 7€’?, z; = 7€', 25 = r9¢”? beda liczbami zespolonymi w
postaci wyktadniczej. Wowezas:

1) 2129 = T1r2€i(a+ﬁ)7 21 - l(a /8)

z9 T
ii) 2% = rkete dla k € Z,

iii) z = re .

Dowdd. iii) Jeli argz = ¢, to argz = 21 — ¢, skad eV = 2%l = ¢ []

14



Z/bl)

Wzory Eulera
e’ = cos p + isin

e~ = cos (—p) +isin (—p) = cosp — isinp
Dodajac lub odejmujac stronami, otrzymujemy :

e 4 e

COS p = 5 ,

sin p =
Obroét o kat ¢
2z =re® €~

z - eiSD = rei(a+90)

-1

W

Przyktad 2.2.10. Rozwigz rownanie 23 = ()3,

Widzimy, ze z = 0 spetnia réwnanie.
=

e —e

2 ’

oo+ (' uawa.ch'\ A

p R

v =12/

7=zl - %

3

Zalozmy teraz, ze z £ U. Wowczas z = re'¥, dla pewnych r €

R,r > 0 oraz ¢ € R. Zatem
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Rozwiazaniami sa punkt z = 0 oraz polproste ¢ =

b ke{0,1,2,3,4,5)
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Podsumowujac, rozwigzaniami sa punkty nalezace do prostych y = 0, y = v/3z oraz

Yy = —/3z.
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2.3 Pierwiastkowanie, ro6wnania wielomianowe
m e
Il g'-w=0 /=& -io-0

Definicja 2.3.1. Kazdg liczbe z € C spetniajgca rownanie 2" = w, nazywamy pierwiastkiem
i

Pierwiastkowanie
Niech n € N, w € C beda ustalone.

n-tego stopnia z liczby w.

Przyklad 2.3.2. Rozwiaz rownanie

2% = 8 + 6i.
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I sposob: IT sposob: III sposob:
posta¢ wyktadnicza posta¢ algebraiczna postaé algebraiczna
2= 12l w=8+6i : iy =8+ 0 8+@—__+6z | -
|Z‘262w:w = 23 MJF?Z
Tt 2:8 = (3+1)* Z 2
lw| =10 \LJ) 2%+ 2zyi —y? =8+ 6i < v[7)+(<')
N 2 _ 2 _
w:8+62210(@+1@ {x y =38 2=3+iVz=-3—i
20y =
°C§—arcsm + 2km y#0 (gdy y =0, to 2 =z, 2% # 8 + 6i)
2" lzla“%’“”\-eb =35 2=
|z| \/10 y*+8y? —9=10, A =100 \9:-/
1 2 _ — = A CI—
l\x rb\u Y = arcsm S ¢k Y 1, y==+1 w B w = j
X = "h
z=+/1 ew’“,k‘e{o,l} z2=3+iVz=-3—1
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Twierdzenie 2.3.3. Jeslin € N, w € C\{0}, w = r(cos p+isin g), to wowczas rownanie d
2" = w posiada n réznych rozwigzan. Rozwigzania te maja postac _ SZ +2
o ok ok <77 q__2_+,:u77 = 2
[ ~-N=QO zk:{ﬁ<c08u+isinu), k=0,1,...,n—1.
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Dowdd. Niech z = p(cos o + isin ), wowczas

—-——

M= w & p"(cos_71_oz_+isinnoz) :Ci(cosga—i—isingo) &

. o .. _ pt2km
Otrzymujemy zj, = {/r(cos ay +isinay) , gdzie oy, = 2225, k=0, 1,.

Symbolem {/w i)znaczamy zbior wszystkich rozwiazan rownamﬂm/

Vw={ze€C:2"=w}={z2,2,...,20-1} P Fre;ua’aaf ko L

)

Przyklad 2.3.4. Rozwigz rownanie 2° = /8 — iv/24 — S5 PUciqzan
Niech z = p(cos a + isin ) oraz w = /8 — iv/24. 42’, Z,, e, %> Zy 5
Obliczamy |w| = v/32 = 4v/2, skad w = 4v/2(} — ¥37). Zatem
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2 =w & p°(cosbatisinba) = 4v/2(cos (—Z)+isin (%)) < { S0 = T+ 2k, ke {0,1,2,3,4)

‘/\/\M"" —————— 3

Stad p = V2, ap = — =% + 2kx oraz 2, = V/2(cos oy Fisinoy,) , gdzie k € {0,1,2,3,4}.
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Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej

Liczby 29, 21, ..., 2n—1 bedace rozwiazaniami rownania z" = w §imz
stanowia wierzchotki n-kata foremnego, wpisanego w koto o srodku |
z = 0 i promieniu /7. s (;L\K"‘
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Przyklad 2.3.5. Rozwiaz rownanie z* = (/3 —i)'2.

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2o, 21, 29, 23. Beda one wierzchotkami

kwadratu.

= (V3 1)3)4

Niech 2y = (v/3 — i) =33 - 9i — 33 +i = —8i.
Kolejne wierzchotki kwadratu otrzymujemy przez obrét o kat 7, co odpowiada mnozeniu

. ]
przez i = e'z.
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Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie réwnan w R i w C

w R

w C

V9=3
7. =N v/—1 nie istnieje
we\R N X~

_ A Y1 =1
Va2 = |z

Rownania wielomianowe

\/g = {_37 3}
\/__ = {_iv Z}

\AL/T: {_1717_

\/? = {_Zv Z}

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
W (z) = cpz™ + cn12" L+ ...+ 12 + co,

co,---,Cn € C,

i,i}

cn #0

z°%= 9
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Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) =

0.

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba z; € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W(z) = (z — z9) P(2).

Dowdd. Drzielac przez dwumian z — z, otrzymujemy W (z) = (z — 29) P(2) + const. Stad

Wi(z) =0 & W(z)=(z—z)P(z).

Niech k£ € N.
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