//—'—\ Z,tm'z/uxaz‘f\f\%

Przyklad 2.3.5. Rozwiaz rownanie z* = (/3 —i)'2. Zo . Z, ZLL s
%

Roéwnanie ma 4 rozwiazania 2, 21, 29, 23. Beda one wierzchotkami

kwadratu.

= (V3 1)3)4

Niech zp = (V3 = i)> =3V3—9i = 3V3+i= -8

Kolejlmmﬁi/k/vvadratu otrzymujemy przez obrét o kat 7, co odpowiada mnozeniu
przez i = €',

21=2001=8, z=2-1=8, w3=2z-1=—8

2

pAEE

il -
Zh /\ ' l -
o -ee T

Imz

\:éi ,\¢0

Uwaga 2.3.6. Rozwiazywanie réwnan w Riw C

677\ 607/@%1’04 w R w C

/ﬁ Vo =3 VO = {-3,3) —2 %= 9

— A V=T nie istniecje V—=1={-i,i} e ¢ A 2 ¢

w= N V=1 < PV ={-1,1,—i,4} 7
o NFET Re g

1
V X vV ,2,’2 = —Z’ z 'Z x>
R¢ 1 va’uf ¢ { @‘ —L
6wnania wielomianowe \ \= A

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej z stopnia n.
Wz)=cz" +cn12" P+ ... +caz+c, cy..ycn€C, ¢y #0

we\R N o

N

Definicja 2.3.7. Liczbe zy € C nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W (zy) =
0.

Twierdzenie 2.3.8 (Bézout). Liczba 2z, € C jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu
W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian P taki, ze W (z) = (z — z9) P(2).

Dowdd. Drzielac przez dwumian z — zg, otrzymujemy W (z) = (z — 29) P(2) + const. Stad
Wi(z)=0 & W(z)=(2—2)P(z). O

Niech k£ € N.
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Definicja 2.3.9. Liczbe 2y € C nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W, jezeli
istnieje wielomian P taki, ze W(2) = (2 — 20)*P(z) oraz P(z) # 0.
— e —

Przyklad 2.3.10. Niech W(z) = 23 — 22 — z + 1. Faktoryzujac, otrzymujemy W (z) =

P2z-1)—-(z-1)=c-1DGE*-1)=(z-1)2*z+1). ;\E \,ov‘w"“”‘“’(“

Zatem z = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym. oo Cgnn o

Twierdzenie 2.3.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony dodatniego
stopnia ma pierwiastek w C.

V¢ . |
Whiosek 2.3.12. Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma doktadnie n pierwiastkow w " » | ot to
C, liczac z krotnosciami. Ny thormia 4
Dowdd. Niech W bedzie wielomianem stopnia n oraz niech 2y, 25 ..., 2z, to jego wszystkie Zf/oi‘j
pierwiastki o krotnosciach kq, ks . . ., k,,, odpowiednio. Na mocy zasadniczego twierdzenia
algebry i twierdzenia Bézout otrzymujemy ki + ks ... + k,, = n oraz

V\W r
WE)=(E—2)" (z—2)2 . (z—zp)™. O nac, .-
—_— {f( nig

Trojmian kwadratowy az?+bz+c=0, abceC, a#0 nad. /R

Obliczamy A = b*> — 4ac € C oraz VA = {6, 6}.

Gdy A # 0, otrzymujemy dwa roézne pierwiastki zespolone z; = ’gag/,) Zy = ’;a@)

Gdy A = 0, otrzymujemy jeden pierwiastek podwojny z; = 2o = g—é’

Przyklad 2.3.13. Rozwigz réwnanie 22 + 2iz + 3 = 0. — 2V —4 -
Obliczamy A = 4i? — 12 = —16 = 1642, VA = {—44,4i}. Z/v = 7
Niech § = 4i, wowczas z; = —3i oraz zo = 1.

Wielomiany zmiennej zespolonej o wspoélczynnikach rzeczywistych

Niech k£ € N.

Twierdzenie 2.3.14. Niech W bedzie wielomianem zmiennej zespolonej o wspotczynnikach
rzeczywistych. Wowczas liczba zy € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba z, € C jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W.

Do}o’{l.d Niech W(z) = an2" + ap 12" ' + ... + a1z + ag, ag,...,a, € R, a, # 0.
Udowodnimy twierdzenie dla pierwiastkow jednokrotnych. Niech zy € C bedzie takie,
ze W(zp) = 0. Wowczas

~1 1
A2y + an—12y +...+a1z0+a =0 = ap2f +an12y  +...+azp+a =0

— _
= a2 +an—17y  + ...+ @z +a =0.

Poniewaz ay, = ay, zatem W (Z) = an(Z0)" + an_1(Z0)" 1 +... + @120 +ag=0. O
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Whiosek 2.3.15. Wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych, ma
przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

—Z
Przyklad 2.3.16. Rozwigz réwnanie 23 — 322 + 6z — 4 = 0. 4 (ﬂ \ ‘ [/) ‘/O
SER N DLO %12 4/ F3) - (’5) _3; ¢
0=(—1)(2=2e54) = (2 = D[(z = 1)* +3] = (e = [(z — 1)* = (V3i)’] =
=(z—1)(z—1—=3i)(z — 1+ V/3i)
rozwiazania z; = 1, 2z =1+ V3i, z3=1—+/3i, Zy = 23
e ANen—

Przyklad 2.3.17. Rozwiaz réwnanie 2% + (2 +i)2% + (7 + 20)2* + (12 + i)z + 6 = 0,

wiedzac, ze 23 = 2t jest jedn}%jego rozwigzan. ) Fégczvnmhﬂ,

\ Z s
YJ/(z—Zz z3+(2+3z)z +(1+61)z+32>:0 %
—(/4
(2 — 2i)( 22+(1+3i)z+3z’> — (2= 20)(z+ 1)2(2+3i) = 0
Zl—2i, 2’2:23:—1 24:—3Z

L\JQ 07/],7_,{ Z—

I'OZWladZEll’ll

Wzory Viete’a SO

Twierdzenie 2.3.18. Niech W € C[z], W(2) = 2" 4+ 12"t + ... + c12 + ¢, gdzie =2

¢, # 0 ma pierwiastki (niekoniecznie rozne) rq,...,r, € C. Wowczas
(1 CplT1+To+ ...+ = —Cp_ :
NAdL® 21 n( 1 2 n) n—1 ﬁukop\

Cn, |:(7"1’r’2 +rirs+ . )+ (rars +rorg + .o Frery) . F rn,lrn] = Cp_9 ("\7//1

J/OVO\V\(

Q\f» P e CpriTy ..y = (—=1)"co
iech W(z) =cp(z —r1)(z —r2) - ... (2 — ). Wymnazajac, otrzymujemy C‘Q’ZZ*CAZ +( ;0
W(z) = cn[(—l)"rlrg (D) g2 (D) s 2 OLBZ’VL)Z‘PC“’/O
F(=D)"tryrg 2 (T =Ty — )2 z"] O /’/\47:/:/1",
U c xpt ov

Przyktad 2.3.19. Wielomian W (z) = 228 —52?+cz—5, ¢ € R ma pierwiastek z; = 1—24.
Wyznacz pozostate pierwiastki oraz wartos¢ wspotczynnika c.
N(= )

Wielomian ma wspoélczynniki rzeczywiste, zatem zo = 1 + 21.

Oznaczmy a =2, b= —5, d = —5. 2, A= sTe ?/W?
Na mocy wzoréw Viete'a otrzymujemy!ﬂﬂ%— 23 =24 23 = %
Zatem z3 = s oraz W(3) =1 -2+ £-5=0 = c=12. CCZ ZA)(% Z&

— \j\\@ o Cz/([,u)> (LZ/(ML))
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2.4 Interpretacja geometryczna

Niech z = x 4+ 1y, 21 = x1 + 1y1, 22 = x2 + 1y beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Niech r € R, r > 0.

1) odleglosé z; od zo
/\/—/'\/

2) lz==z|=r rownanie oergu o srodku z i promieniu r

(21 + 1) — (22 +iy2)| = /(21 — 22)% + (1 — 42)?

r/T\iK?E—ﬂUl) (y — )i |—\/9€—$1 /y12:>7“2—($—9€1)+(y—ylm)/2v\/

|z — 21| = r okrag |z — 21| < r kolo |z — 21| > r zewnetrze kota
Im z
A A e, A
> > >
Rez Re z Rez
z=¢
3) |z — z1| = |z — 22| réwnanie symetralnej odcinka o koricach 2y i 2y

Aimz Almz

punkty
rowno odlegte

L‘-_tz.____ .
> AN
z 7
Rez / I / Re z
\/K np. |z —1| < |z —2—3i|

4) Zbior {z € C: argz = p}, gdzie ¢ € R ustalony, to polprosta.

2+3i

Przyktad 2.4.1.

argz = =

s 3
1 Z<argz§17r

arg(z —1—1) =

o Z- 2o >

/ /
/
/

us
4
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24
Z Cﬁﬁj/ﬁ‘
ow@
AImz Almz Al
9
Lot
¢//p/v\\ (p\wff .4‘0/
g > | > >
UT Rez Re z T Rez

.
ﬁ : A > )
—o - Y/ Re z Cj o
2 Re z 2 ‘f

5) Zbior {z € C: arg(2t) = I} to tuk na okregu.

i _ w4 +1)i_ [p4(y+1id-[r—(y—1)] _xz—x\yz’+m+a>yz’+m+y2—1

Cz—i x+(y—1)i 22 + (y — 1) - U2y (y 1)
P +y?—1 2z f Rew =0\ 22 +y*=1
Rew_x2+(y—1)2’ Imw_a:2+(y—1)2 7 Imw > 0/ 2> 0
jmt“)
/ Ce(=)

@J/JQ@
@//,O 670




Ot“ab@U N > m —— %(m)—ifam e

T

@/ a/,\a’ltﬁﬂ)n/“

Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 3
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ..ccoooeeeeeiieeeenn.
TEMAT: Macierze i ich wtasnosci. Wyznacznik macierzy. L€ _(/; 71 - n’,\ B
3.1 Macierze i ich wlasno$ci 6{ A ?l, f\'\y
Niech K =R lub K = C. u’m])o J) (——~—)A LJ QK

Definicja 3.1.1. Funkcje A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K, A(i,j) = a;; nazywamy
macierzq (rzeczywista gdy K = R, zespolona gdy K = C) o m wierszach i n kolumnach.

Wartosci a;; nazywamy wyrazami lub elementam: macierzy. Odwzorowanie A oznaczamy

bol ijlmxn- ‘
symbolem [a;;] O{fj/vwm’?/‘w @ 9 | Qin koL nnA- @Z 5
7NN

%uo\,uwmé\
02 w;@/)zr

WVER D

Ciag a1, @iz, - - . , @in Nazywamy i-tym wierszem macierzy A, 28d€iag ay, agj, . . . , A,; NAZywamy

j-tg kolumng macierzy A. M AT \Q\”)A

Oznaczmy symbolem M,, ., (K) zbior wszystkich macierzy o m wierszach i n kolumnach
i elementach z K. Gdy m = n, piszemy krocej M,,(K). Macierz A € M, (K) nazywamy
macierzq kwadratowg stopnia n.
/____//_\__.__—_—

(N~
Dla A, B - Man(K), A = [aij], B = [blﬂ] mamy B

1 -1 2 =2
Przyktad 3.1.2. A€ M;(R), A=|3 -3 4 4

_ _ \”
Y o adratou 5')“0?0\7! 3 g 5@ 6 3\"} mﬁ'/c' lJL L(,O(A/\(N\ /\)

Be M;R), B=|4
-~ 78 e,
elegbn ) .
00 ..0 prelestne groung /ouaﬂ""MW
0, xn = : macierz zerowa wymiaru m X n
0 0 . 0 e
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Typy macierzy kwadvatol a

Definicja 3.1.3. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza: Ta oo
—— /! 5 0
a) diagonalng lub przekgtniowq, gdy a;; =0 dla i # j 0 P O
Y
b) trojkatng gorng, gdy a;; =0 dla ¢ > j 0 (g 5 %

c) trdjkatng dolng, gdy a;; =0 dlai < j

Oznaczmy:

D,,(K) zbiér macierzy diagonalnych stopnia n
TY(K) zbiér macierzy trojkatnych gornych stopnia n
TP(K) zbiér macierzy tréjkatnych dolnych stopnia n

n

Przyktad 3.1.4. I, - macierz jednostkowa stopnia n

T3 (E) NTP(K) = Dy(K)

woie byo O na lagonaty

[ 0 0 10 0
- o o\y] < 00
Q2 3 G 00 D
A=10N 1 673@1() B = N0 | e T¥K) Af\/é
00 u U Z__
) ] b
Dzialania na macierzach e Yrvanau
(e s gfer 47 ngules

e Dodawanie macierzy: Niech A, B € M, (K),
C = A+ B, C = [cij] S Man(K)7 Cij

e Mnozenie macierzy przez skalar: Niech o € K, A € M, (K), A = [aij].
C=a-A C=ll € Myxn(K), cij =a-a;
Oznaczamy —A = (—1)- A oraz A— B=A + (—B). ey
?\zo\w’m" ]
e Mnozenie macierzy: Niech A € Z\@p , A= lay], B € MW@K = [by;].
C=|A-B,C =g € K),¢; = Zk | @ik
Dla 7€ N oznaczamy A" = A R
S am/\ %/U - ﬁd"l/(ﬂzJ @
e Transponowanie: Niech A € M,y (K), A = [a;] _
C = AT’ C= [Cij] € Mnxm(K)a Cij = Qy; N . A/ - A z 6
e K ws 6
- ¥ —
L0/ 1L T I
Z
<t Z
6] 1 7 43 b
A\ AD ‘
© 23 <>,

A=lag), B=[bj].
= CLij + bij
A

wor '\'( Va Wﬁwlﬂ/y

WOt 2a Ly hren,



Przyktlad 3.1.5.

1 2 3

21 -1 0
e=[33) =[]
/ =z @L
/ Jakie mnozenia sg Wykonalne7 Wyznacz C' — 2D, l-AT AB, BA, D2
ooo-[33]+ 3 1)) @i e

| 1
)
(1) 4 2

01
2 2
-1 1

D = AB € My(R) schemat Falka / -1 1=1-0+2-24+3-(-1)
D 1 2 3 (1) 8
Qrl @ 4@ l/\ NS - 1 1,6 /} vMb#g
A
%E*@ 0}
G = BA € My(R) AB # BA
)
D?*=D-D e My(R), CA € May3(R), zas AC' jest niewykonalne
CD e My(R), DC € My@®), CD=| .+ 4| pc=| 2 7Ll ep+cp
2 AT 1320 14 23

Wilasnosci dziatlain na macierzach

Twierdzenie 3.1.6. Niech A, B,C,0 € M,,»,(K), o, € K. Wowczas prawdziwe sa
nastepujace réwnosci. " o ted 91y
A+B:B+A ?n«trvh\ﬂrr\/v\( n+” Ncun,

—A=C1) A

(A+B>+C A+(B+C) Tacrano ¢

)
ii)

) A+0=0+4 A - nohiday
iv) (0+8) - A=a-A+B-A
) o
)

“(A+B)=a-A+a-B A/’V B ;@

Vi) (a-B)-A=a- (8- A) B —A = ’(;'a‘/uj

Whiosek 3.1.7. (M,,«n(K),+) jest grupa abelowa.
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Ab+4Ba

Twierdzenie 3.1.8. Niech A, B, C' beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K.
Jesli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace roéwnosci.

) (AB)C = A(BC)  [atnce (AT
>
ii) (A+ B)C = AC + BC < {../
vozditdnos C B
iii) A(B+C)=AB+ AC =1 »o©0
IV) Oé( O[A B A O[B) (YV\\ML& N A \Tﬁ,(/lxno,\g/
7
AA T 00 Al =",
) B e :
vi
) 6( V‘WWM/} :lrym«oztnf‘\ A 7\'/» /15
‘Whiosek 3.1.9. K),-) jest potgrupa meprzennennq z jedynka. "

Twierdzenie 3.1.10. Niech A, B beda macierzami o elementach z K oraz niech o € K,
r € N. Jedli dziatania sa wykonalne, to wowczas prawdziwe sa nastepujace rownosci.

i) (AT = A }(
; Ay ) Ly T

ﬁ‘b‘—'c‘;po\f\ %Q@

T_ oA

Deﬁnicja 3.1.11. Niech A = [a;j] € M ( ). Sume elementow naWj ai1 + ag +
.+ an, nazywamy sladem macierzy i oznaczamy symbolem tr(A).

0 0 Leacce A
Przyktad 3.1.12. tr | 2 =1-7+3=-3
0 1IN3

Wilasnosci §ladu macierzy

Twierdzenie 3.1.13. Niech A, B € M, (K), a € K. Wéwczas prawdziwe sa nastepujace
réwnosci.

i) tr(A) = tr(AT) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
iii) tr(aAd) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.14. Jesli A, B € M, (K), to wowczas tr(A?T B) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).
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Definicja 3.1.15. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M,,(K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdy

b) antysymetryczng, gdy A = —AT

Twierdzenie 3.1.16. Kazda macierz_kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy

macierzy symetrycznej i antysymetryczne;j.

Dowdd. A= B+ C, gdzie B = 5(A+ A"
T - T

BT = |44+ A7) = t[(a+am)] =

sprawdzamy, ze CT = —C. O

C=3(A-A"), B=B" C =-C". Ponadto

);
(AT + (AT)T) = 3 (AT + A) = B. Analogicznie

T-
/4 VA /‘)\ﬂwaw‘%

Przyktlad 3.1.17. A = macierz symetryczna

L\J/?—@ ¢- P‘Lﬁkﬂkwﬁr

—3 N—era na Fmdwdmg_ Ay = —AUiy
Definicja 3.1.18. Macierz utworzona z macierzy A;;, dla 1 <¢ <m,1 < j < n postaci

Al]_ A12 ... Aln

A21 A22 P A2n

Apt | Az | - | A
nazywamy macierzq blokowqg. Macierze A;1, Aso, . .., Ay stojace w i-tym wierszu macierzy
blokowej musza mie¢ te same liczby wierszy, zas macierze A;;, Agj, ..., Ap; stojace w j-tej

kolumnie musza mie¢ te same liczby kolumn.

3.2 Wyznacznik macierzy

Definicja indukcyjna wyznacznika J

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy
T————

liczbe detA € K okreslona nastepujaco:
—— ‘

e gdy n =1, to detA = a; 7 A = Laﬂ4j

—
o gdy n > 2, todetA =377 (—1)"didet Ay )=
= (—1)1+1a11detA'11 + (—1)1+ algdetAlz +.. (—1)1+"a1ndetA1n,

gdzie @znacza macierz stopnia n—1 otrzymana z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.

=0
" Acd \

MA"\"L \3“ = ad-ho

am=/

b/l A ("’) .

A+A



L)

Oznaczenia: M aoreq
aj; a2 ... QAip ay; a2 ... QAip
g1 Q22 ... A2y G217 Q22 ... Q2pn

detA = det | . ) ' ) Al =1 . ) ) ) ML l
: : e : : ERR [ vk ¢
Gp1 Qpa .. Qpg Gpl Qpa .. Qpp \ \ 20

Przyklad 3.2.2. A = [ _é ?} ook AES 2 — V(-3 /

detA = ( )1+1a11d€t1411 + ( 1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (—3) =17

B = detB = ( 1)1+1a11d€t311+ 1+2a12d6t312—|— a13d6t313 =
“ Y A\//\
Mcrm{nmxi}{;k/\rﬁig _ 1. ’ _é ‘ —6 ‘ L3 _3 _51; ‘ _ =
Metoda Sarrusa /1 -G \ -
— Waok a /u\'\mmwlt JUO s /

11 8@2 3@ /\/\NG)
[ 1 (=3)(D)(~6) - (=6) - 1(H8 - (-2 ] 59

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z
K. Py~ wstalony cheom et

i) _Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n—1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go
symbolem M;;.

ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"-M;; € K.
B S e e

.-G

Przyklad 3.24. B=| 11 @59\,

1 3 1 3
B?’?_[n 16}’ May=detBz = 1) 1 ‘_16_33__17
Dy = (Z1=22 Mz = 17 NN~

Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;;] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:

i) Vie{l,2,...,n} detA=>,_, auDi,
(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)

i "M A mw%éK |



i) Vje{1,2,...,n} detA=>7_, arjDy;.
v (rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

1 2
Przyktlad 3.2.6. B = Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
Al Mmwig 1 9
detB = 0 ;Wiz Doyt (1) Dyg =2 (=14 | o cuyomap/] F 2N
— L 3 12 1 2

1 01
2 0 2
C=1121 3 Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,
320
a potem wzgledem ostatniego wiersza.
detC =4 - (—1>9M54 = —4- = —4(y1 + 2.7232) = L(’fl\
1C) |
1 111
=12 (=1)°My — 8- (=1)° My = 12 0|—-8-12 2 0|=-40
1 2 31

n

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € TE(K) lub A = [a;;] € TP(K). Wéwczas

detA=ai;-agm ...  Gpp.

ﬁvod\lﬂ&'\a Ooomf» OUMMAM\
0
0 L( o )
0 LAY A
: / \\::?%“ ¢ o

w”i
3-(=1)-2

(-1) 2,
Ny - Oan

f\\ &) V\N\
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A=
Wtasnosci wyznacznikow \. ’U

Niech A = [a z]] € M,(K). Oznaczmy przez Ay k-ta kolumne macierzy A, czyli

A=A, A ... A n/ C\\\\L’Lﬁ}\\\ﬁ\

Twierdzenie 3.2.9. Wn(.’( ). Woéwcezas prawdziwe sg nastepujace stwierdzenia.
i) detA = det(AT) < tv s a0 Ma m’{,f()\,j

ii) Jesli pewna kolumna sktada si¢ z samych zer, to wowczas detA = 0. ‘

iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez a/H a/'
liczbe A # 0, to wowczas detB = A - detA. — rq - ‘\1)
NS AAS .
iv) Jesli Ay = Byp+Cy, to wowezas detA = det[Ay, ..., By, ..., Ay]+det[Ay, ..., Cy, ..., A,] u‘aL6‘3

:‘\Lb v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch 4
= = = e
k kolumn, to wowczas detB = —det A.

vi) Jedli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz Ay, = A\A;, dla pewnego X € K,
to wowczas detA = 0.

vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostatych, tzn. IA;, ..., Ag_1, Ags1, -+ o, A €
K Ap =300 i\ A, to wowezas detA = 0.

\ esli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn
Ve e _9
—

macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie. _ v
. Cowiny L]@O - QR-WA s b N
) Jesli Be , to wowczas det(AB) = detA - detB.
/

x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci l( xs 1w 5 - //\/VV]
- —
By 0|...]0
?7 | By|...| 0
T 1?7 .. | By
gdzie By, By, . .., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogol roznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, za$ 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas

detA = detB; - detBsy - ... - detB,,.
Przyktad 3.2.10.

macierz blokowo — diagonalna

=(2—7)- (40 — 15) = —125
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Whniosek 3.2.11. i) Analogiczne wtasnosci zachodza dla wierszy.
ii) det(AA) = A" - detA dla dowolnego 0 # \ € K
iii) det(A") = (detA)" dla dowolnego r € N.

lea,
Metoda operacji elementarnych obliczania wyznacznika an Y (\0\4//"1 A"
@N“\ Y wH
\ Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba) 2
" A-w;, A€ K;\#0 pomnozenie wiersza przez liczbe (rézna od zera) P"

w; +A-wj, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w; ’\\ }X}

f\'_,\/\’LAO\,C'Ln\l‘L W 1emiam

Przyktad 3.2.12.

Przyklad 3.2.13. Dane sa macierze A, B € M5(]R) takie, ze A = [a”] gdzie 2

a;j = { : L o i ‘7 ,zas detB = 9. Obhcz wyznacznik ma01erzy C =3B3AX BT,
20—-1)+j7 ; i=7 com—
|pitIna prckqbrg

Korzystajac z wlasnosci wyznacznikow, obliczamy

r ﬂ)l ) /X
/ Q\ *{/" detC' = 3°det( Bg)lvd ot(BT) = 3° (detB) (dekA) L

1 @ 1 1 1 11
1 1 1 1 | wpw Q0 _
&/ Ponadto detA = || 1 1@ 11 |=" 6 Q 3:-6-9-12 O(IA/ C - K
LO¥ 1)1 1 @ Wt (0] 0 0N 7_' (%bb) oMk
\@0“ 11 1 1 13 000 ok 3
Zatem det(C - = S J) 2 M/ b
= 35 ] /b) 9 . oc . 9 h_/—-—\



oM

A B T A
C A =

( m n (\L> \+ u') SversetA
3.3 Macierz odwrotna el ’ Avornmmrm,]
nRG S
sed =z L
Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A €

T o . {o— . . -1
M, (K), jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A~'.

=\

Przykiad 3.3.2. A

]A

AAT =] o | @ :{1 y

d 0 1
Zatem nie istnieje A7 ]
A -el.

] = c=0A c¢=1 sprzecznosc¢

527 nm(,#zj ¢
Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy 7\ :]
macierza odwracalng.

O2n
ii) Macierz A € M, (K) taka, ze det A = 0 nazywamy macierza osobliwg. W przeciwnym en, 1

wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg. A
Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie.

AN

b) Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, za§ D = [D;;| macierza jej dopelnien a ‘J
algebraicznych. Woéwczas| A1 = detA - DT, | badu I‘gt MGt AL b
Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas§ D = [D;;] macierza U

jej dopelnien algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A
i oznaczamy symbolem AP.

Whiosek 3.3.6. Zbioér macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n.o elementach z
ciala K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienng. Grupe te
oznaczamy symbolem G L, (K) i nazywamy ogdlng grupg_liniowq.

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej
1. Za pomoca definicji

- 3 5 a_|a b _,
Przyktlad 3.3.7. A= [ 1 2], A = [ . d] =1
detA = 11 # 0, zatem A jest odwracalna.

3a—b=1
3a—b ba+2b 5a +2b=0 2 _5
-1 __ — -1 _ 11 11
i _I‘:’[:sc—d 5c+2d]—1© 3c—d=0 4 _[ﬁ %}
Sc+2d=1

2. Metoda dopelnieni algebraicznych (metoda wyznacznikowa)
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« W
Przyktad 3.3.8. | D JD\\ - ('/\> ' NQ {

1
A= 9 - Al= ?
é\“\ ) ;' 5 det A

detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M,;] oznacza macierz minoréow
” L AT N
elementow a;;. Wowczas

v ©

(G2

3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa)

2 nha v A
Szabiarm A~ 2

Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa.

ey ™ AT operacje  elementarpe IA_l
%\OWUK [ u tylkd na wiersza{h! [‘i\ ]

e seo
Algorytm Gaussa:  macierz nieosobliwa — macierz trojkatna gorna — [
L)

)
Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposob uzywania mgto y operacji elementarnych.

Przyktlad 3.3.9.

b
Il
O = O =

oo o
N
O RN~
"
YQ‘
>
{
P
| W
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1000
_ w3 —w1 0‘1/0__@
Al = —1.0 10
= 0001
00 1 110 00
_%\,(lw4+w30 %0—%0 )
00 00 01| \
00 01 01
1 2 0 1 2 1 -3 0 —3
0]. % w1 —wq 01 %0_%011}24»103
00 0 00 0 0 0 1
100 0 00 0 3 0 3
(12001 -2 0 -} 10000 -1 1 -3
0,],@0% 0 =2 1| w-2w 01003 0 —3 1
00'T0[0 0 0 1 00100 0 0 1
00010 L+ 0 1 0001[0 5+ 0 2
1 5 v —
4|5 0 =3 1
ZatemAfOO01
0 3 0

Wlasnos$ci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), a € K, a # 0, r € N. Jedli macierze A
i B sa odwracalne, to wowczas macierze A~', AT, AB, oA, A" réwniez sa odwracalne i

L" 9

Przykltad 3.3.11. Wyznaczymy macierz X spelniajaca rownanie XA = 24 — [, gd
12 01 (N b

prawdziwe sa nastepujace réwnosci. ' 9 o {,_.
Ddet(A™) = iv) (@A)t =1.4"" 2
ii) (A_l)_1 = v) (AB)™' =B 'A” <~ 1& /\
DT=(An T v ()=

10 21

00 10
7 kontekstu wynika, ze A to macierz kwadratowa stopnia 4, zas I = I4
Poniewaz detA = —4 # 0, istnieje A~!. Obliczamy

i \7(./ /A“' T paau
?WLWLC\) er—z,au(fjil {, ”J
= 1

X — 24 - A~
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O ONI= =

X=2—-A1l=2]-

O oOoON= O
N O ONI-
N = = ot

Przyktad 3.3.12. Rozwiazemy réwnanie macierzowe E*(X — 4I)" = LE3F3D='DT
wiedzac, ze D, E, F' € M,(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna,

1310
s |03 10 .
0001 D“D

Poniewaz D jest symetryczna, spelnia warunek D = DT. Stad D~'DT = D7'D = 1.

20 00 [ \ 2
Ponadto F jest diagonalna, zatem F = 8 S —(8) 8 . ‘ D

00 0 2
Macierz E jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Obliczamy

v /‘—1
AL AN \ EY X —4NE= 1E3F3 LE3Es |
v © 2 2
s (X —4 EARF=1E1F |

< 2
< A XCa - G s PR Doticuat.
) X =4I + J(F3HT(E-N)T. | ‘
NS b/ - /‘
Pozostaje obliczy¢ E~! i wykonaé¢ odpowiednie mnozenia oraz dodawapnia. 2( > >
7 L =3

Twierdzenie 3.3.13. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna

postaci A =

odwracalne sg macierze A, As, ..., Ap. Wowezas A~ =

Przyklad 3.3.14. Czy A = jest odwracalna? Jesli tak, oblicz A7

0] 0 6. |
5 6] 0| \2\6 «3\/"6\'”(@%;0

Jest to macierz blokowo-diagonalna

Kazdy z blokéw jest macierzg nieosobliwg, zatem A jest odwracalna.
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 4
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ......cooeeeeeenns

TEMAT: Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych - podstawowe pojecia

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uklad m réwnari liniowych z n niewiadomymi

x1,...,2, 0 wspotczynnikach z K. 'S \,\L *r X1 Ko Xy
/11/C1 ‘ ITo + ... + A1pTy = bl
gl+a22x2+“'+“2”x” = bk beK ie{l1,2... mbje{l2.. . n}
Am1T1 + Q2T + - o+ Ty, = bm

Liczby a;; € K nazywamy wspotczynnikams ukladu, zas liczby b; wyrazamsi wolnymsi Jesli
by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€{1,2,...,m}, to uklad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (v1,7s,-..,7) € K" spelniajacy ten
uktad. Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uktad posiadajacy

doktadnie jedno rozwiazanie - uktadem oznaczonym, za$ uktad posiadajacy nieskoniczenie
wiele rozwiazan - uktadem nieoznaczonym.

Przyklad 4.1.1.
rT—y =
2ty =
. TN AN Aj:-x

* 7 Y ’

Vs
TN\ g \ N X
\
uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad $przeczny

o W

r+y = O z+y = 0
20 +2y = 10

W\

)

¥
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Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z réwnaniem macierzowym AX =
B, gdzie

al a19 o QA T b1

A - '6121 ?22 'azn ¥ ?2 B %72 ijg

m1 Gm2 .. Oamn Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspolczynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyktad 4.1.2.

ot 2 =L 1 1@ 27 | L
T4 xe—a,=0 & 1 1 —1 ; =170
Tl —To+ T3 —a4=9 1 -1 1 -1 lf” 9
4

A X B

Definicja 4.2.1. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad réownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera.

4.2 Uklady Cramera

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest uktadem oznaczonym.
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A7, mamy X = A~'B. O

Whiosek 4.2.3. Rozwiagzanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je réwniez
znalez¢ za pomoca wzoréow Cramera

Vie{l,2,....,n} x;=

gdzie A; jest macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna
wyrazow wolnych B.

Przyktad 4.2.4.
Uktad { S =2y =5 jest rownowazny réwnaniu [ 3 2 ] [ v ] = { 0 ]

2r+4y =1 2 4 Y 1
W = det [ g _i ] =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera

Metoda eliminacji:

y=3x—3 zatem 2z +4(3x - 2)=1,skad 2 = & oraz y = — &

Rozwiazanie réwnania macierzowego:
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