Rozpatrywany uktad rownan liniowych jest rownowazny z réwnaniem macierzowym AX =
B, gdzie
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4.2 Uklady Cramera i\\‘ﬁ C \%9“ 0 (mﬁ(/\/\
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Definicja 4.2.1. Jesli m 7€//,n,oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad rownan
AX = B nazywamy uktadem Cramera. AN \CNO\@(M on

9 et Qoletitchit U

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest uktadem oznaczonym. . dno € S Ix e

Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A7, mamy X = A~'B. [

Whiosek 4.2.3. Rozwiazanie uktadu Cramera ma posta¢ X = A~'B. Mozna je réwniez
znalez¢ za pomoca wzorow Cramera

, detA; N&WA /\@){\f\j
Vie{l,2,....,n} x;=—— RV AW
e S

gdzie A; jest macierza powstata z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumna R
wyrazow wolnych B.

Przyktad 4.2.4. X )< %

Uktad { g‘; + Zz 1 jest rownowazny réwnaniu Z ] = [ ? ]

W = det [ ; _i ] fﬁ# 0 = uktad jest uktadem Cramer

Metoda eliminacji: 7< A /
y=3x—3 zatem 2z +4(3x - 2)=1,skad 2 = & oraz y = — & (\ﬁ Y
Rozwiazanie rownania macierzowego: A
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X = A-1B, A~ =7 : —
B T4 2] )L 42 L[ 4 2] s
detA—lﬁ,D—|:2 3]@16[_2 3:|7X_16|:_2 3:||:1:|
xr
X_{y]|—7 et

Wzory Cramera:

W = detA = 16 # 0, Wz:detfh:’

Wy _ 22 &_ 7

T=w =1 Y= ~16 - W\
Y, (= My
Whiosek 4.2.5. i) Jedynym rozwiazaniem je ramera jest rozwigzanie
107 zerowe r; = ... =x, = 0. _le
Af\ 5 Jesli detA — 0, to uklad AX — B jest " LO11o /\(}W(A;éO -
1) Josli det4 =0, to ukla Jest nicoznaczony ub spricezny. N=m=L

Przyklad 4.2.6. Y. X
Uktad { 830 1 83 g jest ukladem sprzecznym. Ponadto W = W, =W, = 0. N L

Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykaza¢, ze jesli detA = 0 oraz detA; # 0 dla pewnego

ke{l,2,...,n}, to ukladjest% = L\)//Q
i) Jesli detA-=(oraz detA; = 0 dla kazdego i {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony ~
lub sprzeczny. [\5// %

4.3 Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Capellego W 750
Definicja 4.3.1. Niech A = [a;;] € M,xn(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie
k € N, k < min{m, n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z

macierzy A poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € men( ) A # 0 nazywamy najwiekszy stopien
jej niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy r(A) lub _ril}_lg___) Ponadto przyjmujemy;,
ze rzad dowolnej macierzy zerowej jest rowny zero.

r(A) < min{m,n} (\4\1 &p‘\

Przyktad 4.3.3.

5 -2 1 3 5 1 b
A=] 0 03 —1],7(A)<3, | 03 —1|=-50%£0,r(4) =3
10 23 9 10 3
D 3
112 13| |1 3] |13 |4 12
B=13 o rA=2 ‘4 12'_‘3 9‘_ 2 6‘_‘3 9'_0
2 6
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’2 6"2 6‘0,7’(3)1, Moznazauwazyc,z

1 2
C=1011,rA4) <2 01 =0, ale L2 #0,7r(C)=2

07 01

[0 7

[1 1 1
D=12 2 2|,r(A) <3, wy=2wy, w3 =3wy, (D) =1

3 3 3

Twierdzenie 4.3.4 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A € M, ., (K). Wowczas

i) 7(A) = r(AT), rﬁ

o ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu. 0 Y

Dowdd. Teza wynika z wlasnosci wyznacznikow. L.

lo LORELON FORT
Definicja 4.3.5. Macierz A € M,,«,,(K) nazywamy macierzq schodkowaq, gdy pierwsze niezerowe
elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja sie w
kolumnach o rosngcych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezerowym
wierszu, a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi. d

W
Przyktlad 4.3.6. - '(ﬂ% ’U‘O\O\

2 2 2 6 J// )\)\“(Vq//@b

to nie postaé schodkowa
——T T T T ——

4 schodki 3 schodki

Twierdzenie 4.3.7. Rzad macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej niezerowych wierszy
(tj. schodkow).

Dowdd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy
macierz trojkatna gorna nieosobliwa. [

2934 5 1 é 3 4 5
o 2 5 5 7 ].0 wo —2w1 O _1 —]_ O w3 42w
Przyklad 4.3.8. D=1 \¢ ¢ g 3 wotwy [ 012\ =4 =7 =17 | Turvw,
4778 3| 0o |-1l-5 -8 —17
12 3 4 5
1l -1 -1 0
0 0\6 —9 _17 | "(D)=3 N\,\/Nb
=6 =9 =17 ] 0 O Op

N0,

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi 1, . .
z K postaci AX = B.

., T, 0 wspotczynnikach
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a11  a12
a a

Macierz U = [A|B] = | . 2 ) - € My (nt1)(K) nazywamy macierzq
Am1  Am2 ﬁ( { ‘X/\ (\(Y\ Y% N\

uzupetniong uktadu AX = B.
e S

Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uklad rownan liniowych AX = B/ma rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).
Whiosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny. \}\]U\% kS (Jui

ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.

ili) Gdy r(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od
n — r parametrow.

Przyktad 4.3.11.
rT—y+3z = 5
dr +y+ Tz
Sr+2y+8z = 4

I
oo

,r(A) <3, r(U)<3

1 -1 3| 57, 1 -1 3| 5

vt g5 -5 12 [ 250 () -1 -2
e ﬂ 7 -7|-21] " [0 1 -1| -3
P

r(U) =3 # r(A) = uklad sprzeczny, brak rozwiazan /|
7 At

Algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych
1. Jesli r(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.

2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M -stopria r macierzy A (bedacy
réwniez minorem macierzZy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

2a.\ Skreslamy\m — r wierszy macierzy U (réwnan ukladu), ktore nie tworza M. Jesli
r = n, to otrzymujemy uktad Cramera.

2b. Jesli r < n, to n — r niewiadomych, ktorych wspotczynniki nie tworza M,
przenosimy na strone wyrazéow wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne
niezalezne). Uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — r parametrow.
Moéwiac doktadnej r sposrod niewiadomych oznaczanych @, ..., z!. zalezy od pozostatych
n — r niewiadomych z;_ ,..., 2,

I n*
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Przyklad 4.3.12.

20 —y+3z = 7
3r+2y—52 = 4
dr+5y—13z = 1
2 —1) 3|7]
—JAIBl= | 32 —5|4 |, r(4) <3, 1) <3 _
=)\
4 5 —13]1 | Wy e
-1 2 37 -1 2 3|7
U—2f o3 54 | 2200 00 7)1 18 —>{_(1) ? ?1;}
zmienn€y) X z 5 4 ~1311 w3+5dHwy

‘ -2 ‘#Ommor niezerowy M f/O O 0 o 0 Nd?k z w/\/v
N il
y+2x = 7-3z lb | 7T=3z eA

Tr = 18—z | 18—z D\

—18_ 1

7.7

uktad nieoznaczony, rozwiazania = —% + 702

m——— TR

4.4 Metoda eliminacji Gaussa

1

—_

Dwa MX rownan liniowych nazywamy rowmowaznyms, gdy posiadaja ten sam zbior
rozwigzal. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie Wiersm
“samych zer lub skreglenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja

rzedu macierzy U, zatem prowadza one do réwnowaznego ukladu réwnan. Ewentualne

przestawienie kolumn macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.

Dokonujac réwnowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz
= [A|B] do postaci

Sir+1 .-+ Sin |21

1

Al Bl — T
[ ’ ] Srr4l oo+ Srn | Zr
0 ... 00 o 0 |z

Jesli 2,1 # 0, to uklad jest sprzeczny.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uktad jest oznaczony i jego rozwigzaniem
jest x; = z;, dlad € {1,2,...,r}.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony. Rozwigzania maja
postac

/ /
xy 21 . 5 Trt1
/ 1r4+1 - 1 ’
Ty | | * s " Lrt2
'/ ’ Srr4+1 --- Srn '/
x 2y x,
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Przyklad 4.4.1.

%’1+21‘2—$3—JJ4
$1+$2+$3+3$4
321 + bxe — 13 + 14

A D

1 2 -1 1
U=111 1 2
3 5 —1 3

Przyklad 4.4.2.
2z + 4y + 9z — 5t + 6u

T+ 2y+4z — 4t + 2u

3r+6y+ 72— 11t 4 2u

dr + 8y + 192 — 15t + 11u

—3T —y+ 2+ 3+ 2u

’@2 4 9 -5 6|13 12 4
1 2 4 -4 2| 5 2 4 9
U= 3 6 7 —11 2|18 | &Y, 136 7
4 8 19 —15 11| 20 @48 19
:—§ —1/4\3}\ 2_ 2 1 2 =2

2 —4 5 )

3 3
3 ko za ks 0
- \A zmienne Xz tu
Wg? ] " 0 tuy 8

r(A) =rU) =3«
od 5 — 3 = 2 parametT
—
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ktad nieoznaczony, nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych
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Uwaga 4.4.3. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry nie jest jednoznaczny,
. . /’/_“—
lecz nie jest dowolny.

Przyklad 4.4.4. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga by¢ parametrami w rozwiazaniu
uktadu rownan.

T—3y+z—25s4+t=-5
20 — 6y —4s+t = —10

2z+t=0
2 1] =5 1 =31 -2 1]-5 |
4 1|=10 210 02 0 1] 0 Z

-2 1 ‘
] T A AN
4’ . Y .. . , 5 ,
Trzy Zmienne sposrod pieciu mozna wybrac¢ na (3) = 10 sposobow.
Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry A A \
kl, k3 {Z/; S, t} \ ‘ \(
\ ki, ks {y, z, s} g 5\ )
\ A ,\\ ’/{’2_,74_:3/— {z,s,t} (\)> (/ 0\/(\1\
0 ko, ks {z,2,s} 7< J\\ C %J\(

k47k3 {1"7y7t} \OV\

ky, ks {z,y,2} \

k37 k5 {l’, Y, 5} \ (@ g

Uwaga 4.4.5. W przypadku gdy uktad rownan AX = B jest uktadem Cramera, wykonujac
operacje elementarne na wierszach macierzy uzupelionej U = [A|B], sprowadzamy te
macierz do postaci [/|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem uktadu.

[\j\{, L//\ \ ’\L)B [AlB] operacje  elementarne [I|X]

na wierszach /'\ q’\ﬁm

r+y+z = 3 A# O
2r—y—2 =0 W
r+3y+z = 5

3 N 1
[AB]=|2 -1 —1|0 | 22 |0 —3|—=6 | = | 0,
EURNES 0
3
2| —
. - .

Przyklad 4.4.6.
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Przyklad 4.4.7. Okredl iloé¢ rozwiazan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

(p

N DN = DN

L

k1 za ks

I

2$1
+1)x,
I

p+1
2p+ 4
p+1
p+3

zmienne X2 X3 X1 X4

Whioski:

skad otrzymujemy, ze 7(A) =r(U) =3 <

Zatem uklad jest nieoznaczony.

Posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru.
— 1

Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postaé

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.

++ 4+

p+3
dp+6 | p+ 15
p+3 | p+4
2p+2

2
0
0
0

2y +  (p+1)x3
+ (2p+4)xs
+  (p+Das

4

wo —2w1

w3 —wa
wyq—wy

11
1 p+3
0 2p

P 0
0 p+1

4
p+7

p
7

@
9
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(p+3)x4 = 4
(Ap+6)ry = p+15
(p+3)zs = p+4d
2p+2)xy, = 11 N o ~ ) A
N ORY, \
1 2 p+1p+3] 4 W
0 0 2 2p |p+7
L2 0 0 0 D %
00 2 p+1| 7
N +1 1 p+3| 4
wq—w3 0 2p p+7
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TEMAT: Geometria analityczna w R3 xR < | & 0?

5.1 Wektory w przestrzeni / >

R3 = {(z,y,2) : x,y, 2 € R} mozemy interpretowaé jako: YA Y

e zbior punktow P = (z,y, 2), gdzie z,y, z to wspolrzedne punktu X ’ -,
LS

—
zbiér wektoréw zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP = [z, v, 2],
gdzie x,y, z to wspotrzedne wektora

e zbior wektorow swobodnych a. Wektor swobodny to zbi6r wszystkich wektoréw
zaczepionych (w réznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez 0 = [0,0,0] wektor zerowy.

Dzialania na wektorach
Niech @ = [ug, uy, u,], T = [vz, vy, 0], A € R.
U+ U = [uy + g, uy + vy, uy +v,]  suma wektorow

A ﬁ = [Aug, Ay, A, iloczyn wektora przez skalar
—U = [—Ugyy —Uy, —Us) wektor przeciwny do
ﬁ T=u+(—v)=4d+(—1)-0 rbdznica wektorow
kZ i-v, AZ
s "
a
-7
U+
> B
) 4 y
v
v
X X

Dlugosé wektora

Oznaczamy przez |}dlugoéé wektora 4. Jesli P = (x1,y1,21), P2 = (x2,¥2,22), to
wowczas

—_—
PPy =[xy — 21,92 — Y1, 22 — 21, |PiPs| = \/(552 —21)2 4 (Y2 —11)? + (22 — 21)%
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(f’ a U\z»’s)cw/@ yz.g v 3

Wektor dtugosci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przezi = [1,0.0],7 = [w],l% =

10,0, 1] wersory osi uktadu wspotrzednych. Wowczas zapis @ = [uy, uy, u,] oznacza u = ~
wk Ponadto [u] = \/u2 + u2 + u?. ey NE I /‘g’ddw rlp /g‘

Wiasnosci dtugoéci: @] =0 < @ =0, |\ =|A|-|d],

P

Wersorem niezerowego wektora @ nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co
1. Oznaczamy go 4. Oczywiscie 1 = i U

+0 -
Jesli 4 = [ug, uy, us], to 4 :ﬁwz L(KZ \ /(\}J//
/\

[a]* g’ |
ouﬂ\d
C\]\(‘{\O(Z\i\ml . u? u? u? 1 S AP
W \u|: |ﬁ|2+W+W:W\/ugE+uy+uzzl.

Jesli wektor @ = [uy,u,,u,] tworzy z dodatnimi potosiami uktadu wspohrzednych katy

=

a, 3,7, odpowiednio, to katy te nazywamy kqgtami kierunkowymi, zas wspolrzedne wersora
i, czyli liczby cosa = %‘, cosff = %’l, cosy = I%ZI nazywamy costnusami kierunkowymsi
wektora . \ )
O AZ = e \L ‘
A 7,7 eyt

— 5

(\A@{‘K//j‘ M\i
|

k=N oomW& ;

Iloczyn skalarny o~ %{\»\I\MC\NW

<V

Oznaczamy przez £ (i, V) kat miedzy wektorami i, 7,.

Przyjmujemy, ze jego miara nalezy do przedziatu [0, 7].

Definicja 5.1.1. lloczynem skalarnym dwdch niezerowych wektoréow «, v nazywamy liczbe
|t] - |U] - cos £(i, V). Oznaczamy ja symbolem u o ¥. Gdy jeden z wektorow jest zerowy,
przyjmujemy, ze iloczyn jest rowny 0.

Twierdzenie 5.1.2. Jesli 4 = [uy, uy, u,], U = [vg,v,,v;], to wowczas 4 o U = u,v, +
UyVy + ULV,

Przyktad 5.1.3. [1,4,0]0[2,—-1,1]=1-24+4-(-1)4+0-1=-2<0
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty.
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